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TRAITÉS 

DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

. — — — — — — - — — — — ■ 

SUITE  DE  LA  SECONDE  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL. 

SECTION  IL 

De  V intégration  des  Fonctions  et  Equations 
différentielles  du  premier  ordre  à plusieurs 
variables  , et  des  solutions  particulières  de 
ces  Equations. 

CHAPITRE  I™. 

\ 

De  V intégration  des  Fonctions  différentielles  du  premier 
ordre  à plusieurs  variables  qui  sont  exactes. 

3i8.  Une  idée  extrêmement  simple  qui  se  présente 

naturellement  à l’esprit,  et  dont  cependant  il  nie  semble 


2 INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
qu’on  n’a  pas  fait  usage  jusqu’à  présent , est  que  le 
théorème  démontré  à l’article  56  , et  qui  est  conna 
depuis  long-temps,  donne  immédiatement  l’intégrale 
de  toute  fonction  différentielle  exacte  et  homogène 
du  premier  ordre  entre  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

Du  théorème  en  question  traduit  en  règle  d’inté- 
gration , il  résulte  que  pour  intégrer  une  fonction  diffé- 
rentielle homogène  entre  un  nombre  quelconque  de 
variables  , il  faut  vérifier  si  cette  différentielle  est 
exacte  ( art.  54) , et  dans  le  cas  où  elle  l’est,  substituer 
aux  différentielles  des  variables,  les  variables  mêmes  ; 
enfin  diviser  le  résultat  par  le  degré  de  la  proposée  , 
augmenté  de  l’unité  , ce  qui  donnera  l'intégrale  de- 
mandée. 

EXEMPLE  I.  Intégrer  la  fonction  différentielle  ho- 
mogène 

(3x2-f-2bxy — 3y2)  dx  -f-  (bx2 — 6xy-f-3cy2)  dy. . . . (a) . 

La  règle  de  vérification  d’exactitude  enseignée  à 
l’article  (54)  donne. 

dyÇx'+abxy-Zy*)  _n>,,  - d*(bx°-§xy+Zcyf 

dy  J dx  * 

donc  la  proposée  est  exacte.  Cela  posé , y substituant 
respectivement  les  variables  x et  y à la  place  de 
leurs  différentielles  dx  et  dy  , et  divisant  le  résultat 
par  le  degré  a de  la  proposée  -f-  x , ou  par  3 , on  aura 

5r3-f-aéx^y— Zxy'  + bx'y  — 6xy2  +3cy3 

o 

= x3  + ix2y  — 3xy2  + çy3  + const  (*). 

O M.  l’abbé  Marie  a intégré  cette  même  fonction  différentielle 
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A PLUSIEURS  VARIABLES. 


ExEMPLinU.  Intégrer  la  formule  différentielle 


r ay(*y).—  n , xdy 

L 2U“V^X  J 2U*[/y 

x j/y  — z i/x' 


-[ 


gdu-^z 


■w, 


qui  est  homogène  et  du  degré  — 

Par  le  moyen  deâ  méthodes  enseignées  à l’article  5 4 , 
on  vériGera  que  la  différentielle  proposée  est  exacte. 
Cel;f  posé , substituant  à la  place  des  différentielles  dx  , 
dy  , du  et  dz  les  intégrales  respectives  x ,y , uet  z ; 
ensuite  divisant  le  résultat  par  — £ + 1 = — { ; c’est- 
à-dire  le  multipliant  par  — a , on  a 

/(&)=-* 2u-»x  y/y+u—z  y/x-r-xu~a  {/y+4xu~a  {/y 

—4xu-a  [/x+2zu~a  y/x  — ^Vy~^Vx  con$t> 

3ig.  Remarque  I.  Je  ne  vois  de  long  dans  la  mé- 
thode enseignée  précédemment  pour  intégrer  les  for- 
mules différentielles  homogènes  lorsqu’elles  se  compo- 
sent de  beaucoup  de  variables , que  le  calcul  prépara- 
' toire  qui  est  commun  A toutes  tm,  inêtliudis  cummea  - 
pour  opérer  ces  intégrations  , et  qui  sert  à vériGer  si  la 
différentielle  proposée  est  exacte  (art.  54).  Je  serais  donc 
d’avis , vu  l'extrême  simplicité  de  notre  méthode  d’inté- 
gration , que  quelle  que  fût  la  différentielle  homogène 
proposée,  l’on  commençât  par  l'intégrer  suivant  notre 
méthode,  sans  vériGer  préalablement  si  elle  est  exacte, 
et  qu’ensuite  on  différentiât  le  résultat  trouvé , ce  qui 

dans  ses  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques  , article  g38, 
page  384,  édition  de  1770  , par  une  méthode  assez  ingénieuse» 
mais  beaucoup  plus  longue  et  compliquée  que  la  nôtre. 

!.. 


. J 
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4 INTÉG  RATION  DES  FONCT.ET  ÉQ^TIONS 
devrait  reproduire  la  proposée  , si  celle-ci  était  exacte. 
Dans  le  cas  où  la  différentielle  proposée  et  celle  trouvée 
ne  seraient  pas  identiques , on  en  serait  quitte  pour 
avoir  fait  un  calcul , à la  vérité  inutile  , mais  beaucoup 
plus  court  que  s’il  avait  fallu  commencer  par  recon- 
naître , stivant  la  méthode  de  l’article  54  , si  la  pro 
posée  était  une  différentielle  exacte.  Par  exemple  , 
dans  la  seconde  application  de  l’article  précédent , le 
calcul  que  nous  avons  fait,  plus  celui  de  la  différentia- 
tion de  t demandent  bien  moins  de  temps 


et  de  peines,  que  la  recherche  des  six  équations  de 
condition  requises  par  la  méthode  de  l’article  5 4 , 
pour  vériGer  si  une  formule  différentielle  entre  quatre 
variables  est  exacte.  . . 


320.  Remarque  II.  Si  le  degré  de  la  formule  diffé- 
rentielle homogène  proposée  est  = — 1 , et  si  toutes 
les  variables  du  dénominateur  passées  au  numérateur 
par  le  changement  des  signes  de  leur  exposant  , ne 
donnent  pas  des  termes  différentiels  de  logarithmes 
tels  que  Kx~'dx  , alors  notre  méthode  s’applique  éga- 
lement à l’intégration  d’une  telle  formule  différen- 
tielle ; ce  qui  doit  être  , puisque  le  cas  du  degré  nul 
pour  la  fonction  homogène  F (x  , y,  z. . . .)  que  nous 
avons  considérée  à l’article  56 , et  qui  donne  dans  ce 


même  cas , le  degré  de  la  différentielle  = o — î = — î , 
n'est  pas  exclu  du  théorème  général  démontré  dans  cet 
article.  Cependant  le  résultat  qu’on  trouve  en  suivant  la 
méthode  précédente,  laisse  encore  dans  1 incertitude 
eur  les  vrais  signes  des  termes , et  admet  quelquefois 
un  facteur  général  constant  qui  ne  doit  pas  être  dans  la 
vraie  intégrale.  Mais  on  rectiGe  ce  résultat  en  meme 
temps  qu’on  vériGe  si  la  différentielle  proposée  est 
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A PLUSIEURS  VARIABLES.  5 

exacte,  en  différentiant  le  résultat  trouvé,  et  en  exa- 
minant quels  doivent  être  les  signes  des  termes , ainsi 
que  le  facteur  constant  qu’on  doit  supprimer,  pour  que 
■la  différentielle  trouvée  par  le  calcul  soit  identique 
Sa^ec  la  proposée.  Rendons  ceci  plus  sensible  par  un 
Brexemple  ,en  nous  proposant  d’intégrer  la  formule  diffé- 
rentielle homogène  du  degré  — 1 


-2 yzdz 


a-yrfl  -j-  s zady — 9,xzdy~\-yzdx- 

I 

y 

La  méthode  d'intégration  enseignée  à l’article  3i8  étant 
appliquée  à cette  formule  , donne 

_ +2£y—9*zy+yzx  - ajtt*  _ 

n)  f(r-  *+0 

2 (xyz— xyz)+2  (yz'—yz*)  _ 2 ( xy  z-f jz1)  (1-1  ) ,l% 

7c  1—)  ~ y (—0  ‘"W* 

Or  , nous  remarquerons , î®.  que  le  rapport  des  numé- 
rateur et  dénominateur  iftls  de  - — - qui  absorbent 
, *— 1 . 
eux-mêmes  les  numérateur  el  dénominateur  Ou  der- 

nier  membre  de  l’équation  (è) , étant  égal  à l’unité 
( voyez  la  note  II  du  Calcul  différentiel  ) , on  aura 


m = 


■(«)•; 


a®,  qu’à  cause  que  dans  la  première  valeur  de  / (a) 
[ équat.  (i)3»  la  quantité  xyz  — ixyz  -f-  xyz  ou 
a {xyz  — xyz  ) peut  être  écrite  sous  la  forme  de 
axyz(i  — i),  ou  sous  celle  de — axyz  ( î — -i), 
et  que  de  même  ayz1  — a \yz%  peut  être  écrit  sous  la 
fonçe  a yz®  ( î — i ) , ou  sous  celle  — - a yz1  ( î — î ) , 
il  s’ensuit  que  les  signes  de  xz  et  de  a*  dans  l’équa- 


) 


G INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
tion  (c)  , sont  encore  indéterminés  , et  que  le  résultat 
de  notre  intégration  est 


/(«)  = 


2 (ih  xz  dt  2.a) 


•(<*)■ 


Pour  déterminer  les  vrais  signes  qui  appartiennent  aux 
termes  de  cette  intégrale  , et  en  même  temps  pour 
vérifier  si  la  différentielle  proposée  est  exacte  , oiffé- 
rentions  l’équation  (c?) , ce  qui  nous  donne 


(c) 


2 [ ±.yxdz  dzyzdx  ± azydz  q:  axzdy  q;  o.z'dy] 


Comparant  cette  différentielle  avec  la  proposée , on 
voit  d’abord  qu’il  faut  supprimer  le  facteur  général 
et  constant  2 ; ensuite  que  xz  doit  être  pris  positif, 
et  z a négatif  : ainsi  la  vraie  intégrale  de  la  proposée 
(a)  est 

-f  const. 

Si  la  formule  différentielle  qu'on  veut  intégrer  était 
celle  homogène  du  degré  — 1 

4xydx  -4-  x'dy 

a yxa  

la  méthode  appliquée  directement  donnerait 

ce  qui  est  un  résultat  absurde  ; mais  si  l’on  avait  passé 
les  variables  du  dénominateur  de  la  proposée  (e)  dans 
le  numérateur,  cette  formule  serait  devenue 

ax-'dx  -f  £ y ~'dy  -, 

d’où  l’on  voit  qu’elle  se  réduit  à deux  termes  qui  spnt 
des  différentielles  logarithmiques  , et  il  est  aisé  d’en 


5xy 
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A PLUSIEURS  VARIABLES.  7 

conclure  que  la  vraie  intégrale  de  ( e ) est 

/ ( x*  t/ÿ  ) -J-  const. 

3ai.  En  différentiant  un  raonome  A xmy"2? . . . . d’un 
degré  quelconque  m -f-,  h -f-  p -f-  etc. , quels  que  soient 

ces  exposans,  on  a la  différentielle 

* 

* mkxm~'ynzf . . . . dx  -j-  nAxmyn~‘z? . . . . dy 
-f- pA.xmynzJ’~l . . . . dz, etc (a). 

Or , j’observe  i°.  que  cette  fonction  différentielle  est^o- 
mogène  ; a°.  qu’elle  renferme  autant  de  termes  qu’il  y a 
de  variables  j 3°.  que  chaque  terme  renferme  toutes 
les  variables  , ou  que  du  moins  si  l’une  des  variables 
manque  dans  l’un  des  termes  , sa  différentielle  s’y 
trouve,  ce  qui  aura  lieu  si  l’exposant  primitif  de  cette 
variable  est  l’unité. 

Ainsi  toute  fonction  différentielle  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables  qui  sera  exacte  , et  qui  rem- 
plira ces  trois  conditions,  pourra  être  intégrée  com- 
plètenient-per-  lo  ràgla  ^ l'prtirlft  fiijt  gf 

aura  pour  intégrale  un  monome  renfermant  toutes  ces 
variables. 

Cela  posé  , étant  proposé  d’intégrer  une  fonction 
différentielle  hétérogène  entre  plusieurs  variables , et 
exacte  , on  rassemblera  entre  eux  tous  les  termes 
qui  auront  les  trois  conditions  requises  ci-dessus  pour 
les  différentielles  des  monomes  , et  tous  ces  rassem- 
blemens  étant  faits  de  justesse , puisque  la  différen- 
tielle proposée  est  supposée  exacte,  on  les  intégrera 
chacun  particulièrement , en  se  servant  de  la  méthode 
de  l’article  3 1 8.  La  somme  de  toutes  ces  intégrales  sera 
la  vraie  intégrale  de  la  proposée. 
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8 INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Exemple.  Intégrer  lu  fonction 

3 z 

V*ày  , àx[/y 
2^/y  z 

* 

Le  premier  terme  renferme  les  trois  variables  or,  z, 
et  est  du  degré  — a : conséquemment  je  cherche  deux 
termes  parmi  les  six  derniers  de  la  fonction  proposée  , 
qui  soient  du  même  degré  que  le  premier,  dont  l’un 
soit%iultiplié  partir,  l’autre  par  dz  , et  qui  contiennent 
les  trois  variables.  Je  trouve  que  les  cinquième  et  der- 
nier tenues  satisfont  à ces  conditions  ; je  forme  donc  le 
premier  rassemblement 


2 a V> 

dont  je  trouve  , par  le  moyen  de  la  méthode  enseignée 
à l’article  3i8,  que  l'intégrale  est 

xVy  _ . gri/y  _ *Vy  f % 

z -,  z z t ■•••W' 

Le  second  terme  de  la  proposée  étant  du  degré  a , 
et  ne  contenant  que  les  deux  variables  x et  z , il  est 
aisé  de  voir  que  son  conjugué  est  le  quatrième  terme 
xydz  : ainsi  le  second  rassemblement  est 

axzdx  -f-  xydz , 

dont  l’intégrale  est 

caz  + j x’z  ou  xaz (b). 

Enfin  les  deux  termes  restans  qui  sont  les  troisième 
et  sixième , ayant  les  trois  conditions  requises , j’ai  le 


xdz\/y 

z* 


d*Vy 

z ’ 


xdy 

azy'y 
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A PLUSIEURS  VARIABLES.  9 

troisième  rassemblement 

— dz\fy  dy\/z 

5y/z'  *Vy 

dont  l’intégrale  est 

~\\/zVy  — \\'^Vy  ou  — v/zv<y----(o). 

Rassemblant  les  intégrales  particulières  ( a ) , ( b ) et 
(c) , il  vient  pour  l’intégrale  totale  de  la  fonction  diffé- 
rentielle proposée , la  quantité 

oc  l/ y ^ 

--  - + x*z  ~~  V zVy  ~h  const. 

3aa.  Mais  lorsque  la  fraction  différentielle  qu’on 
veut  intégrera  un  dénominateur  multinome,la  sépara- 
tion indiquée  dans  l'article  précédènt  pour  former  des 
assemblages  intégrables  par  la  méthode  de  l'article  3 1 8 , 
ne  peut  s’exécuter  directement , et  il  faut  alors  recourir 
à l’artifice  suivant. 

On  fera  le  dénominateur  de  la  fonction  différen- 
tielle proposée-,  <^al-#-WID  Jgttfc — «.irir.fi/.»  rj, Il  JIP.  Sff 
trouve  pas  dans  cette  fonction  ; on  déduira  de  l’égalité 
quon  a formée  , la  valeur  de  l’une  des  anciennes 
variables  que  l'on  substituera  dans  la  proposée  , ce 
qui  transformera  cette  dernière  en  une  fonction  diffé- 
rentielle dont  le  nombre  des  variables  sera  le  même 
dans  le  numérateur  , mais  dont  le  dénominateur  ne 
sera  plus  qu’un  monome  à une  seule  variable  ; ainsi 
on  rentrera  dans  le  cas  précédent , et  lorsqu’on  mura 
intégré  la  tran  formée , on  y substituera  la  valeur  de 
la  nouvelle  variable  introduite  en  fonction  des  an- 
ciennes , ce  qui  donnera  la  vraie  intégrale  de  la  pro- 
posée. 


\ 
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10'  . INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Exemple  I.  Intégrer 

*dy  — xdz  -f  zdx  — yd& 

(x  — y+zÿ  " 

Faisons  a:  —y  + z=%}  d’où 
yïxx  + z — {j,  et  dy  = dx  -f-  dz  — d\. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (a)  , on  a la 
transformée  ^ qui , étant  homogène  du  de- 

gré — i,a  pour  intégrale 

£x  (1  — i ) x 

TT(T—  1 j ou  |(art.3ao): 

^ a 

remettant  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  § , on  aura 

/(a)  = - }-  const. 

x— y + z 

Exemple  II.  Intégrer 

dx  -f-  x3dy  -f-  dy  -f-  y3dx 

( xy  — i )»  W* 

Faisant  £ = aîy — î , d'où 

4 -f-  > t j — dx  . 

■ x J x‘  » 

ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (i)  , on 
& la  transformée 


r~dx 

■3 

1 

r 

f 

Ac-I 

1 

4*  J *■ 

L_xÇ*  ^X3  J 

dont  l’intégrale  est 


i + i + ^(art’ 521  ^ 
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A PLUSIEURS  VARIABLES.  Il 

donc  l’intégrale  de  la  proposée  est,  toutes  réductions 
faites  , 

const. 

xy—  1 

3o3.  Voici  une  autre  méthode  pour  intégrer  les 
fonctions  différentielles  du  premier  ordre  à plusieurs 
variables  et  exactes  , qui  pose  sur  un  principe  très- 
simple  , et  dont  nous  étendrons  l’usage  jusqu’aux  diffé- 
rentielles à plusieurs  variables  qui  renferment  des  quan- 
tités transcendantes  de  variables. 

Nous  avons  démontré  à l’article  ig,  que  représen- 
tant par  U une  fonction  quelconque  des  variables 
x ,y,  x on  avait 

<fü  = d*  U + «MJ  _j_  dl U -f-  etc.  £ équat.  (37)]  j 

donc  indiquant  par  fx,fy,  /* les  intégrales 

particulières  d’une  fonction  différentielle  de  plusieurs 
variables  x , y , z . , en  n’y  considérant  comme 
variable  que  celle  placée  comme  exposant  du  signe 
d’intégration  f,  on  aura  pour  le  cas  où  U est  un  po- 
lynôme dont  chaque  Terme  ëiT"aiTec  16  de 
variables  x , y et  toujours  pour  le  .cas  de  U 

monome , la  suite  d’égalités 

U = = pd’V  = fldl\] , etc (a)  , 

ou  représentant  , comme  à l’article  ao  , par  /'(U)  , 

, fL(V) les  coefîiciens  de  dx , dy,  dz 

dans  les  différentielles  partielles  effectuées , on  aura  la 
suite  d’égalités  (a)  qui  deviendra 

V=pp(V)dx=fyp(ü)dy—pf‘-  (V)dz , etc . . . (a8 1 ) ; 

donc  , généralement,  pour  intégrer  une  fonction  diffé- 
rentielle hétérogène  du  premier  ordre  entre  un  nombre 
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13  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
quelconque  de  variables , il  faut  rassembler  tous  les 
ternies  qui  renferment  chacun  les  mêmes  variables  , et 
qui  sont  successivement  multipliés  par  la  différentielle 
de  l’une  de  ces  variables , en  regardant  comme  termes 
qui  renferment  toutes  les  variables,  ceux  où  l'une  d'elles 
manquerait , mais  qui  serait  multipliée  par.  la  différen- 
tielle de  la  variable  absente.  On  formera  autant  de 
pareils  rassemblemens  qu'on  le  pourra , et  chacun  d’eux 
sera , si  la  proposée  est  exacte , la  différentielle  d’un 
monome  ou  d’un  polynôme  dont  chaque  terme  est  affecté 
de  toutes  les  variables  qui  se  trouvent  dans  le  rassem- 
blement différentiel  correspondant  ; ensuite  on  intégrera 
dans  chaque  rassemblement  les  seuls  termes  affectés 
d’une  même  différentielle  de  variable  par  rapport  à 
cette  seule  variable  ; et  la  somme  de  toutes  ces  inté- 
grales particulières  sera  F intégrale  totale  demandée. 

Exemple  I.  Intégrer 


y’dx  -f- 


s . 
l/ydx 

?V/x 


-f-axydy (a). 

3 \/Ÿ 


Tous  les  termes  de  cette  fonction  différentielle  ren- 
fermant toutes  les  variables  x et  y , forment  un  seul 
rassemblement,  et  son  intégrale,  si  elle  est  exacte,  ne 
peut  être  qu'un  polynôme  dont  chaque  terme  est 
affecté  des  deux  variables  x et^.  Donc  intégrant  par- 
ticulièrement par  rapport  à l’une  des  deux  variables  , 
par  exemple,  celle  x,  on  a 

3 

/(«)  = f —y*x  + 


En  intégrant  particulièrement  par  rapport  à y, 
on  a 
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a plusieurs  variables. 


i3 


/(«)= m ^+2XW)  = v/>v/-r+^y...(c). 

^ \ ° j/y»  ' . 

Ces  deux  résultats  étant  identiques,  nous  prouvent  que 
la  proposée  est  exacte , et  que  nous  avons  trouvé  sa 
vraie  intégrale. 

Exemple  II.  Intégrer 

— i 

bpydz — ibdy  /y-Mpzdx-I-adx  t/y — bpzdy—  »axy  ady— apxdz 


( Vy  ■+•  p*)1 

Faisons  ÿy  -f-  pz  — £ . d’où 


«• 


_ g — i^y 


et 


WW' 


p p 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  ( d ) , réduisant 
et  faisant  les  rassemblemens  convenable^Mescrits  dans 
la  règle  précédente  , parce  que  les|^|B  variables 
x,y  et  | ne  se  trouvent  pas  réunies^rans  chaque 
terme  de  la  transformée , on  aura 

+ •••>)•  : 

Prenant  l'intégrale  particulière  du  premier  rassemble- 
ment par  rapport  à y , et  l’intégrale  particulière  du 
second  par  rapport  à x,  on  aura 

^*/t-^+ï ^ 

Les  intégrales  particulières  des  premier  et  second  ras- 
semblemens par  rapport  à £ auraient  donné  le  même 
résultat  (/")  ; donc  on  a réellement 


m 


cix  — by 


-f-  const. } 


Digitized  by  Google 


l4  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  £ , on  a pour  la  vraie  intégrale  de  la  proposée  (</)  , 
la  formule 


ax  — by 

vy  +p~z 


const. 


324.  Remarque.  Il  peut  arriver  que  dans  les  rassem- 
blemens  prescrits  suivant  la  règle  de  l’article  précédent , 
il  y ait  des  termes  dont  l’intégrale  particulière  se  trouve 
fort  aisément , et  d’autres  dont  l’intégrale  particulière 
soit  fort  difficile  à trouver  ; il  est  donc  alors  à propos , 
lorsqu’on  a pris  dans  chaque  rassemblement  l’intégrale 
particulière  la  plus  aisée  à obtenir,  de  vérifier  l’exac- 
titude de  la  proposée,  et  par  conséquent  la  réalité  de 
l’intégrale  totale  trouvée  , non  en  cherchant  l’identité 
des  intégrales  particulières  de  chaque  terme  dans  cha- 
cun des  r^Mpblemens  , ce  qui  serait  trop  difficile 
d'après  laj^Hposition  précédente  , mais  en  différen- 
tiant  le  résrntat  trouvé  , et  en  examinant  si  la  formule 
différentielle  obtenue  par  le  calcul,  est  identique  avec 
la  proposée.  Par  exemple , si  l’on  avait  à intégrer  la 
fonction  différentielle 


a«*y  — y ( • a)dx  ,x 

* 

il  faudrait  prendre  l’intégrale  particulière  du  terme 

— ; - — s — ^ , que  l’on  trouve  sans  peine  être 
^/(x3  — az  + o)1 

— - — = — 2- — ; et  au  lieu  de  prendre  l’intécrale 

l/C®3—  ax+  by  v h 

particulière  du  second  terme  

r 2 |/(  xs—ax-\-by 

pour  vérifier  si  le  résultat  qu’on  obtiendrait  serait 

• identique  avec  celui  obtenu  par  l'intégration  particu- 
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lière  du  premier  terme , et  par  conséquent  si  ce  ré- 
sultat est  l’intégrale  demandée , il  est  plus  simple  de 


différentier  la  première  intégrale  ^,^3  * 

et  de  voir  si  sa  différentielle  est  identique  avec  celle 
proposée  (a).  C’est  ce  qu’on  trouve  être  vrai  dans 
l’exemple  actuel;  donc,  etc. 


3a5.  En  différentiant  un  monome  variable , tel  que 

ayz (Zx)*,  >1  est  clair  que  si  dans  le  terme  où  on 

différentie  partiellement  par  rapport  à Ix , on  met  la 

valeur  — de  dix , ce  terme  sera  d’un  degré  moindre 
x 

d'une  unité  que  les  autres  , lesquels  sont  homogènes 
entre  eux , en  considérant  la  variable  logarithmique  Ix 
comme  les  variables  algébriques^  , z.  donc  d’après 
cette  remarque  et  la  méthode  enseignée  à l'article  3a3  , 
il  sera  très- aisé  d’intégrer  les  différentielles  exactes  où 
il  entre  des  logarithmes  de  variables  telles  que  Ix  ; 
car  mettant  dans  le  terme  où  Ix  est  d’un  degré  moindre 
d'une  unité,  la  quantité  xdlx  à la  place  de  sa  valeur 
dx , on  rétablira  l’homogénéité  nécessaire  aux  termes 
de  chacun  des  i assvuihtemetiS  ~ qïTofl  doit  Ibruiet  pour 
l’exécution  de  la  règle  prescrite  à l'article  3a3. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  l’exemple  suivant. 


Intégrer  la  fonction  différentielle  et  transcendante 


3y3  (Ixfdx 

*c  fyy 


a ( Ixfydy 


Vyr 


zdy  ydz 

' 4g  ” C 


•(«). 


oy(lx)\ly  zyd' 

((y)3  “‘"IW* 

Je  vois  que  des  trois  termes  qui  sont  chacun  fonc- 
tions des  seules  variables  x , y,  ou  de  leurs  logarithmes, 
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savoir,  le»  premier,  second  et  cinquième  termes  j le 
premier  a la  variable  Ix  élevée  à une  puissance  moindre 
d’une  unité  que  les  deux  autres , et  le  dernier  a l’ex- 
posant — 3 de  ly  moindre  d’une  unité  que  celui  — a 
de  la  même  variable  dans  les  deux  premiers  termes. 
Je  substitue  donc  xdlx  à dx  dans  le  premier  terme, 
et  ydly  à dy  dans  le  troisième  des  trois  ternies  en 
question.  De  même  l’exposant  — a de  /{•  dans  le  der- 
nier terme  du  polynôme  différentiel  (a)  , étant  moindre 
d’une  unité  que  celui  — 1 de  la  même  quantité  dans 
les  troisième  et  quatrième  termes  qui , comme  le  der- 
nier, sont  fonctions  des  seules  variables  z,  y et  ? ; je 
substitue  à la  place  de  dç  sa  valeur  %dl%  ; ces  substi- 
tutions étant  faites  , et  opérant  les  rassemblemens 
prescrits  par  la  règle  de  l’article  3a3  , j’ai 

rtyÇlxydlx  o.(lxyydy  ay*  (fr)3d/yT 

■ L (fyr  + Vyf  W J 

— VrÉL  _ zydlt~ i 
wr  J’ 


dont  l’intégrale  est 

rygQxfydy  pzdy  _y\lxy  zy 

J VyT  J % <&r  lZ  t:  const. 


Il  est  aisé  de  vérifier,  d’après  une  des  méthodes  ensei- 
gnées précédemment , que  cette  dernière  quantité  est 
la  vraie  intégrale  de  la  formule  différentielle  pro- 
posée (a). 

3a6.  Il  peut  arriver  que  dans  un  polynôme  diffé- 
rentiel dont  une  partie  des  termes  est  affectée  du  lo- 
garithme d’une  variable , et  dont  l’autre  partie  est 
algébrique , il  y ait  dans  ces  derniers  termes  quelqu’un 
d’eux  qui  doive  s’assembler  avec  de  ceux  transcendans , 

puisque 
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puisque  Ix  étant  élevé  à la  seule  première  puissance  , 
dx 

s^ifférentielle  — ne  laisse  plus  aucune  trace  de 

transceftlance  ; mais  il  est  aisé  , lorsqu’on  a un  peu 
l’usage  du  calcul , de  trouver  parmi  les  termes  difFéren-* 
v tiels  algébriques  , ceux  qui , si  la  proposée  est  exacte  , 
doivent  se  grouper  avec  des  transcendans.  Par  exemple 
soit  proposé  d’intégrer 

xdylx  y dxlx -f-  xdz  -\-ydx-\-  zdx (a). 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  troisième  et  dernier  termes 
de  ce  polynôme  dilferentiel  ne  peuvent  être  assemblés 
avec  les  deux  premiers  , puisqü’ils  sont  affectés  de  la 
tariable  z qui  n’est  pas  dans  les  deux  premiers  termes  ; 
donc  le  terme  cherché  renfermant  la  différentielle  de 
Ix,  ne  peut  être  que  l’avant-dernier  terme^aLc  de  (a)  : 
en  effet  , y substituant  xdlx  à dx  , et  groupant  à 
l’ordinaire  les  termes  de  la  proposée  (a),  elle  devient 

[ xdylx  -f - y dxlx y xdlx  ] -f  [ xdz  + zdx  ] , 
é.  son  intégrale  est 

=: pxlxdy  -f- pxdi = xylx  -f-  xz  -f-  const.  ' "' 

337.  Nous  n’avons  précédemment  considéré  parmi 
les  différentielles  exactes  qui  renferment  des  transcen- 
dantes logarithmiques , que  celles  où  se  trouvent  les 
puissances  quelconques  des  logarithmiques  d’une  seule 
variable  : examinons  maintenant  tous  les  autres  cas  ,• 
lesquels  peuvent  être  réduits  aux  suivàns  : 


X 


J 


\ 
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d — -f-m  (lxf)nym~'dy.. . (a); 

jT  f rnym-'dy  __  npy^dx  •_ 

LÇtf)*  J _ (&')“  x( lxry+r‘  ’ * ♦ •‘W  ’ 

. _ npym  r / f . 

(af**)]']  = ^ x 

+ + m[l (xPz*)Jym-'dy . . . (c)  ; 

J r y”  ~]  mym~'dy  npymdx 

H _ [/  (x*a«  )]“  x [ / ( xW ) ]"+* 

_ nVm± M); 

z [ / ( xPzi  V 1 

« 

_ anpymZ'l(axP±z1Y\n~ 'x?~'dx 
d[y%l  {axP  ±zm  = n 1 ^ -f±~ 

!_  nqym\_l (ar?  rfc  z^y\n~'z^~'dz 
cixP  ±.  zi 

- -j-m[l(axP  ±.zi)’]nym-'dy (e); 

, r y” "1  _ m.ym~'dy 

a L[  / ( ^ ± S’  )3“  J “ C K **’  ±:  a»  )¥ 

jnngymxP~Jdx  . ... ...  . , 

"**"  '(  axP  dz  a’OX  ^ C ax?  — **  33*"t’* 

_ nqymz*-'dz 

"+■  (ax^d^z’)  £/(ox':±:s'')]',+* 

d [_ym  [ l ( axP  ±.  b )]"  = mym~'dy  [l(axP  rb  b )]* 

. anpym  ll(axP±  b )y~'xP~'dx  ,_x 

+ ••••<£>. 

i r .y'’1  ~1  _ mym~'dy 

u\JiHaxP±by\*J  ~ [/(ox'rfc*)]” 
anpymxP’~'dx 

“•  (ox'dtè)  [TCax?±ii)]^‘ W* 
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11  est  aisé  de  voir,  i°.  qu’on  rendra  homogène  chacune 
des  deux  équations  (a)  et  (é) , en  substituant  à dx  sa 

valeur  - — \ a0.  Que  quand  on  aura,  comme  dans  les 

équations  (t)  et  (tf) , des  termes  affectés  de  logàrithmes 

de  produits  de  plusieurs  variables  x,y élevées  à 

des  puissances  quelconques  p , q , on  aura  autant 

de  termes  dans  lesquels  la  puissance  du  logarithme  sera 
moindre  d’une  unité  que  la  plus  haute  puissance,  qu’il 
y aura  de  variables  dans  le  produit  affecté  de  la  lettre 
caractéristique  l , et  qu’ainsi  on  rendra  ces  termes 
homogènes,  en  substituant  respectivement  à<£r,  dz.. . 
dans  les  termes  affectés  de  ces  différentielles , leurs 

J , &>.*•■:  1,  etc.  3\  Que 

p...  q...  . x 

s’il  se  trouve  dans  une  fonction  différentielle  exacte 
qu’on  veut  intégrer , des  logarithmes  de  polynômes  dont 
tous  les  lermes  sont  variables  comme  dans  les  équa- 
tions (e)  et  ( f ),  ou  partie  variables,  partie  constans 
comme  dans  les  équations  (g)  et  (7i)  , il  faut  grouper 
les  semblables  ; et  lorsqu’on  voudra  ou  qu’on  sera 
obligé  d’intégrer  partiellement  par  rapporr: au  loga- 
rithme du  polynôme  variable  , il  faudra  faire  ce  poly- 
nôme affecté  de  la  lettre  caractéristique  l,  égal  a une 
variable  quelconque  étrangère  à la  fonction  donnée  , 
ce  qui  réduira  à un  seul  terme  variable , tous  les  termes 
variables  du  polynôme  ; et  alors  il  sera  fort  aisé  de 
prendre  l’intégrale  partielle  du  logarithme  du  polynôme 
transformé  par  rapport  à ce  logarithme  d’une  seule 
variable. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  un  exemple , en  nous 
|roposant  d’intégrer  la  fonction  différentielle 

s.. 
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dx( i)  Gsuxdx[,K*  -M)]‘(a)  _ Vxdy($} 
nyÿx  + x1  -+-  u y 


+.c/K+.w*u)+2*®+î^p 

ymJa  (.7.)  mym~'lzdy  ( 8 ) npymdx  (g) 

“ z(lxr)n+1  (irO"4''  x [ / ( xFz» )]"41 

p (ra->-i)  ymlzdx  (10)  3su  [/(x* -)- u)J*du  (1 1 ) 
x (lxfY+*  ^ x*-hu 


4.  Qrfo (I.2)  _^Q_o)  + u[/(xl+  u)]3^(l4) 

Z 2i 

nqymdz(i5)  rn 

, z[/(*i)]'+1 * 

dans  laquelle  les  indices  (l) , (2) marquent  le  rang 

des  termes  où  elles  se  trouvent. 

Pour  faire  les  rassemblemens  prescrits  par  la  règle 
de  l’article  3a3 , nous  commencerons  par  ceux  des 
termes  algébriques  et  qui  n’offrent  aucune  difficulté  , 
savoir, le  terme  (1)  avec  celui  (3) , ensuite  les  termes  (5), 
(12)  et  (i3).  Passant  mut  termes  transcendant,  apus  ob- 
serverons que  le  terme  (2)  doit  avoir  ses  conjugués  dans 
ceux  (4)  , (11)  et  ( 14  j;  cependant  il  paraît  y avoir 
dans  ce  rassemblement  un  terme  de  trop,  puisqu’il  n’y 
a , à proprement  dire , que  trois  sortes  de  variables  à y 
considérer,  savoir,  u , ret  l ( xr*-f-  u)  ; mais  il  est  aisé' 
de  voir  , après  un  peu  de  réflexion , que  les  second 
*t  onzième  tenq.es  se  réduisent  à un  seul.  En  effet. 


5usr^(xa+u )3* . , , t 

(a)+  (u)  = j*  + ü~' ’-^dx  + du) 

3u^(£±^^(£±^  (r*+  u)Jdl  (x’-f-u)  • 


\ 
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ainsi  l’assemblage  des  quatre  termes  (a),  (4),  (n) 
«t  04)  ne  donne  qu’un  trinôme  homogène  du  troi- 
sième degré  qui  satisfait  aux  conditions  exigées  par  la 
règle  de  l’article  3a3. 

Le  terme  (6)  a évidemment  ses  conjugués  dans  les 
termes  (9)  et  ( 1 5) , et  le.  trinôme  (S)  — (9) — (i5) 
peut  se  ramener  à un  simple  binôme  entre  deux  va- 
riables^ et  l(x?z*).  En  effet. 


(9)4-0  5) 


nym 

( l ( xPtf  ) ]'■+■' 


Mais  te  dernier  facteur  binôme  peut  s’écrire  sous  la 
forme 


px*~'dx  f qzi—'dz  zl’d.x<,-^-xpd.zi 

. 


_ d (xW')  _ 


donc 


x^zi 


dl  ( x?zi  ) j 


19  J "T  V.13J  — j-  » 

ainsi  l’assemblage  de  ce  ternie  et  de  celui  (5)  donne 
un  binôme  homogène  du  degré  m — n — i entre  les 
deux  variables  y et  / (x^z*). 


Enfin , les  conjugués  du  terme  (7)  sont  ceux  (8)  et 
(to),  et  il  est  aisé  de  voir  que  l’on  rendra  le  trinôme 
( 1 o)  — (7)  — (8)  homogène  du  degré  m — n — 1 entre 
les  trois  variables  y , lz  et  la 9,  en  mettant  dans  le 
terme  (10)  la  quantité  ,d.lxf  à la  place  de  son  égale 

, et  substituant  dans  le  terme  (7)  la  différentielle 


dz 

d.lz  à la  place  de  son  égale  — . On  pourra  donc 

Z* 


23  intégration  des  fonct.  et  équations 
rassembler  la  fonction  différentielle  proposée  (i)  ainsi 
qu’il  suit  : 

KO— (3)]+[(5)+(is)— (»3)3+[(2)+C4)4-(h)+('4)] 

+[(G) — (9) — £i5)]+[(io)— (7) — (8)J. . . (h); 

et  intégrant  partiellement  dans  chacun  de  ces  rassem- 
blemens , un  seul  terme  à volonté , et  par  conséquent 
le  plus  aisé  à intégrer  , on  aura  , si  la  fonction  diffé- 
rentielle proposée  (i)  est  exacte  , 


/CO + p^+riiv+uwd. 

, (">  mym~'dy  f"fmym~'lzdy  \/x  t ay. v 

~*~J  lUxwyy  ~~  J ~ 

+ [IWT- + ~ 

Si  nous  avions  voulu  prendre  l’intégrale  partielle  du 

troisième  assemblage  [ form.  (6)3 , par  rapport  à 

i(x*-f-u),  nous  aurions  fait  • 

1.  , » rft  — du 

x“  -4-  u = t , d ou  xdx  — , 

a 

. ».  r*>  s _ * .•  ..  . i? 

et  mettant  ces  valeurs  dans  les  second  et  onzième 
ternies  de  la  proposée , ils  se  seraient  réduits  au  seul 

terme  ^US  ^ — ou  3ns  ( It  yd.lt , dont  l’intégralo 

t - “ 

*• 

partielle  Ju  est  v 

us  ( It)3  — us  f / ( x*  -f-  u )3S, 


comme  nous  l’avons  déjà  trouvée  par  intégration  par- 
tielle par  rapport  à u du  quattième  terme  de  la  pro- 
posée (i). 

3s8.  REMARQUE  I.  Il  nous  serait  aisé  de  démontrer 
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de  même  que  nous  l’avons  fait  précédemment  relative- 
ment aux  différentielles  exactes  affectées  de  logarithmes 
variables  , qu’on  pourrait  aussi  se  servir  de  notre  mé- 
thode d’intégration  partielle , pour  intégrer  les  fonc- 
tions différentielles  exactes  renfermant  des  arcs  de 
cercle  variables  , c’est-à-dire  ayant  pour  lignes  trigo- 
nométriques des  fonctions  variables  dex,^,  z. . . . Mais 
à cause  qu'un  peu  de  réflexion  de  la  part  de  nos 
lecteurs,  suppléera  aisément  aux  démonstrations  que 
nous  donnerions  , et  qui  exigeraient  un  trop  grand 
échafaudage  de  formules  et  de  calculs , et  que  d'ailleurs 
des  quantités  transcendantes  par  les  arcs  de  cercle , on 
peut  revenir  à celles  transcendantes  par  les  logarithmes 
£équat.  (186). . .(131)],  nous  passerons  outre. 

329.  Remarque  II.  Si  dans  l’intégrale 
U [=F(x,y,  z. . . .)] 

de  la  différentielle  exacte  dU  qu’on  veut  intégrer  , il  y a 
quelqu’une  des  quantités  transcendantes  élevée  à la 
première  puissance  , et  non  multipliée  par  une  fonc- 
tion algébrique  ou  même  transcendante  ; alors  là  diffé- 
rentiation ne  laissant  plus  aucune  trace  de  ces  quantités 
transcendantes , la  différentielle  dU  ne  se  présente  plus 
que  sous  une  forme  purement  algébrique  , et  par  con- 
séquent, il  sera  extrêmement  long  et  difficile,  même 
pour  le  calculateur  le  plus  exercé  , de  réduire  la  pro- 
posée dU  sous  une  forme  qui  mette  en  évidence  les 
différemifclIesdesquantitéstranscendantes.Par  exemple, 
ce  ne  pourra  être  que  par  tâtonnement  et  apres  un  grand 
nombre  de  tentatives,  qu’on  parviendra  à mettre  la  fonc- 
tion différentielle 

r*  y/xdi  -(-j.r  y/riiy — 1 ix'ily — ly^gy— a r dx — 3V’  y/.rif  r 

•ij‘x  '•r-f-thi4 
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fous  la  forme 


dx 

o.\/x 


dx  2 \/xdx 


Vx—y 


_ y Vx 


, 4 c 

>+7 


qui  est  favorable  à l’intégration  , et  d’où  l’on  conclut 
sans  peine  que  l’intégrale  de  la  proposée  est 


/(  \/x  — y)  — arc 


const. 


CHAPITRE  II. 

Des  équations  différentielles  du  premier  ordre  à 
plusieurs  variables  , et  examen  des  formes 
qu’elles  doivent  avoir  après  la  différentiation 
immédiate  des  équations  primitives , dans 
lesquelles  on  u isolé  la  çonslatUe  qui  doit 
être  éliminée. 

33o.  Une  équation  différentielle  qu’on  veut  inté- 
grer , et  dans  laquelle  tous  les  termes  sont  réunis  dans 
lin  seul  membre  , se  présente  presque  toujours  sous 
la  forme  d’un  polynôme  différentiel  égalé  à zéro,  dont 
les  termes  sont  privés  de  dénominateurs,  et  n’ont  pas 
<le  facteurs  communs  ; car  s'il  y avait  eu  des  dénomi- 
nateurs dans  quelques  termes  , ils  auraient  disparu  par 
la  multiplication  de  l’équation  par  le  produit  de  ce3 
dénominateurs,  et  s’il  y avait  eu  un  facteur  commun  , 
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jl  aurait  disparu  par  la  division  de  l’équation  par  ce 
facteur  commun. 

Or,  l’équation  primitive  de  l’équation  différentielle 
proposée,  peut  avoir,  t*.  la  constante  qui  a disparu 
dans  la  différentiation , combinée  avec  les  termes  va- 
riables par  simple  voie  d’addition  ou  de  soustraction  , 
et  alors  elle  a pu  être  isolée  dans  un  seul  membre  de 
l'équatiofl  primitive  sans  donner  de  dénominateur  au 
polynôme  variable.  a°.  Cette  même  constante  peut  être 
combinée  dans  l’équation  primitive  par  voie  de  multi- 
plication avec  des  termes  variables , et  alors  elle  n’a  pu 
être  isolée  dans  un  seul  membre  qu’en  donnant  un  dé- 
nominateur variable  à l’autre  membre, 

33 1 . Considérant  d’abord  les  équations  primitives  où 
la  constante  éliminée  ne  se  combine  que  par  voie  d’ad- 
dition ou  de  soustraction  avec  les  termes  variables  ; 
j’observe  , i°.  que  si  dans  une  pareille  équation  tous  les 
termes  variables  sont  algébriques , et  si  les  exposans  des 
variables  sont  des  nombres  positif)  entiers  ou  fraction- 
naires , mais  ]>  i -,  enfin , s’il  n’y  a pas  de  facteur  va- 
riable commun  à Tous  les  Termes  du  polynomè  variable  , 
ou  du  moins  si  ce  facteur  n’est  élevé  qu’à  la  première 
puissance  dans  l’un  des  termes;  alors  la  différentielle 
de  cette  équation  sera  la  différentielle  exacte  du  po- 
lynôme variable  de  l’équation  primitive  , ce  qu’on 
pourra  reconnaître  à priori  par  les  méthodes  enseignées 
à l’article  5 4 ; ainsi  l’intégration  de  l’équation  différen- 
tielle proposée  s’obtiendra  dans  ce  cas-là , comme  celle 
des  fonctions  différentielles  exactes  que  nous  avons 
appris  à intégrer  dans  le  chapitre  précédent. 

33s».  a*.  Si  tout  restant  dans  l’équation  primitive 
çprome  dans  le  cas  que  nous  venons  d’examiner , nveç. 
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cette  seule  différence  que  nous  supposerons  ici  que 
quelqu’un  des  exposans  des  variables  est  positif,  frac- 
tionnaire et  1 , alors  la  différentiation  par  rapport 
à ces  variables,  rejetant  dans  des  dénominateurs  ces 
mêmes  variables  avec  des  exposans  fractionnaires , et 
ces  dénominateurs  ayant  disparu  dans  l'équation  diffé- 
rentielle proposée , celle-ci  ne  sera  plus  la  différen- 
tielle exacte  du  polynôme  variable  de  l’équation  pri- 
mitive. Mais  il  est  assez  aisé  dans  ce  cas-là  , de  rame- 
ner la  proposée  à la  forme  convenable  qui  rend  son- 
polynôme  différentiel , la  différentielle  exacte  du  poly- 
nôme variable  de  l’équation  primitive. 

333.  3°.  Si  tous  les  termes  du  polynôme  variable  de 
l’équation  primitive  sont  multipliés  par  un  facteur  variable 
dont  l’exposant  est  > î , alors  il  est  évident  qu’après 
la  différentiation , il  restera  encore  un  facteur  variable 
commun  à tous  les  termes  de  la  différentielle  qui  a 
disparu  dans  l’équation  proposée  ; ainsi  il  faudra  ré-  ^ 
tablir  ce  facteur  pour  pouvoir  effectuer  l'intégration. 

334.  4°.  Si  enfin  il  y a dans  l’équation  primitive  des 
termes  variables  transcendans , et  si  ces  quantités  trans- 
cendantes sont  isolées,  c'est-à-dire,  non  affectées  de 
facteurs  variables  algébriques  ou  transcendans  ; alors  la 
différentiation  d’une  pareille  équation  ne  donne  que  des 
termes  différentiels  algébriques.  Mais  ceux  de  ces  termes 
provenant  de  la  différentiation  des  quantités  transcen- 
dantes , sont  affectés  de  dénominateurs  variables  qui  ont 
disparu  dans  l’équation  différentielle  proposée  ; ainsi 
cette  dernière  , sous  la  forme  où  elle  se  présente , n’est 
pas  la  différentielle  exacte  de  la  proposée. 

335.  Considérons  enfin  l’équation  primitive  lorsque 
la  constante  qui  doit  être  éliminée  dans  l’équation 
différentielle  proposée  , est  engagée  avec  des  termes 
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variables  par  voie  de  multiplication  -,  et  pour  fixer  le* 
idées  , représentons  une  telle  équation  par1  celle 

F (x,y...)  + cf  (ar,^...)=o....(a), 

dans  laquelle  la  lettre  c représente  la  constante  qui  ne 
se  trouve  plus  dans  la  différentielle  proposée.  Diffé- 
rentiant  l’équation  (a) , on  a 


(x,.y)  + cdf  (x ,y)  = «.... (6)  ; 
éliminant  c entre  les  équations  (a)  et  (Z>) , il  vient 


F (x  ,jy)  df  (x  ,y)  — f (x,  y) dF  (x, y ) = o. . . (c)  , 

dont  le  premier  membre  n'est  pas  la  différentielle  de 
l’équation  primitive  après  l’isolement  de  la  constante  c , 
mais  seulement  le  numérateur  de  la  différentielle 
exacte.  En  effet,  isolant  c dans  l’équation  (n)  , il 
vient  celle 

qui  étant  différentiée  donne 

F (x,y)  df  (ac,ÿ) — (jrr.y)  _ 

e»  m*,yï\x  ' 

On  voit^onc  qu’il  manque  au  premier  membre  de 
l’équation  (c)  , pour  être  la  différentielle  exacte  de 
l’équation  (a)  mise  sous  la  forme  (d)  afin  d’éliminer 
la  constante  c , le  dénominateur  \_f  (x,y)]*  (*). 


F (*,y) 


/O»  .y)' 


• (<0. 


33S.  Il  résulte  de  cet  examen  des  différentes  formes 
que  doivent  avoir  les  équations  différentielles  , d’après 
celles  des  équations  primitives,  qu’excepté  le  premier 


/ 


(*)  Tonte  cette  tlicoric  est  conforme  à ce  que  nous  ayons  dit  1 
l’article  39. 
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cas  traité  à l’article  33 1 , il  faut  dans  tous  les  autres  cas, 
user  de  certains  artifices  pour  ramener  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  à une  forme  convenable  à l’intégra- 
tion qui  doit  reproduire  l’équation  primitive.  Nous 
allons  finir  ce  chapitre  par  donner  un  exemple  pour 
chacun  des  deux  premiers  cas  (art.  33 1 et  33a)  , et 
nous  traiterons  les  autres  cas  dans  le  chapitre  suivant , 
en  n’y  considérant  d’abord  que  les  équations  différen- 
tielles entre  deux  tariables. 

Exemple  I.  Intégrer  t équation 

( 3y y'x-J-ay3)  dx  -f-  ( s [/x3  -f-  6xy*  ) dy  = o . . . (a).  / 

Nous  servant  de  l’équation  de  condition  (5a)  [art.  543 
pour  déterminer  si  le  premier  membre  de  la  proposée 
est  une  différentielle  exacte , nous  avons 

^(3yv/x  + 2y3)_ . d*(a\/x3+6xy’') 

^ ûyx+by  — * 

L’exactitude  de  la  proposée  étant  prouvée , nous 
aurons,  en  nous  conformant  à la  règle  prescrite  à l’ar- 
ticle 323 , l’équation 

f (à)  s=x  f*ayédx  -sf-  fr  a \/x3dy  =y3x  -f-y  \/x3  — const 

dans  laquelle  la  constante  arbitraire  comprend  le  divi- 
seur constant  a après  la  divifioa  de  toute  l'équation  par 
le  facteur  commun  a du  premier  membre. 

Exemple  II.  Intégrer  l'équation 

î oax1  (/z^ y/udy  -4-  aoaxyt/ut/zfdx  — 5bzdu 
— abudz  = o (é). 

Il  est  aisé  d’observer  que  les  deux  premiers  termes 
de  la  proposée  renferment  les  quatre  variables , et  rien 
que  les  différentielles  de  deux  de  ces  variable? , tandis 


« 
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que  les  deux  derniers  termes  renferment  les  différeri-. 
tielles  des  deux  autres  variables , et  seulement  deux  des 
quatre  variables  : il  n'y  a donc  d’autre  moyen  de  ra- 
mener la  proposée  à la  forme  convenable  aux  intégra- 
tions des  fonctions  différentielles  exactes,  que  de  déli- 
vrer les  deux  premiers  termes  des  deux  variables  qui 
s’y  trouvent  sans  leurs  différentielles  ; c’est  ce  qu'on 
obtient  aisément , en  divisant  toute  l’équation  par 

5 

, et  l’on  a ' 

( 1 oax3  dy-\-2oaxydx)  — = o. 

Donc  si  la  proposée  est  exactement  intégrable , son 
intégrale  est 

pioax'dy — J'  — b^z\/uz=z  const.  ; 


comprenant  dans  la  constante  arbitraire  le  facteur  0,1 
provenant  de  la  division  de  l’intégrale  par  le  facteur 
commun  10  du  premier  membre. 


CHAPITRE  III. 

De  l’ intégration  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  à deux  variables . 

337.  Lorsque  le  membre  de  l’équation  différentielle 
proposée  où  se  trouvent  réunis  tous  les  termes , n’est 
pas  une  fonction  différentielle  exacte , ou  ne  peut  s’y 
ramener  aisément  par  la  division , alors  il  faut  recourir 
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à d’autres  moyens  pour  intégrer  ces  équations,  et  l'un 
des  premiers  moyens  qu’on  emploie , est  celui  de  la 
séparation  des  variables , c’est-à-dire,  que  l’équation 
différentielle  proposée  étant 

dF  (x,y)  = o, 

on  cherche  à la  ramener  à la  forme  . 

/(x)  dx  +/'  (y)  dy=  o ; 

et  alors  on  n’a  plus  qu’à  intégrer  des  fonctions  diffé- 
rentielles du  prgmier  ordre  à une  seule  variable. 

338.  La  séparation  des  variables  peut  toujours  s’ef- 
fectuer sur  les  équations  différentielles  à deux  termes  ; 
car  de  telles  équations  ne  peuvent  se  présenter  que 
sous  des  formes  dont  la  plus  compliquée  est  celle 

XYdx  rf-  X'Y'dy  = o (28a) , 

en  représentant  par  X et  X'  des  fonctions  de  la  seule 
variable  x,  et  de  même  pour  Y et  relativement  a 
la  variable  y.  Or  , divisant  les  deux  termes  de  l’équa- 
tion (282)  par  X'Y , on  a l’équation  séparée 

^ Æc-+- y ty  = o.  . .(a83)  , 

dont  l’intégration  rentre  dans  les  cas  que  nous  avons 
déjà  traités  dans  la  première  section. 

33q.  Toute  équation  différentielle  homogène  à deux 
variables  se  peut  transformer  en  une  autre,  dans  laquelle 
la  séparation  des  variables  s’opère  fort  aisément.  En 
effet,  soit  représentée  par 

F Gp,#)  dx  + f(.x,y)  dy  = o (a84)  , 

une  équation  homogène  du  degre  n ; faisant 
y = xz (û85)  , 
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d' 


ou 


dy  = xdz  -f-  zdx  , 


et  ^xstit  liant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a84)  , ce  qui 
nous  donnera  la  transformée 

x"F'  (2)  dx  -f-  xnf  (2)  (a dx  -f-  xdz  ) = o , 
ou 

[F'  (a)-f  zf  — — xf'  (a)  dz  , 

d’où  l’on  tire  l’équation  séparée 

dx f\d)  dz 

~x  ~~  F'  (a)  -f-  zf  (2) 


et  intégra® , il  vient 

ix r fwdz 

J F'  (z)  + zf\z) 


-f-  const. . . ,(a86). 


H est  clair  que  si  l’on  fait 


x—yz (387), 

on  trouvera  par  le  même  calcul  que  le  précédent , 
une  équation  de  la  forme 


Zy=a-/r 


F'  ( z)dz 


•_  - - .(388). 


Nous  avons  successivement  considéré  les  deux  équa- 
tions (a85)  et  (387)  servant  aux  transformations  res- 
pectives de  la  proposée  en  d’autres  équations  où  les 
variables  sont  séparées , afin  que  si  l’une  de  ces  deux 
équations  conduit  à une  transformée  dont  le  second 
membre  est  trop  difficile  à intégrer , on  recoure  à l’autre 
qui , bien. souvent , donnera  une  transformée  qui  s’inté- 
grera beaucoup  plus  aisément. 

Application  X.  Intégrer  l'équation  différentielle 
homogène 

axdx  -+•  bydx  + exdy  -f-  gydy  =3  0 (289). 
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Si  l’on  avait  &=e,il  est  clair  que  le  premjpr 
membre  de  cette  équation  serait  une  fonction  différen- 
tielle exacte  , et  l’on  trouverait  sans  peine  que  •in- 
tégrale de  la  proposée  serait 

ex*-}-  abxy  -f-  gy’  = const. 

Mais  ai  les  deux  coefliciens  b et  e ne  représentent  pas 
des  quantités  égales , le  polynôme  différentiel  de  l’équa- 
tion (289)  ne  pourra  jamais  être  rendu  exact,  et  ce- 
pendant nous  trouverons  par  la  méthode  énseignée  pré- 
cédemment , l’intégrale  de  la  proposée  (289). 

Comparant  identiquement  les  équations*  ( 284  ) et 
(289),  on  a 

V (x,y)  — ax  + by  et  f(x,y)z=ex- f-gy. 

Ensuite  prenant  pour  opérer  la  transformation , l’équa- 
tion (285),  ce  qui,  évidemment,  donnera  un  résultat 
aussi  simple  que  si  l’on  prenait  l’équation  (287)  , puis- 
que la  proposée  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
variables,  on  aura 

F'  («)=«  + bz.  et  f (sJ 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (286) , il  viendra 


Or,  il  peut  arriver  trois  cas  , savoir  : 

i°.4ag->  (6-fe)a;  2°.  4“g=(*+e)  73°-  4«£<  (è+e)\  # 

Dans  le  premier  cas , nous  servant  de  l’équation  inté- 
grale (i 80)  [art.  a40>  en  y substituant  la  lettre  a 


s 
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à celle  x ; ensuite  mettant  à la  place  de  z sa  valeur 
[ équat.  (285)] , réduisant  et  comprenant  dans  une 

seule  constante  indéterminée , toutes  celles  qui  ie  com- 
binent avec  elle  par  voie  d’addition  ef  de  multiplica- 
tion, nous  aurons  pour  intégrale  de  la  proposée,  dans 
le  cas  de  4ag  Ç.  ^ eY  > 

/C289)  = l (gys  + (è  + e)yx  -f  ax *) 

2 (e  — b)  / 

— : arc  ( t 


4 


V Aag  ■ 


- N 

4ag—  (b+ey 


C A + e) 

= const (290) 

Ppur  le  second  cas , on  a 


Or , ceV  deux  dernier*  binômes  différentiels  sont  res- 
pectivement-du»  U»  —ooml  iftmtslfeuie  ras  d*Tntégia* 

tion  immédiate  ( art.  212  et  2i3  ) ; ainsi  effectuant  ces 


intégrations , substituant  à la  place  de  z sa  valeur  £ ; 

faisant  attention  qu’à  cause  de  4ag=(b-l~ey,  on  a 

V e = — - — , réduisant  et  comprenant  dans  une 

seule  constante  indéterminée  toute  la  fonction  des  seules 
constantes,  on  aura  pour  le  cas  de  4ag  = (6  -f-  e)a, 

^(289)  = ^+yVg + 2 Vëi  (xVa+y  VU 

= const. (291) 

a--  3 
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Dans  le  troisième  cas  , le  trinôme  s*  -f-  ^~^~e  z _l  ? 

g S 

pouvant  se  décomposer  en  deux  facteurs  réels 
(z-f-m)  ( z -f-  n)  , alors  l’intégration  de  l’équation 
(«)  se  réduit  à celle  des  deux  fractions  différentielles 


dç 

(z  +m)(z  -f-n) 


et 


zdz 

(z+m)  (z  -f-  n)  * 


ce  qui , d’après  ce  que  nous  avons  enseigné  au  cha- 
pitre II  de  la  première  section , n’offre  plus  de  diffi- 
cultés réelles  , mais  quelques  longueurs  de  calculs  qui 
mènent  pour  le  cas  de  (6  -f-  e)a  >•  4ag  > à l’équation 


f(a89)=- 


b — e 


X 


V (J>+eY—‘ 

1 r w+*v+i±^t±‘r-<°ëi\ = 

iflg-y-j-x[è+c—  V ( b+ey—4ag][ 

31.  Intégrer  l'équation 

aydx  — [ ax  — j/xx  -f-  yy  ]dy  = o ( b ). 


Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 

(284)  » on  a 

î,(x,^)=cy  et  f(xyy)~—[_ax—)/xx+yy']. 

Ensuite  prenant  pour  opérer  la  transformation , l’équa- 
tion (a85) , c’est-à-dire  , substituant  dans  les  deux 
équations  précédentes  zx  à la  place  dey , et  suppri- 
mant x , il  vient 

F'  (s)  = cz  et  f (z)  = — (c—  ]/i  + sa); 

enfin  substituant  ces  deux  valeurs  dans  l’équation 

(a8S),ona 
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lx__  ria  — V 1 -f-zz)  dz r ai 

J zV(i+zz)  _ zÿ 7 


-j~zz 


35 

•/z+ const. 


Quoique  l’intégration  de  la  fraction  différentielle 
irrationnelle — ■ ■r , n’offre  pas  de  grandes  diffi- 

Z V 1 -f-  zz 

cultes  d’après  ce  qui  a été  enseigné  au  chapitre  Ilï  de 
la  première  section  ; cependant  les  calculs  à faire  sont 
assez  longs , ce  qui  nous  engage  à chercher  si  la  trans- 
formation par  le  moyen  de  l’équation  (387)  n’abré- 
gera pas  les  calculs. 

Substituant  donc  dans  les  équations 

et  f(x,y)z=z  — [ox— 

la  quantité  zy  à la  place  de  x , et  supprimant  y-,  on  a 
F'(z)=  a et  f (z)  = — l az  — V/V  — 1 ] ; 
ainsi  l’équation  (288)  donnera  dans  cet  exemple 


dz 


1 


-f-  const.  ) * 


d’où  l’on  déduit  tout  de  suite  par  le  moyen  de  la 
formule  ( 1 58)  [ art.  207  J , 

|y  = — S[z-L  + i ]a-f*  const. 

Substituant  à la  place  àe  z sa  valeur  - [ équat.  (287)  , 

passant  tous  les  termes  variables  dans  le  premier  mem- 
bre , mettant  l const.  à la  place  de  const.  ; enfin 
passant  des  logarithmes  aux  quantités  naturelles , on 
a l’équation  • # 

yU— l 

- ■ ■ — — toast,  i 

(*+  v^-hy*)* 

qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (è). 

3.. 


1 
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34o.  J’ai  donné  assez  d’étendue  à la  première  ap- 
plication de  l’article  33g  , parce  que  c’eat  à l’intégra- 
tion de  l’equation  (289)  que  se  ramène  celle  de  l’équa- 
tion 


( h + ax'+  by')  dx'+  (i+ex'+gÿ)  ty  = o . . . (a93) , 
quoique  cette  dernière  ne  soit  pas  homogène.  En 
effet , faisant  . * 

— et  y'=y- \-ï •••(a), 


les  lettres  » et  J'  représentant  des  quantités  indéter- 
minées , on  aura  la  transformée 

( h -f*  cia  -J-  bS'  -f-  ax  -f-  by  ) dx  4 

-f-(i-f-e«  + ex  + gy)dy  = 0, 

et  faisant , à cause  des  indéterminées  « et  J1, 

h au b£  = o et  ♦ i -f-  eu  -f-gJ'  = o,  \ 

d’où 


zh  — bi  . ni — eh 

: 'y et  p = ....  (J)  , 

be  — ag  be  — ag 


l’on  n’aura  plus  qu’à  intégrer  l’équation  (289)  ; ainsi 
mettant  dans  les  intégrales  (390),  (agi  ) et  (392), 
respectivement  correspondantes  aux  trois  cas  , 


les  quantités 


> 

(*  + «)•; 


c'  + £ 


h — bi 


ag  — ke 


et  y -f 


ai  — eli 


ag  — be 

à la  place  de  celles  respectives  x et  y , on  aura  exac- 
tement l’intégrale  de  l’équation  (293)  dans  les  trois  cas 
en  question. 
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Cependant  cette  méthode  est  en  défaut  lorsque 

ag  = be  , puisqu’alors  les  valeurs  de  a et  de  J'  sont 

infinies  j il  faut  donc  dans  ce  cas-là  , recourir  à un  autre 

artifice  pour  intégrer  l’équatiou  (2^3)  qui , à cause  de 

be  . . 

g — — , devient 
° U' 

(h+ax' +bÿ)  dx/ 4-  (i+ex/^-  dÿ  =o...(ag4). 

Soit  fait  ax'  -f-  by'  = z , d’où  % 


/= 


et  dy  = 


dz  — - ad x? 


b - -j  — b 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (pg4)  > on  a 

e \ dz  — adx' 


( h + z)dx  +(i  + ' y 

d’où  l’on  tire 


= o 


dx'  = 


(ai  + es)  dz 


a Q ( e — b)  s -j-  ia  — b h 3' 

Le  second  membre  de  cette  équation  n’étant  qu’une, 
fonction  différentielle  à une  seule  variable  des  plus  fa- 
ciles à intégrer , on  trouvera  bientôt 

/(a94)  = ax  + ey  + --y  l |jix  + by  + J 

= const (29  5). 

Si  l’on  avait  e — b , cefte  méthode  serait  encore  en 
défaut , mais  dans  ce  cas-là  , l’équation  (ag4)  devient 

hdy'+ax'dx' +b(y'dj? +x  dy)-\  idy  -f  ^-y’dy'—  o, 

et  il  est  facile  de  voir  que  l’intégrale  de  cette  der- 
nière équation  est 

aahy  -f-  a^x'*  -f  aabx'y'  -j-  aaiy'-f-  6*y*=cosst 
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34'  • L'intégration  de  toute  équation  de  la  forme 

AF  (y)  d.F  (x)+BF(x)dF(^)-f/(y)£fy=a..(a96), 

dans  laquelle  F (y)  et  F (x)  sont  des  fonctions  égales, 
l’une  en  y et  l’autre  en  x , et  f(y)  une  fonction 
quelconque  de  y , se  ramène  aisément  à l’intégration 
d’une  fonction  différentielle  à une  seule  variable.  En 

• * 

effet,  multiplions  l’équation  (296)  par  £F  (^03  » la 
let|re  a>  représentant  une  quantité  indéterminée  , ce 
qui  nous  donnera 

A [ F (y)!f + Vf  (X)  + BF  (X)  C F {y  )]  V.F  (.y) 
+ [FCy )]7(.y)  <*y  = o (a). 


Or , afin  que  les  deux  premiers  termes  de  cette  équa-r 
tion  forment  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  de 
çc  et  de  y , il  faut  qu’on  ait 


/(X)A  [F  (^)/+1dF  (x) 

= /F  C^BF  (x)  [T  ( y)3"dF  (j,  ) [art-  323] , 


d’où 


ou 

d’où  oa  tire 


* + 1’ 

B — A 

— Â~  5 


donc  substituant  cette  valeur  de  » dans  l’équation  (a)  ; 
et  intégrant,  on  a pour  intégrale  de  l’équation  (296)  celle 

B B— A 

A[F(j)]^FW+/[F(j)]  A /(j/)dy=const...(297), 


« 
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EXEMPLE  I.  Intégrer  l’équation 

aydx  -J-  bxdy  -J-  nydy  + pdy  = o. 


% 


Cette  proposée  étant  dans  le  cas  que  nous  venons 
d’examiner  , nous  la  comparerons  à l’équation  (296)  , 
ce  qui  nous  donnera 

A = a,B  = b,  F 00  =y,F(x)=x,/(yO=ny4-p, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (297)  , nous 
aurons 

& & — a 

ay*x  -f-  n/ÿs</y  + pfy~  dy  = const. 

OU 


ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée. 

Exemple  II.  Intégrer  l’ équation 

3adx  + 3ydx+xdylx  + 9axdy-f  gxydy  = o.  ..(£). 

Cette  équation  ne  se  pré«m*«  ^pa*  acuuwa  forme 
convenable  à la  méthode  précédente  ; mais  on  l’y  ra- 
mènera aisément  en  opérant  de  la  manière  suivante. 

Soit  fait  a-f-y  = z d’où  dy  = du., 

ce  qui  réduit  l’équation  (è)  à celle 

Zzdx  -f-  xlxdz  -f-  yxzdz  = o , 

laquelle  étant  divisée  par  x,  donne  l'équation 

• Zzdlx  -f-  Ixdz  -f-  9 zdz  — o. 

qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (296);  ainsi  l’intégrant 
d après  la  méthode  précédente  , et  substituant  dans 


< 
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son  intégrale  la  valeur  a 4-y  de  z , on  aura  pour  in- 
tégrale de  la  proposée, 

• ’ 

3 

l/O+j)  C4^®  + 9 (a+J')]=const. 

34a-  Passons  maintenant  àl’intégration  des  équations 
du  premier  degré  , appelées  par  presque  tous  les  Géo- 
mètres , équations  linéaires  du  prerj%ier  ordre  ( voyez 
pour  cette  dénomination,  l'article  422),  et  qu’on  peut 
généralement  représenter  par  celle 

dy  +yXdx  + ^dx=o (0.98)  , 

da*s  laquelle  X et  £ représentent  des  fonctions  quel- 
conques de  x. 

Soit  posé  l’équation 

y — zfa' .......  (a)  , 

en  représentant  par  fx  une  fonction  indéterminée  dex,' 
et  difïerentions-la , ce  qui  nous  donnera 

dy  —fxdz  -\-zd.fx (i). 

Substituant  ces  valeurs  de  y et  de  dy  dansl’équat.  (098), 
il  viendra  celle 


fxdz  + zil.fx  -f-  zXfxdx  -f-  %dx  — o ..... . (c). 

Or , puisque  fx  est  une  fonction  variable  indttermi- 
née,  nous  pouvons  en  disposer  de  manière  à faire  éva- 
nouir la  somme  des  second  et  troisième  termes  de 
l’équation  (c)  , ce  qui  nous  donnera  les  deux  équa-, 
tions 

zdfx  -f-  zXfxdx  (d)  ; 

fxdz  4-  %dx  = o. . . (e). 

De  la  première,  nous  tirons 
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d'où 

fx  = e~fXdx (/)[*}, 

et  de  la  seconde  équation  (e)  , il  vient 
dz  z±.  — l (fx)-'dx  j 

donc  intégrant  et  substituant  à la  place  de  fx  sa  va- 
leur £équat.  (/)],  nous  aurons 

a = — T dx  + const (g)  ; 

enfin  substituant  ces  valeurs  defx  et  de  a dans  l’équa- 
tion (a),  il  viendra 

y + e~fXdx£fi/Xdxdx+  const.  ]==o....  (299), 
ce  qui  çst  l’intégrale  de  l’équation  ( 298). 

Exemple  I.  Intégrer  l’équation 

dy  — xdy  — aydx  — bdx  -f*  bxdx  = o.’ 
Divisant  la  proposée  par  1 — x . il  yietft 

dy 2Z_  dx  — bdx  = o. 

1 — x 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (298) , on  a 
a 


X = . 


et  l = -b, 


(*)  Nous  ne  mettons  pas  de  constante  h cette  intégrale , parce 
qu’elle  doit  entrer  dans  l’integrîle  totale  de  l'équation  (»q8)  , où 
noos  placerons  la  constante  indéterminée  d’une  manière  beaucoup 
plus  commode  que  si  nous  Pavions  placée  dans  l'équation  (f). 
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donc 


fXdx—  al(i-x)  , e-f™*=e  = ~ — ! 

(î—  xy‘ 

e^dx  — ( i — x)«  , 

fqJXdxdx-=. — è/(i—  x)“dx=  £>/(i— x)“  d (î — x) 
_ b (1  — x)4+' 

“ û+i 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (299)  , il  vient 

y + Gr^r  ( 1 -x)-+co»t.]=o 

qui  est  l’intégrale  demandée. 

EXEMPLE  II.  Intégrer  F équation 

dy  4-aydx-f-  be?Idx  (3oo) . 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (298)  , on  a 
X = a,  £ = béx, 

donc  # 

fXdx=zax,  e~fXdx=e-**,  efXdx=e**, 


fe/Xdx  dx=  bfeWdx= 


a+q 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (299) , on  a 
pour  l’intégrale  de  la  proposée  , l’équation 


+ const 


>' 


.(3oi). 


*+<r“L«+, 

Faisant  q = o , on  a 

/[ dy-{- aydx  -f-  bdx  = o]J  = [(«y  -f-  b)  e“=const.3.‘ 

Exemple  III.  Trouver  l'équation  d’une  courbe  entre 
ses  coordonnées  rectangulaires,  telle  que  si  de  F origine 
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des  coordonnées  on  mène  une  droite  faisant  un  demi- 
angle  droit  avec  chacun  des  deuy  axes  , on  ait  pour  un 
point  quelconque  de  la  courbe  cherchée,  le  rapport  de 
F ordonnée  à la  sous-tangente  correspondante , égal  à 
celui  dune  ligne  donnée  m à la  partie  de  l' ordonnée 
comprise  entre  la  diagonale  tirée  et  la  courbe. 

Représentant  par  x une  ordonnée  quelconque  de  la 
courbe  cherchée,  et  par  y l’abscisse  correspondante,  il 
est  clair  que  cette  abscisse  sera  égale  à la  partie  de  l’or- 
donnée x comprise  entre  l’axe  des  abscisses  et  la  dia- 
gonale ; donc  la  partie  de  cette  • ordonnée  comprise 
entre  la  diagonale  et  la  courbe  est  x — y,  ainsi  d’après 
l’énoncé  de  la  question , on  aura  la  proportion 


x 


dx 


( art.  i oa  ) : : m : x —y  ; 


d’où  l’on  tire  l’équation  différentielle 

, , y dx  x dx 

dy  + J- = o , 

^ m m 


m 


qui  est  de  la  forme  de  l’équation  générale  (298)  en 
faisant  " ~ --  - 


donc 


Xdx=r  — -,  % = — 

TR  7 n 


fXdx  = - , 
m 

/Te  ^Jrdx= — r~  e'"dx~ — m C—  em  d — = — em  (x— m) 
■ ’ J m J m m v 1 


C voyez  la  form.  (214),  art.  2663.  Substituant  ces  valeurs 
dans  l’équation  (299) , il  vient 

X 1 X 

y+e  * [ const.  — e"1  (x — m)]  = 0. 


* 
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Mais  lorsque  x=  o,  on  a 

y — o , donc  const.  = — m , 
et  par  conséquent  on  a complètement 

X 

* y — me  m + ^ — m; 

ce  qui  est  l’équation  de  la  courbe  demandée,' 
Exemple  IY.  Intégrer  l’équation 
xdy  xmydx  -f-  dx  = o. 

Divisant  cette  équation  par  x,  on  a 

X = xm~ * et  2 = - , 
x 

donc 

fX.dx=  — , 


et 


fie 


fXdx 


dx 


=/ 


3Cm 

em  dx 


Soit  fait  pour  effectuer  l'intégration  de  cette  dernière 
formule  , 


**■  il  s 

z = — , d ou 
m 


x—mrz 


I I 

"*«■*,  dx—- 


m — I m — i 


et 


dx 


X 


dz 
mz  ’ 


donc 


/dxe m î rdze*  c!  r , i : 2 “T 

— = mj-r  =mz  Ll  + â + ? + etcJ 

C f°rm.  (a  1 5) , art.  367  ] 

E.  m 2 m*  — I 

l+^  + ~ST+  etc.J; 


e 

' je™ 
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et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (agçj)  , il 


Vient 


1 m , 2 m*  2 . 3»n3 

* Xm  xum  ">  Xtm 


•)] 


= const. 


•(«)• 


Si  la  série  entre  parenthèses  était  divergente  , alors 

nous  servant  de  la  formule  (218)  [art.  268]  pour  in- 

♦ ezdz  • . . 

tégrer  , nous  aurions 

z 

xm 

/dre  m _ 1 ‘ /Vdz  1 , xm 

~ m]  ~ ~ mlVi  + etC‘ 

=*&_±/m+£^rl  + £^  + _fp_ . eç-i 

m m‘L  a*/»  2.3“m’‘^  tC'J  > 

donc  1 intégrale  de  la  proposée  serait 
**  » + Ix  4-  g [1  + ~ + etc.] 

ronst.  ...  r-rr  I-TK  t(A).  

Les  deux  intégrales  (a)  et  (&)  ne  pourraient  servir  si 
I on  avait  mx=  o,  mais  alors  la  proposée  se  réduirait  à 
l’équation 

xdy  4-  ydx  -+-  dx  = û , 
dont  il  est  évident  que  l’intégrale  est 
• yx  -+-  x = const. 

343.  Les  équations  différentielles  de  la  forme’  'b 
dy  -f -yXdx  -+-ym+‘%dx  =s  0. . (3oa) , v 
dans  laquelle  X et  \ représentent  toujours  des  fonc- 
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tions  quelconques  de  x , peut  toujours  se  ramener"  à 
la  forme  de  celle  (298)  que  nous  savons  intégrer  ) en 

effet,  faisant ym  = ^ , d'où  ^ 


dy. 


dz 


mz 


m-f-I 

m 


et 


m -t-i  ' 


ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3®2) , 
on  a là  transformée  * • 

dz  — mzX.dx  — « m^dx  = o , 

qui , étant  intégrée  suivant  la  méthode  enseignée  dans 
l’article  précédent  , et  substituant  dans  l’intégrale  la 

valeur  de  a = , donnera  Intégrale  de  la  propo- 

sée (3oa). 

344 • Quoique  l’équation  différentielle 

axdy  -1-  bydx  -}-  xcym  ( nxdy-\- pydx  ) =0 . . . . (3o3) 

soit  assez  compliquée  , cependant  elle  se  transforme 
aisément  en  une  autre  équation,  dans  laquelle  les  va- 
riables sont  séparées  , et  des  plus  faciles  à intégrer.  . 

En  effet , divisant  l’équation  (3o3)parxy,  on  a 


.(a). 


+ “f + *.*.  ("±  + &)=  „ 

y x \y  x / 

Soit  actuellement  fait 

{z=jax>  et  u —yHxv  | (è)  j 

d’où 

'{dz  ady  , bdx  du  ndy  pdx)  . v 

t—  et  — = — -K- — > (c), 

la  y x u y x J w 
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et  représentant  jAr  « et  a des  quantités  indétermi- 
nées , on  aura  , 

{2*  —yf,°‘xbm  et  ux  —yn^xpx  } (d). 

Divisant  | la  première  de  ces  équations  en  (d)  par  la 
seconde , il  vient 

zau~x  = ya—n\xb—p\ ^ 


Mais  les  quantités  respectivement  représentées  par  1 
et  A étant  indéterminées , on  peut  faire 


{au — nh  — m et  bu — p\  ==  c} ......  .(f)  • 

d’où  on  tire 

f ne  — pm  . ac  — bm'i  . . 

v = s^rP  •'  * = i 7=^} fe). 

ce  qui  réduit  l’équation  (e)  à celle 
ymxc  — zmu~\ 

Substituant  cette  valeur  de  ymxe,  ainsi  que  celles  de 
~y"  + ~ et  4-  ~~  Ç équat.  (c)]  dans  l’équa- 
tion (a),  on  aura 

dz  , z“ du  dz  du 

z + ^+i~0>  ou  + = ° 0)* 

équation  séparée  dont  l’intégrale  est 
a « 

: = const (t).  „ 

2*  uK 

Substituant  dans  cette  équation  ( i ) les  valeurs  de  A 
et  de  « [ équat.  (g)] , ainsi  que  celles  de  z et  de  u 


♦ 
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[équat.  (i)3  , on  aura  % 

pwi—nc 

/[équat.  (3o5)]  = [(ac — bm)  (y* xl  )*»-<v 

bm — ae 

4-  (ne — pm)  (ynxr)bn-“P z=t  cpnst.] (3c4). 

345.  Nous  remarquerons  que  si  l’on  avait  en  même 
temps  ac  = bm  et  pnr=nc  , ce  qui  rendrait  l’intégrale 
précédente  nulle  ; cela  ne  pourrait  avoir  lieu  qu’en 
tant  qu  on  aurait  m — o et  c = o , puisque  dans  le 
cas  des.  égalités  précédentes , on  aurait 

*'==x  P et  « = o [ équat.  (g) , art.  344  ] , 
et  alors  les  équations  (/)  [art.  3440  donneraient 


m = o et  c=o, 

ce  qui  réduirait  la  proposée  (3o3)  à l’équation 
axdy  -f-  bydx  + nxdy  -f-  pydx  = o 
dont  il  est  aisé  de  voir  que  l’intégrale  est 

ya-M xl+j>  __  C0nsj;> 

346.  Mais  si  l’on  a seulement 

ac  — bm  , d’où  c = 

c’est-à-dire , si  l’équation  à intégrer  est 

•1 


lm  r-, 

axdy  + bydx -+-x-‘ym(  nxdy  -f -pydx)  = o. . .(3o5). 

Alors , à cause  de  K = o , l’équation  ( h ) [art.  3443  se 
réduisant  à celle 


dz  du 


dont 


V 
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dont  l'intégrale  est 

, 1 

lu = const.  ; 

Où 

a'Z 

on  aura,  par  le  moyen  des  substitutions  des  valeurs  de 
u , z £ équat.  (6) , art.  3443  et  de  « = l'équation 

/[éq-  (3o5)]  = ^/yttxr const. ~]....(3o6),' 

mymx  a 

347.  Si  une  équation  différentielle 

F (x,y  ,dx , dy)  = o , 

fest  le  produit  d’une  équation  primitive 

= o, 

par  une  équation  différentielle 

f(x,y,dx,  dy)  = o, 

il  est  clair  que  l’intégrale  de  la  proposée  se  réduit  a 
celle  de  ■ cette  dernière  équation  différentielle  j c’e9t 
ce  qui  arrive  à l’équation  (3o3)  lorsque  bn  = ap,  d’o’i 

*»  aP  t * 

o = — , C est-à-dire  , ImrsrqTreftflJuation  proposée  «si 

*zdy  +e^ydx+  xcym  (nxdy -{.pydx)=:o (a); 

car  la  multipliant  par  n , elle  devient 

( nxdy+pydx ) ( a +nxcy)  = o. . . .(£) f 

équation  à laquelle  on  peut  satisfaire  de  deux  ma- 
nières, soit  en- faisant 

nxdy pydx  = o (c)  , 

èt  alors  l’intégrale  de  l’équation  (a)  est 

afy»  ~ const (d)  ,• 


9. 


4 
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soit  en  faisant 

a nxcym  = o (e) , 

et  alors  la  fonction  différentielle  facteur 


nxdy  + pydx (/) 

qui  n’est  pas  intégrable  tant  que  l’on  considère  les 
deux  variables  x et  y indépendantes  l’une  de  l’autre. , 
sera  intégrable  dans  ce  cas-ci  à cause  de  la  relation 
entre  ces  deux  variables  données  par  l’équation  (e) , 
et  qui  réduit  la  fonction  (f)  à la  fonction  différen- 
tielle à une  seule  variable 


mp — 


ne 


Tn 


’ — a dx 


dont  l’intégrale  est 

r — mp  m/ — i 
c — m y n 


y'x* 


nc- 


x n +•  const.  = o . . . ( g ) , 


ce  qui  est , dans  le  cas  que  nous  examinons,  l’intégrale 
de  l’équation  (a)  , puisqu’il  faudrait  multiplier  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (g-)  qui  est  l’intégrale  im- 
médiate du  facteur  différentiel , par  la  quantité  a-{-nx‘yn 
laquelle  est  nulle  d’après  i'bypothèse  [ équat.  (e)]. 

Nous  remarquerons  que  l’intégrale  (d)  correspon- 
dante- à la  première  hypothèse  [ équat.  (c)]  étant  ab- 
solument indépendante  des  constantes  a,  m et  c qui 
entrent  dans  le  facteur  variable 


a nxcym. 

Cette  intégrale  ( d ) appartient  à un  nombre  infini 
d’équations  de  la  forme  de  celle  (a) , puisqu’on  peut 
faire  varier  à l’infini  dans  cette  équation  (a)  les  quan- 
tités a,  m et  c,  sans  que  l’équation  (d  ) change  } # 
observation  essentielle  que  nous  rappellerons  dans  la 
suite,  n . ...... 
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Toute  équation  différentielle  hétérogène  à deux 
variables  et  d’un  nombre  quelconque  de  termes,  telle 
que  celle 


( Ax*yl+  Bx'y'  -{-  C xfy*  -f*  etc.)  dx 
-f-  (Dx*'y*'+  E 4~  Gj/'y*  -f-  etc.)  dy  = o...,(a) , 

sera  évidemment  intégrable  si  nous  pouvons  la  trans- 
former en  une  autre  qui  soit  homogène  (art.  339). 
Afin  de  connaître  la  relation  qui  doit  exister  entre  * 
les  exposans  des  variables , pour  que  l’équation  propo- 
sée (a)  soit  susceptible  de  la  transformation  en  question, 
commençons  par  la  diviser  par  l’un  des  ternies  varia- 
bles , par  exemple  , par  celui  Ax*yb,  ce  qui  donnera  à 
la  proposée  la  forme 

( 1 -J-Hxy  -f-  Ix*y* -f-  etc.)  dx 
-f-  (L.rmy  4-  Mxy  -f-  Pxy  4-  etc.  ) dy  =z  o.. . .(6). 

Soit  fait  dans  cette  équation, 

\ w ' 

(c). . . . .y  = z“  , d’où  dy  = t)zT~"ldz.  ..  ..(<£)*, 
ce  qui  la  transformera  en  celle 


( 1 4-  HxV“4-I*V*  4-  etc.  ) dx 


+ [_  4-(„Pxyr+,>-'4-  etc 


> 


.(e); 


Or,  le  premier  terme  de  cette  équation  étant  d’un  ~- 
degré  nul  par  rapport  aux  deux  variables  , il  faut , 
pour  que  la  transformée  (e)  soit  homogène  , qu’on 
ait  la  suite  d'égalités 

0 = h ■+■  iu  = k-+-  la  , etc.  =m4-  (n-f-i)  * — * X 

— 0 4-'p4-0  * — i=<jr-f-(r4->)  “ — 1 etc..  .(J)  ; 

de  la  première  de  ces  égalités  on  tire  celle 
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donc  si  cette  valeur  de  satisfait  à toutes  les  autres 
égalités  en  (/")  , c’est-à-dire , si  elle  rend  nuis  tou» 
les  polynômes  compris  entre  les  signes  d’égalité  , on  en 
conclura  que  la  proposée  («)  est  susceptible  de  trans- 
formation en  une  équation  homogène,  et  on  aura  la 
transformée  demandée , en  substituant  dans  l’équation 
(<*)  la  valeur  de  a £équat.  (g)}. 

349.  Appliquant  cette  méthode  à l’équation  générale 
à trois  termes 

dx  -f-  axmyndx  = bxfyidy ....  (307) , 

nous  y substituerons  les  valeurs  deyr  et  de  dy  données 
par  les  équations  (c)  et  (d)  de  l’article  348 , ce  qui 
nous  donnera  la  transformée 

dx+axmzn"dx  — dzz^o ....  (a)  , 

qui  ne  peut  être  homogène  qu’en  tant  que  nous  aurons 
(è) . . . .m-f-nv  = o et  p + (q4-0® — 1=0  ...(c).* 
de  la  première  de  ces  équations,  nous  tirons 


et  substituant  Cette  valeur  de  « dans  l’équation  (c)  , 
il  vient  cell» 

71  Çp—i)  =m(ç  -f-*  ).....  (3o8)* 

qui  est  d'équation  de  condition  pour  que  la  proposée 
(307)  soit  susceptible  d’ètre  transformée  en  une  équa- 
tion homogène. 

Substituant  à la  place  de  » sa  valeur  — — dan* 

. , . . n 

l'équation  (a)  , il  vient  celle 
dx-\-axmz~mdx-+-Tji bx?z  ^ ^ dzzsso 
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mais  l’équation  (3o8)  donne 

* -Cg+0  + 1 —P'» 

donc  l’équation  (e)  se  réduit  d’après  celle  de  condition 
(3o8)  , à la  transformée 

dx-\-axmz~mdx-\-~  x*z~?dz  = o. . .(/"). 


Faisant  suivant  la  méthode  easeignée  à l’article  33g  , 
z = ux  , d'où  dz  = udx  -f-  xdu , on  aura  l’équation 
séparée 

dx — bmdu „ 

~x  = nu?  -J-  anu?~m  -f-  bmu ’ * ’ ' ^ - 


Substituant  dans  l’intégrale  de  cette  dernière  équation, 
la  valeur  de 

•(-5)~=— 1 ■ 

* x]/yn  . , 

[ équat.  ( d)  de  cet  article  et  équat.  (c)  de  l’art.  348J  , 
on  aura  l’intégrale  de  la  proposée  (3oy). 

Exemple.  Intégrer,  si  c'est  possible,  Téqualian- 
1 

^/ydx  + Zx*y  * dx  = ax*dy ( g ) . 

Divisant  cette  équation  par  \/y,  il  vient  celle 


— A 

dx -f> Zxydx  = ux?y  * dy (.h), 

qui , comparée  avec  l’équation  générale  (307)  donne 

r 

a = 3 ; m = 2,n=i,è  = a,p=a,  q = — 

Substituant  les  valeurs  de  m , n , p et  q dans  l’équation 
de  condition  (3o8)  , on  a l’identique  1 = i ; donc  la 
proposée  (g)  peut  être  transformée  en  une  équation 
homogène  d’un  degré  nul.  Ainsi  substituant  tout  de 
suite  les  valeurs  numériques  des  lettres  dans  i’équatioq 
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(3og)  , on  aura  celle 

de — 4du  — 4du 

x u*  -+■  4U  +S  (u-f- 1)  (u-+-3)  * 

et  intégrant , il  vient 

T « + i T 

x — — =.  J — const. 

L.u-t-3  J 

Mais  u=~pÿ  [ équa^.  (3io)]  ; donc  l’intégrale  de 
l’équation  (g ) est 

35o.  Mais-  lorsque  l'équation  de  condition  (3o8)  ne 
aéra  pas  satisfaite , on  pourra  transformer  la  proposée 
(5oj)  en  une  autre  équation  qu’il  sera  possible  d’inté- 
grer dans  un  nombre  infini  de  cas  ; voici  en  quoi  con- 
siste cette  transformation. 

Divisant  l’équation  (3cj)  par  bx?,  on  a 

• + J xm~fyndx  =.yidy (a). 


Soit  fait 

{ jr4"  =*  et  x*~'h+',=  u}. . . .(è)  ; 

d'où 

dz  , du 

yidy  ae=  — : — , et  xm~?dx  = — (e). 

' J J q+i  m — p+i 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , et  multi- 
pliant la  transformée  par  q -j- 1 , il  vient 

dz—  y-,  <?~^1  - ûf-"l-‘dur\-  ^‘du . . . (d) 

b (i/i — p+0  b(rn> — p-J-i) 
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ou  faisant  pour  abréger  , 

g 4-i  77i 

C b (m — p+i)’  & p — m—i  ' 

fr__  g (9+0  t-_  71 

è(TO_p+l)»  Ç+l 

on  a la  transformée 

Jz  = cu*e?u  -j-  Az'du . . . . . (3 1 1 ). 


Faisant  i=  o , cette  équation  est  séparée  (*)  j et  fai- 
sant i = j , l’équation  (3i  î)  prend  la  forme  de  celle 
(29$)  dont  nous  avons  donné  l’intégrale  générale  (299) 
à l’article  342. 

35 1.  Mais  si  i = a , on  aura  l’équation 

dz  = eut  du  _f_  h z7  du (3ia)  , 

qui  a acquis  de  la  célébrité  parmi  les  savans , parce 
qu  elle  a été  l’objet  des  recherches  de  plusieurs  grands 
Ciéomètres,  et  entre  autres  de  Jacques  Bernoulli , du 
comte  Jacques  Riccati , dont  elle  porte  le  nom , et 
d Euler , qui  ont  trouvé  un  nombre  infini  de  cas  dans 

lesquels  cette  équation  est  séparable.  — l 

Le  plus  simple  de  ces  cas-là  , et  qu’on  aperçoit 
tout  de  suite  , est  celui  où  g ■=  o-,  car  alors  on  trouve 
subitement 


du  : 


dz 


■00» 


c -f- Az1*’ 

équation  séparée  dont  l’intégrale  est 

“ =i7^F)arc(taDg=^)+const-’'(i)  ta-  O»)]. 


(*)  Dans  le  mime  cas  de  i = o , l’équation  (3o?)  se  sépare  en  la 
divisanj  par  xF,  puisque  d’après  la  quau.èmc  équation  en  (e) , l’on 
a n = o lorsque  i = o. 
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Faisant  z—  »,  d’où  dz  — q^'dq,  et  substituant  ces 
valeurs  dans  l’équation  (3ia)  , on  a celle 

~ cu& du  -f-  hq*ldu 

qui  est  homogène  si 

q—i  = 3 q=g; 

or,  la  première  égalité  donne  q=  — i , donc  la  se- 
conde donne  g == — 9 , ainsi  l’équation 

dz  — cu~adu  -j-  h z1  du 

se  transforme  en  une  équation  homogène  , en  fai-  • < 

sant  z = £~*,  et  la  transformée  est 

u*dq- f-  c\%du  -f-  hu*du  = o. . . .(3i3). 


Après  avoir  considéré  ces  deux  cas  particuliers  , 
passons  à la  recherche  générale  de  tous  les  autres  cas 
où  l’équation  du  comte  Riccati  est  séparable. 

Soit  fait 


d’où 


et 


, du 

T T 3 

- Au* 


r .3  » 


dq  3 %du  . 

uÀ  u3 


a? 


L.  _i_  i. 

~ A - 41  ^ Au'  ^ ut* 

* “ * !” 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3is)  , il  vient  f 
toutes  réductions  faites , 

= — - cu^du — h^'du , 

et  faisant  dans  cette  dernière  équation  u = -,  oa 

S " 

aura  celle 

d'  — cs-*-*ds  -f-  h^ds .....  (3i 4).  4 

1 * y 


S 
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Or,  si  l’équation  (3ia)  est  séparable  par  une  valeur 
de  g que  je  représénte  par  n , elle  le  sera  aussi  lors- 
qu’on y fera  g — — n — 4 ; car  substituant  cette  va- 
leur de  g dans  l'équation  (3x4)  , on  a celle 


dj,  = csnds  -f-  h'Çds. 

Mais  nous  avons  vu  que  l’équation  (3 12)  est  séparable 
lorsque  g = o ; donc  elle  est  encore  séparable  lorsque 

g—  4- 

Actuellement  si  dans  l’équation  (3xn),  on  fait 
z = — | . dou  dz  = 

elle  se  transformera  en  celle 

d\  — c'£utdu  -f-  hdu  , 

et  faisant 

ut+'  = s , d’où  u* du  = — l 
l’équation  précédente  devient 


Donc  si  ^équation  (3x2)  est  séparable  pour  une  valeur 
de  g que  je  représente  par  n , elle  le  sera  encore  lors- 
qu’on fera  g— y — : car  substituant  cette  valeur 

de  g dans  l’exposant  de  s £ équat.  (3x5)3,  ^ S8 

g f ^ 

réduit  à n;  or  nous  avons  démontré  que  l’équation 
(3x2)  est  séparable  lorsque  g — — 4 } donc  elle  sera 
encore  séparable  lorsqu’on  fera 

,=  _i é . 

S -4  + 1 _ 3' 
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De  même  , puisqu’elle  est  séparable  pour  cette  der-« 
nière  valeur  de  g , elle  le  sera  encore  pour  celle 


et  par  conséquent  aussi  pour 


et  continuant  ainsi  ce  calcul  qui  pose  sur  ce  que  si 
l’équation  (3ia)  est  séparable  lorsque  g=zn,  elle  l’est 
encore  lorsque 

e=-n-i  « S = ^?T. 

en  représentant  par  n le  dernier  exposant  trouvé  à la 
variable  u,  on  en  conclura  que  l’équation  (3ia)  est 
séparable  lorsque  l’exposant  de  la  variable  u est  égal 
à l’un  des  termes  de  la  suite  infinie 


dont  le  terme  général  , à partir  du  troisième  terme, 
est 


—4? 

flq=p  r* 


(3i7). 


en  faisant  successivement  q~  i > a,  3,  etc.  Si  l’on 
fait  q = o,  le  terme  général  (3i7)  donne  le  premier 
terme  de  la  suite  (3iS)  ; et  si  divisant  les  deux  termes 
de  la  fraction  (3x7)  par  q , on  fait 


î 


d’où  o 


i 
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ce  terme  général  donnera  le  second  terme  de  la 
suite  (3i6). 

II  est  à propos  d’observer  que  si  l’exposant  de  la 
variable  dont  la  différentielle  multiplie  deux  termes  de 
l’équation  (3ia;  du  comte  Riccati,  est  égal  à l’un  des 
nombres  occupant  les  places  impaires  de  la  série  (3i6), 
il  faudra  la  comparer  d’abord  avec  l’équation  (3 14)  1 
et  substituant  les  valeurs  numériques  des  symboles  des 
quantités  constantes  dans  l’équation  (3ia),  on  aura 
une  équation  qui  devra  être  comparée  a l’équation 
(3 1 5)  j ensuite  substituant  les  valeurs  numériques  des 
symboles  des  quantités  constantes  dansl’équation  (3ia), 
on  en  aura  une  qui  devra  être  comparée  à l'équation  • 

(3i4),  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne 
à une  équation  dans  laquelle  l’exposant  qui  a diminué 
de  valeur  à chaque  opération  , se  trouve  enfin  = o , > 

et  alors  on  n’a’  plus  qu’à  intégrer  l’équation  séparée  (a), 
dont  nous  avons  donné  l’intégrale  £équat.  (é)J. 

Si  l’exposant  que  l’on  cherche  à diminuer  jusqu’à  le 
rendre  nul , était  l’un  des  termes  occupant  les  places 
paires  de  la  série  (3 16).  on  commencerait  par  com- 
parer la  proposée  avec  l’équation  (3t3)  , et  l’on  con- 
tinuerait à opérer,  comme  précédemment. 

Rendons  ceci  plus  sensibleipar  une  application  numé- 
rique , en  nous  proposant  d’intégrer  l’équation 

dy  ==ydx  ,..(c). 

L’exposant  de  x étant  — f qui  est  le  cinquième  terme 
de  la  série  (3r6),  nous  sommes  sûr3  que  l’équation 
(c)  est  séparable,  et  à cause  que  l’exposant  — $ oc- 
cupe une  place  impaire  , nous  comparons  la  proposée 
aAec  l’équation  (3i/Q  , abstraction  faite  des  symboles 
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des  variables  , ce  qui  nous  donne 

C~ 2 ' ff+4s=î,  d’où  g=—{-,  enfin  h=i. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3ia),  nous 
avons 

dy'  = 2 x'~  4. yw  ; 

comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (3i5)  , 
il  vient 


« ___  #4  c 

éT+1  g+1  3 et  g+1-\> 

d’où 

c = — 3,  /i  = S , ç = — 4 , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3ia),  nous 
avons 

dy"  — — 3x"~*dxn—  6y"hix"  ; 

comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (3i4)  , 
il  vient 

c — 5,  h = — S et  g 4-41=4,  d’où  g — o. 

Substituaut  ces  valeurs  dans  l’équation  (3ia),  nous 
avons 

dy*=  — zdx!"—  sy'^dx*, 
dont  l’intégrale  est 
2 * 

x“—  3^arc  tanS (~ym l/ 2) 4-const (d)  [éq. (à)J. 

Mais  en  remontant  des  valeurs  de  xf"  et  de _yw  jusqu’à 
celles  de  x et  àey , il  vient 


d’où 


\ If  1 . / 1 

gr-^r,  x _ -J—  et  ad  = - , 

yod  x 


x"=yx  et  x-  = 4-, 
y/x 
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Ensuite  nous  avons, 

* 

C>— 6y  — 1 et/=:— x(l+ry), 

d ou  3 * 3 

i . » y/x^+yy/x5 — S 


y = 


x(i-|-xy) 


et  y 


3 

yx 


"3i/a 


arc 


6 (i+xy)  yx 

Substituant  ces  valeurs  de  x*  et  de  y"  dans  l'équa- 
tion ( d ) , nous  avons  pour  l’intégrale  demandée  de 
l’équation  (c) , celle 

r tang  = 

*—  3i/2y/x(i+vcy)-* 

352.  Toute  équation  différentielle  de  la  forme 
dy  =axfdx-{-  by'xfldx (3i8)  , , 

dans  laquelle  q représente  un  nombre  quelconque  dif- 
férent de  l'unité  , pourra  se  transformer  en  une  autre 
de  même  forme  que  l’équation  du  comte  Riccali.  En 
effet , soit  fait 

x^dx  = dz , 


d’où 


x*+I 


; z et  x = [(7- f-i)  z ]*‘+“  ; 


q+i 

différentiant  cette  dernière  équation  , on  a 
dx  = 

de  plus 


zt^'dz 

»+) 

l/(7+0’ 


»+■ 


xtxz  y/[(7+  o*y; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3i8), 
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on  aura  la  transformée 

s— g r-i 

dy  — a (q  -f-  lŸ+'zi+'dz  -f-  by*dz., 

qui  est  de  même  forme  que  celle  (3ia). 

353.  Proposons-nous  enGn  de  trouver  quelles  valeurs 
doivent  avoir  le  coefficient  p et  l’exposant  q,  pour 
que  l’équation  à quatre  termes 

dy  ==  ay1dx  -f-  bxmdx  -f-  pyx^dx (3 1 g) 

se  réduise  à une  équation  à trois  termes , et  de  la  forme 
de  celle  du  comte  Riccati. 

Faisons  y = z -f-  iV,  i et  r étant  deux  quantités 
constantes  et  indéterminées.  Diffcrentiaot  cette  der- 
nière équation,  ce  qui  donne 

• 

dy=.  dz-\-  irx’—'dx  ; 

ensuite  substituant  les  valeurs  de  et  de  Jy  dans 
Téquation  (3 1 9)  , on  a 

dz,z=  — rixr~'dx  -4-  az1dx  -f-  aazix'dx  -f-  aPx^’dx 
-f-  bxmdx  -f-  pzxfldx  -f-  pixfl+Tdx. . . . (o). 

Rendant  homogènes  les  premier,  quatrième  et  septième 
termes  du  second  membre  de  cette  équation,  c’est-à- 
dire,  faisant  r — 1 = 2 r=  r-(-  <7 , d’où  r=  — 1 ,r  =q  , 
et  par  conséquent  q = — 1 , on  aura  l’équation 

dz  — ( i ai1-}- pi)  x~1dc-f-  (zai  -f  p)zx~}dx 
> -f-  az1dx  -f-  bxmdx  ; 

etafin  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre 
de  cette  dernière  équation  s’évanouissent , faisant 

• ai1  -j-  pi  -J-  i — o et.  aai-j-p—o. 
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et 


on  aura 


P + i = \ , d’où  p = —.a  ; 

donc  il  n’y  a que  les  équations  à quatre  termes  de  la 
forme 

dy  = ay*dx  -f-  bxmdx  — • • . (3ao) 

qui  puissent  se  transformer  en  l’équation  du  comte 
Riccati , 

dz  =3  az*dx  + bxmdx (3ai)  , 

en  faisant 

^ = ’C3»2)- 

354*  Si  l’équation  à quatre  termes  que  l’on  veut 
réduire  à une  équation  à trois  termes  de  la  forme  de 
celle  du  comte  Riccati , est  la  suivante, 

dy  — ay*x”dx  -f-  bxmdx  -f-  pyxfdx (3a3)  , 

on  fera 

xndx  — dç , 

d’où 

m—n  m— » 

xn+i  = ( n -f-  1 ) S j xmdx  = (a-f-i)"’*'1  d ' , 

»-«  t» 

xfdx  = (n  -f-  1 )“+1  z,n+ld'  ; 
ce  qui  donnera  la  transformée  # 


{*)  On  aurait  pu  satisfaire  h IVquation  ai»  -f-  pi  ■+■  i = n,  en 
faisant  i = o ; mai»  alors  celle  lai-j-p  — o aurait  donne  p = o , 
ce  qui  aurait  réduit  la  proposée  (3ig)  à l’équation  df=ay'+bxmdx, 
qui  est  celle  même  du  comte  Riccati. 
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m— fi  m — n q — n q—n 

dy—ay'dq-\-b  £'t+l  d%-l-p(n-\-i')a~*~'y!'a+'di'. 

Mais  afin  que  cette  équation  qui  est  de  la  forme  de 
celle  (3iq),  puisse  se  ramener  à la  ftrme  de  l'équation 
du  comte  lliccati,  il  faut , d’après  ce  qui  a été  démon- 
tré dans  l’article  précédent , que 


/>(«+  i y+l  = — a , 

d’où 

n_  (P  4-a) 
a 


et  que 


q—n 

n+i 


i ; 


et  q == — ■ i. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (323)  , on  aura; 
celle 

_ !± * 

dy  — ay'x  * dx  -f-  bxmdx  -f-  pyxr'dx . . . . (3a4)  , 

qui  se  transforme  en  une  équation  de  la  forme  dé 
celle  du  'comte  Eiccati,  en  faisant 

U a 

355.  Lorsque  dans  une  équation  séparée 

d. Fx  -f-  d.F'y  -f-  d,F"z,  -f-  etc.  = o. . . .(a) 

on  pourra  intégrer  chacune  dés  fonctions  différen- 
tielles à une  seule  variable,  de  manière  que  leurs  in- 
tégrales soient  toutes  transcendantes  par  les  loga- 
rithmes , ou  toutes  transcendantes  par  les  arcs  dé 
cercle,  il  est  évident  que  l’intégrale  totale  de  la  pro- 
posée (a)  pourra  se  mettre  sous  une  forme  algébrique 
car  dans  le  premier  cas , soit 

fd. F x-lfx}  fd.Y'y  — Ify , fd.Fz  = lf"z , etc.  , 

l’intégral® 
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l'intégrale  de  la  proposée  sera 

1 C frfyfc 3 —l  const.  ou  fxfyfz = const.  ; 

et  dans  le  second  cas , les  intégrations  par  les  arcs 
de  cercle  pouvant  se  ramener  aux  intégrations  par  les 
logarithmes  (art.  246  et  *47)  , il  n'y  aura  d’autre  in- 
convénient que  d’éliminer  dans  l’intégrale  algébrique 
affectée  de  \/ — 1 , cette  quantité  imaginaire. 

Ir*  APPLICATION.  Trouver  l'intégrale  algébrique  de 
réquation  séparée 

mdx  ndy 

l/(a“ — xa)  ~ V/(bJ—  y*)  ~ °* 

On  voit  tout  de  suite  que  l’intégrale  par  les  arcs  de 
cercle  de  la  proposée  est 

m arc  ^sin = — « arc  Çsin  = ^ —const.  [éq.  ( 1 34)]. 

Mais  si  l’on  écrit  la  proposée  sous  la  forme 
mdv  ndy 

V 3? — a 'V — 1 Vf — V — 1 * 

ou 

mdx  ndy 

V xa — aa  Vf  — oa  * 

on  trouvera  que  son  intégrale  est 

[x+  V x?—a*']—nl\_y+  V/ÿ^r'ér]-/C[éq.(i38)], 

en  représentant  par  C une  constante  indéterminée  et 
arbitraire  ; donc 

0+  V(f— x*)V—  lT~  c y’Ov'-1?- 

Développant  les  puissances  respectives  m et  n des  deux 
binômes  , passant  dans  un  seul  membre  tous  le9  termes 
affectés  de  \/ — 1,  et  élevant  au  quarré,  on  aura 
a.  * 5 
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l’intégrale  algébrique  de  la  proposée , et  d’un  nombre 
limité  de  termes  , si  m et  n sont  des  nombres  entiers 
et  positifs. 

Lorsque  m—n,  on  trouve  tout  de  suite,  en  repré- 
sentant toujours  par  C la  racine  m de  cette  constante 
arbitraire , que  l’intégrale  de  la  proposée  est 

aCy=2C  Vif?— ■**)(6a— ?*)• 

II0  application.  Trouver  l’intégrale  algébrique  de 

l'équation 

dx 


d’ 


axV/^—?  a’  + y* 

Faisant 

ax  — a1  — z. 
a'+z% 


(5). 


ou 


x = 


et  dx  = 


2 zdz. 


on  a la  transformée 
dz 




d‘  + a1  aa+y’ 


dont  l'intégrale  est 


i [arc  (t»g  = ~ (tan&  = a)]  = const'  * 


ou 


i1,c[u»s=2^jrÿ] =“”*'• 


Multipliant  cette  équation  par  2 a y/—  î , passant  aux 
logarithmes  £équat.  (186)] , et  faisant 

2û  — t X const.  = IC , 


on  a 


-aa4-zy+Q  (z— y)  V—' 


tC<* - 

Laa4-*y— a (a— j)  V 


i=4-y=i"i =ic, 

—y)V— 'J 
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et  passant  aux  quantités  algébriques , il  vient 
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«(C+0(z  —y)  )/— (zy  + a')  , 


ou  divisant  par  a (C-fi)  (zy  + a*)  , , et  fai- 
sant pour  abréger,  ~ conat  > on  a 


«(C-f  1 ) y/—  i 


—y 


zy+a1 


— const. 


et  substituant  la  valeur  de  s , il  vient  déHnitivement 
pour  intégrale  de  la  proposée  (b),  l’équation  algébrique 


V ax — a* — 


y V ax—  a 1 


— const. 


356.  Lorsque  l’équation  différentielle  séparée  qu’on 
treut  intégrer , a des  termes  qui  ont  leurs  intégrales 
logarithmiques  affectées  de  l’imaginaire  i/_ , 8t 
d autres  terme»  dont  les  intégrale/  logarithmiques  ne 
sont  pas  affectees  de  cette  imaginaire  ; il  e.t  clair  que 
si  I on  prend  les  intégrales  par  les  arcs  de  cercle 
de  tous  les  termes  de  cette  fqüàïïonTPellës  des  pre- 
miers termes  que  nous  venons  de  considérer  ne  seront 
pas  affectées  de  l’imaginaire  |/ — i , et  jes  autres 
le  seront  [ voyez  les  équations  (186)  r,  -v-i 

Donc  il  sera  impossible  de  pouvoir  obtenir  l’intégrale 
algébrique  dépouillée  de  l’imaginaire  ]/—l  d\ne 
pareille  équation  , car  l’on  ne  pourrait  délivrer  les 
ermes  affectes  de  */_  t , qu’en  en  embarrassant  les 
termes  qui  n en  étaient  pas  affectés.  Ainsi  il  vaut 

mieux  dans  ce  cas-la,  se  contenter  de  l’intégrale  trans- 

cendante,  partie  par  les  logarithmes,  et  partie  par  les 
«rcs  de  cercle  de  1 équation  proposée. 

5.. 


I 
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Soi»,  par  exemple,  demandé  l'intégrale  de  l’équation 

dv  dy  ' M 

i/(aa— x*)  v/(^+y) W’ 

Si  l’on  voulait  l’intégrer  entièrement  par  les  logarithmes, 
on  aurait 

•j£±Y^â  = ,ly+  y^+^  + ic. 

OU 

1>  + V a‘—x*  V — 0'V_1.=  Cy  + C {/, û’f/, 

équation  qui  est  réelle  , mais  qu’on  ne  pourra  jamais 
mettre  sous  une  forme  algébrique  dépouillée  de  la 
quantité  imaginaire  \/ — 1 ; ainsi  il  est  préférable  , 
pour  intégrer  l’équation  (a)  , de  prendre  l’intégrale 
par  les  arcs  de  cercle  de  la  fonction  en  x , et  celle 
pour  les  logarithmes  de  la  fonction  en  y , ce  qui  pro- 
duira i’équation 

arc ^sin  ==^=/[]Cy  + C V a*-+-y]. 

Nous  verrong  au  chapitre  II  de  la  quatrième  section, 
qu’il  existe  d’autres  équations  séparées  dont  les  deux 
membres  ne  sont  intégrables  séparément , ni  algébri- 
quement , ni  par  les  arcs  de  cercle , ni  par  les  loga- 
rithmes , et  qui  cependant , par  la  combinaison  des 
deux  membres , donnent  une  intégrale  algébrique. 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  méthode  générale  des  facteurs  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  a plusieurs  variables  , lorsque  ces 
équations  , dans  leur  état  primitif,  ne  sont 
pas  intégrables. 

35 7.  .Ainsi  que  nous  l’avons  démontré  au  cha- 
pitre II  (art.  333,  334  et  335)  , le  polynôme  à 
zéro  d’une  équation  différentielle  , ne  se  présente  pas 
ordinairement  sous  la  forme  d’une  fonction  différen- 
tielle exacte  , parce  que  très-souvent  ce  polynôme  est 
privé  d’un  facteur  variable  qui  a disparu  dans  le  pas- 
sage de  l’équation  primitive  à sa  différentielle.  Nous 
avons  traité  au  chapitre  III  plusieurs  équations  diffé- 
rentielles qui  étaient  dans  ce  cas-là  TëFpar  certains 
artifices  qui,  pour  la  plupart,  avaient  pour  objet  da 
séparer  les  variables  , nous  sommes  parvenus  à inté- 
grer ces  équations.  Mais  s’il  existait  une  méthode  sure 
et  qui  pût  s’appliquer  à tous  les  cas  possibles , pour 
déduire  de  l’équation  différentielle  à plusieurs  variables 
qu’on  veut  intégrer,  le  facteur  par  lequel  on  doit 
multiplier  cette  équation  , pour  que  le  produit  fût  une 
fonction  différentielle  exacte  lorsque  la  proposée  en 
est  susceptible  ( ce  qui  n’est  pas  toujours , ainsi  que 
nous  le  verrons  à l’article  36o),  cette  méthode  serait 
très-précieuse  et  éviterait  les  recherches  particulières 
à chaque  cas , telle^que  celles  dont  nous  nous  sommes 


\ 
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occupés  dans  le  chapitre  précédent  (*).  Mais  malheu- 
reusement l’analyse  a fait  jusqu’à  présent  bien  peu  de 
progrès  dans  la  recherche  du  facteur  qui  rend  inté- 
grable une  équation  différentielle  susceptible  de  le 
devenir.  Nous  allons  examiner  quelques-uns  des  cas 
des  plus  simples  où  l’on  peut  trouver  ce  facteur,  et 
nous  ferons  connaître  les  relations  qui  doivent  exiiter 
entre  les  coefïiciens  des  équations  à plus  de  deux  va- 
riables, peur  qu’elles  soient  susceptibles  de  devenir 
des  différentielles  exactes  par  la  multiplication  d'un 
facteur. 


358.  Soit  l’équation  différentielle  et  inexacte 

P dx  -|-  Qdy  = o (3a6‘)  , 

dànslaquelle  P et  Q représentent  des  fonctions  quel- 
conques des  variables  x et  y , et  représentons  par  ô 
le  facteur  variable  qui  doit  rendre  l’équation  précé- 
dente intégrable , facteur  que  dorénavant  nous  appelle- 
rons/acteur intégrant.  On  aura  donc,  d’après  l’équation 
de  condition  (5a)  [art.  54  3 > celle 

rfr(Pfl)  __  d*  (Qfl) 
dÿ  tfx  * 

ou  développant,  il  viendra 


Pd'3 


-S?  “(3 -S)' <w. 


dy  dx  \ dx  dy  4 

équation  dont  il  est  fort  difficile  de  tirer  la  valeur  du 
facteur  â lorsqu’il  est  fonction  des  deux  variables  ; 


k 


(*)  Noos  avons  déjà  trouvé  à l'article  34 1 , le  facteur 
B-A 

[ F ( y ) ] ^ , par  lequel  il  faut  multiplier  l’équation  (aÿi)  po.ut 
pouvoir  l’intégrer. 
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mais  s’il  n’est  fonction  que  de  l’une  des  deux  variables , 
par  exemple  , de  celle  x ; alors  on  déduira  aisément 
de  l’équation  (327)  la  valeur  de  fl,  puisqu'on  aura 

d*Q  = o , dx6  = dQ , 
et  par  conséquent 
d 5 


*[£-£> «• 


Il  faut  donc  pour  que  6 ne  soit  fonction  que  de  la 
variable  x , qu’on  ait  Q dans  l’équation  proposée  (326)  , 
ne  contenant  pas  la  variable  y , et  P = à une  fonc-  / 
tion  quelconque  de  x , dans  laquelle  il  n’entrera  que 
la  première  puissance  positive  de  y.  Ainsi  représen- 
tant par  X'  le  coefficient  de  dx  dans  l’équation  (a)  , 
on  aura 


fX'dx 


■(*), 


et  l’équation  (3a6)  étant  multipliée  par  cette  valeur 
de  fl , aura  son  premier  membre  qui  sera  une  fonction 
différentielle  exacte. 

L’équation  (298)  [art.  342]  est  dans  le  cas  que  nous 
venons  d’examiner;  car  la  comparant  avec  celle  (3a6), 
on  a 

P=yX  + £ et  Q = t , 

donc 

x'=àCf-S]=x- 

ce  qui  réduit  l’équation  ( b ) à celle 


= e 


fXJx 


et  multipliant  l’équation  (298)  par  cette  valeur  de  5, 


<7«  'intégration  des  fonct.  et  équations 
il  vient 

J**  dy+yXt/^^*  dx-^Ze^^dx  = o . . . . (c) , 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  différentielle 
exacte , car 

dx  J™*  = fXJ*y_  d?  [.y/^X+ge^l 

' . <jÿ~ 

Pour  intégrer  l'équation  (c)  , nous  observerons  que 

d.y/XJx^  e^^dy+yXe^^dx, 
et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 

de  efXdxdy  déduite  de  celle  (c)  , nous  aurons,  toute* 
réductions  faites , l'équation 

d.ye/Xdx=-^efX(lxdx, 
qui , étant  intégrée , donne 

y — e~^Xdx  £ const.  — f^/Xdxdx~\ , 
même  intégrale  que  celle  (399)  trouvée  à l’art.  5^3. 

359.  L’exactitude  d’une  fonction  différentielle  entre 
trois  variables  , peut  être  vérifiée  par  les  trois  équa- 
tions de  condition  (53)  , ou  même  par  une  seule  équa- 
tion de  condition  provenant  de  la  combinaison  de  ces 
trois  équations.  En  effet , soit  l’équation 

P dx  + Qdy  -f-  Rdz  =0 (3a8)  , 

dans  laquelle  P,  Q,  R sont  des  fonctions  quelconques 
des  trois  variables  x , y , z } on  aura  , si  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  une  fonction  différen- 
tielle exacte,  les  trois  équations  de  condition 

1d>P_d*Q  d>P  __  drR  d‘Q_d>  Rl 
\dy  dx  dx,  dx  ’ dz 
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Prenant  la  valeur  de  dx  dans  les  deux  premières  équa- 
tions , égalant  ces  deux  valeurs  -,  ensuite  de  l’équation 

résultante  tirant  la  valeur  de  ^ , et  égalant  cette  valeur 

avec  celle  de  tirée  de  la  dernière  des  trois  équa- 
tions en  (a);  enfin  chassant  les  dénominateurs  de  l’équa- 
tion résultante , on  a l’équation  de  condition  unique 

drPd*Qd*R  = d*Pd*QdrR (329). 

pour  vérifier  l’exactitude  de  la  fonction  différentielle  à 
trois  variables  Pdæ  -f-  Qdy  -f-  Re?s  (*).  Mais  si  l’équa- 

(*)  Généralement  on  pent  réduire  le*  — — équations  de 
condition  indiquées  à l’article  54,  pour  vérifier  si  une  fonction 
différentielle  entre  n variables  est  exacte,  h — — ^ équa- 

tions , c’est-Jt-dire  avec  n — i équations  de  moins.  Par  exemple , 
pour  vérifier  si  la  fonction  différentielle  à quatre  variables 
P dx  -4-  Qdy  -f-  Rdi  ■+■  S du 

est  exacte,  l'article  54  donne  les  six  équations  de  condition 

dr P _ rfvQ  dy P _ d*R  d‘ P _ d'Q 

. dy  dx  dz  dx  ’ du  dx  ’ 

d‘Q  _ rf-rR  d“Q  _ drS  d“ R _ d‘ S 

dz  dy  ’ du  ~ dy  Cl  du  dz 

Divisant  la  première  de  ces  équations  de  condition  par  la  seconde  , 
la  cinquième  par  la  sixième  $ prenant  dans  chacun  de  ces  deux 

résultats , la  valeur  de  — , égalant  ces  deux  valeurs,  et  chassant 

les  dénominateurs , on  n la  première  éqnation  du  groupe  suivant. 
Divisant  la  seconde  équation  par  la  troisième , la  quatrième  par 

la  cinquième  ; prenant  dans  les  deux  résultats  la  valeur  de  ^ ; 

égalant  ces  deux  valeurs  et  chassant  les  dénominateurs,  on  a la 
seconde  équation  du  groupe  suivant.  Enfin  faisant  changer  de 
place  aux  deux  membres  de  la  première  éqpation , et  dans  cet 
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tion  (32g)  n’étant  pas  satisfaite , la  proposée  (3a8)  est 
cependant  susceptible  de  devenir  intégrable  par  la 
multiplication  d’un  facteur  9 , il  existera  certaine  rela- 
tion entre  les  fonctions  variables  P , Q , R et  le'ur* 
différentielles  partielles  que  nous  allons  déterminer. 

Si  la  fonction  différentielle 


ÛPdr  -J-  CQdy  ■+•  ÔRdz 

est  exacte , on  doit  avoir  les  équations  de  condition 


qui  sont  les  développemens  des  équations  (a)  , après 
y avoir  mis  les  quantités  6P , SQ  et  6R  à la  place  des 
respectives  P , Q et  R. 

Par  le  moyen  des  trois  équations  (b)  , éliminant 
dx3,  dyi„  dz3 , ensuite  divisant  par  9 , on  a l’équation  de 


étst  divisant  membre  h membre  par  la  quatrième  ; divisant  de 
même  la  troisième  équation  par  la  sixième  , prenant  dans  les  deux 

ces  deux  valeurs  et  chassant  les 

✓ 

dénominateurs,  on  a la  troisième  équation  du  groupe 

rfrPrf-Qd'IW’S  — d‘Pd*Qd«RdrS, 
dsI’d“  Qt/rRtf'S  = rf“Pd*Qd'fUD'S, 

‘ d“Pd*(jdsRd‘S  — dfPd‘Qd‘Rd*S. 


résultats  la  valeur  de  ~ , égalant 
dx 


Telles  sont  les  trois  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu 
lorsque  la  fonction  différentielle  h quatre  variables  est  exacte.  On 
opéicra  d'une  manière  semblable  pour  les  fonctions  à 5,  G,  etc. 
variables. 


V 
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condition 


'1*Q 

dx 


R^—  Q 


d‘_ R 
dx 


.dr  P 


^dr  R 


dy  dy 


d‘  P 


'^  = o..*.(33o). 


qui  doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  la  proposée  à trois 
variables  (3a8)  est  susceptible  d’exactitude  par  la  mul- 
tiplication d’un  facteur. 

36o.  Donc,  î®.  toute  équation  différentielle  à deux 
variables  (3a6)  est  susceptible  d’être  intégrée  par  la 
multiplication  d’un  facteur  0 , puisque  dans  une  telle 
équation  on  a 


R = o , c?R  = o , d*  P = o et  d*Q  = o , 


ce  qui  réduit  celle  (33o)  à l'équation  identique  o=  o. 

36 1.  2°.  Toute  équation  entre  trois  variables  qui  ne 
satisfait  pas  à celle  (33o)  , n’est  pas  intégrable , et  par 
conséquent  paraît  au  premier  abord  insignifiante.  Ce- 
pendant M.  Monge  a démontré  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  Paris  (année  1784)  , qu’une 
telle  équation  différentielle  entre  trois  variables  qui  ne 
pouvait  pas  s’intégrer  , représentait  une  infinité  de 
courbes  à double  courbure  jouissant  d’une  propriété 
commune.  D’ailleurs,  nous  observerons  que  dans,  ces 
équations  non  intégrables , celle  (33o)  donne  un  rap- 
port entre  les  trois  variables , qui , tel  qu’il  se  présente, 
ou  augmenté , ou  diminué  d’une  quantité  constante , 
satisfait  souvent  à la  proposée  ; telle  est , par  exemple  , 
l'équation 

(y-r-z)  dz-f-(z — y)  dx- f-  (x-f-c)  dyx=  o (o)  , 

pour  laquelle  l’équation  de  condition  (33o)  n’est  pas 
satisfaite  t puisqu’elle  est  dans  ce  cas-ci 

S ==x  -f  y + a ; 
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cependant  si  l’on  substitue  cette  valeur  de  z dans  la 
proposée  (a)  , on  a l’équation  identique  o = o. 

Soit  encore  l’équation 


* 


0 


{ 1 4-  {/(z— y— x)[  1 -f<z  ÿ(z—y—x)—b  y (z-y-x)~]  } dx 

-f[i -±-x\/(z—y — x)]  dy—dz  = o (b)  , 

pour  laquelle  l’équation  (33o)  devient  t 


Ainsi  la  proposée  (6)  n’est  pas  intégrable  , elle  n’est 
pas  non  plus  satisfaite  en  y substituant  la  valeur  de  z 
donnée  par  l’équation  (c),mais  si  l’on  retranche  de 
cette  valeur  le  terme  constant , l’équation  restante 
z = x -f-y  satisfait  à la  proposée. 


36a.  Soit  généralement  l’équation  différentielle 
P dx  -f  Qdy  -f  -f  Sdu  -f  etc.  = o (a) 


entre  un  nombre  quelconque  m de  variables.  11  est 
clair  que  si  le  polynôme  différentiel  de  cette  équation 
étant  multiplié  par  le  facteur  fl,  devient  une  fonction 

différentielle  exacte  , tous  les  ™ — — binômes 


flPrfx  -f  6Qt/y  , flPc/.r  -f  6R dz  , etc.  qu’on  pourra 
former  en  combinant  de  deux  à deux  les  m termes  de 
la  proposée  (a)  multipliée,  par  fl  , seront  des  différen- 


tielles exactes , ce  qui  donne  lieu  aux 


m (m — i) 


équations  de  condition  semblables  à celles  dont  il  est 

parlé  à l'article  5/f.  Pareillement  dans  ce  même  cas  , 

. m(m — i)(m — 2)  . 

tous  les  — trinômes 

a. 3 

{6P<ir-f-6QJy-f6IWz  , 6PJx-f  SQc/y-fflSdu,  etc }...(&) 


i 
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qu’on  peut  former  en  combinant  de  trois  à trois  les 

771  termes  de  la  proposée  multipliée  par  8 , seront  des 
différentielles  exactes.  Donc  si  la  différentielle  pro- 
posée (a)  est  susceptible  d’exactitude,  chacun  des 

772  ( 771 l)  ( 772  S) 


2.3 


trinômes  (6)  devra  satisfaire  à 


une  équation  de  condition  semblable  à celle  (33o)  ; d’où 
il  paraît  au  premier  abord  que  pour  une  équation 
différentielle  entre  m variables  , il  doit  y avoir 

772  (m 1)(772 — 2)  , . , ,.  . . 

= équations  de  condition.  Mais  par  le 

calcul  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  lorsqu’on  a calculé 
de  ce,  équatkms , le,  (?—  )(c-aXç^5) 

2'  2.3 

autres  s’ensuivent  immédiatement  des  premières,  et 
par  conséquent  sont  inutiles  à calculer.  Ainsi  pour  une 
équation  à quatre  variables , on  n’a  besoin  que  de  cal- 
culer trois  équations  de  condition  au  lieu  de  quatre  j 
pour  une  équation  entre  cinq  variables , on  n’a  besoin 
que  de  calculer  six  équations  de  condition  au  lieu  de 
dix,  et  ainsi  de  suite. 

Soit , par  exemple , l’équation  à quatre  variables 

P dx  -f-  Qr?y  -f-  Rds  -f-  Sdu  = o. 


Il  est  clair  que  si  son  premier  membre  cgk  susceptible 
de  devenir  une  fonction  différentielle  exrote , en  mul- 
tipliant cette  équation  par  0 , on  aura  les  quatre  équa- 
tions suivantes  : 

Pda>{-Çcîy+Rc?z=o  , Pdx-f-Rdz-f-Sdu o , 
Pdx-j-Qdy-j-Sdu  = o , Qdy-J-Rdz-f-Sdu  = o , 

dont  les  premiers  membres  doivent  aussi  être  des  fonc- 
tions différentielles  exactes  en  les  multipliant  par  le 


1 
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facteur  9 , puisque  si  la  fonction 


Pûdx-j-  Q6dy  -f-  Rûdz  -f-  Sodu 

est  une  différentielle  exacte  , il  faut  qu’elle  le  soit 
encore  en  faisant  successivement  du,  dz  , dy  et  dx  égal 
à zéro.  On  aura  donc  , conformément  à l’équation  de 
condition  (33o)  , les  quatre  équations  suivante»  : 


R^Q  R^P,0^P 


dx 

d*Q 


dz 


— P — — =0 
dz 


dx 


-qS+p^-^p+Q^-p^=oW 


s^_r^+p 

dx  dx 


dy  dy  ^ du  du  l 

d'S  „rf‘P  , _d“P  _rf“R_  \ 

dz  S dz  +R  du  P du 


s +<3^-s^+R??-Q 


dz 


du 


du 

d?_ R 

du 


Mais  si  l’on  multiplie  la  première  de  ces  quatre  équa- 
tions par  S , la  seconde  par  R et  la  troisième  par  Q ; 
qu’ensuite  on  ajoute  la  première  équation  résultante 
avec  la  troisième  résultante  ; que  de  cette  somme  on 
retranche  la  seconde  équation  résultante , et  qu’enfin  on 
divise  par  P,  on  aura  la  dernière  des  quatre  équations 
précédentes.  Donc  cette  quatrième  équation  n’étant 
qu’une  suite  évidente  des  trois  premières,  il  n’est  né- 
cessaire que  de  calculer  les  trois  groupées  sous  le 
^ n°  33  t.  # 

363.  Il  résulte  de  ce  qui  a été  démontré  précédem- 
ment* qu’on  peut  toujours  connaître  si  une  équation 
différentielle  à plus  de  deux  variables  est  intégrable 
par  la  multiplication  d’un  facteur  intégral  ; mais  cette 
connaissance  en  fait  sentir  plus  vivement  le  regret  de 
ne  pouvoir  généralement  déterminer  le  facteur  en 
— question.  Cependant  les  équations  différentielles  homo. 
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gènes  entre  un  nombre  quelconque  de  variables , se 
soustraient  à cette  impuissance  de  l'analyse.  En  effet , 
soit  l’équation 

dU'  — Vdx  -f*  + Rdz  -f-  etc.  = o (a)  , 


que  nous  supposons  homogène  et  inexacte.  Représen- 
tons toujours  par  6 le  facteur  intégral  dont  le  produit 
par  la  fonction  différentielle  inexacte  dU'  doit  donner 
une  fonction  différentielle  homogène  et  exacte  dU  ; on 
aura  donc  fi  dU'  ou 

SP dx  + ÔQdy  4"  6R dz  -f-  etc.  —dU  — o ....  (è). 


Mais  d’après  la  propriété  des  équations  différentielles 
démontrée  à l’article  55 , on  a , en  représentant  par  n le 
degré  d’homogénéité  de  U, 

6Px  4-  SQy  4"  ÔRx  *+■  etc.  — nU ....  (c)  ; 

donc  divisant  membre  à membre  l’équation  (b)  par 
celle  (c) , il  viendra 


Pdx4-Qcf_y4-Rdz4-  etc.  -t?U 

Px:4-Qy'4-Ra-l~etc-  «u 

Or  , le  dernier  membre  de  l’équation  ( d)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  puisque  son  intégrale  immédiate  est 


- IU  : donc  le  facteur  qui  rend  la  proposée  (a)  une 

71 

différentielle  exacte  , est 


â~P.r4-.(^y4-JU  4-  etc. 

• Exemple.  Intégrer  l’équation  différentielle  inexacte 
et  homogène 

Cyx4-  y*)  dx  — (x*—  yx)  dy  = o. 
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Nous  avons 

P —yx-\~y'>  Q=— x»  + xy, 

♦ 

Px  -f-  Q_y  = ay*  x , 
r 


donc 


ainsi  le  facteur  cherché  est 


l’équation  différentielle  exacte 


2 y*x 


ce  qui  donne 


a y ay*  ax  a y 


dont  l’intégrale  immédiate  est 

Xdx  . C dx  . rdy  _ 


/*+/=  +/?■—• 


ou 


— -f-  /xy  = const. 

.y 

364-  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  le 
degré  n d’homogénéité  de  l’intégrale  cherchée  U est 
nul  , puisqu’alors  intégrant  l’équation  (d)  de  l’article 
précédent , on  aurait  l’intégrale  du  premier  membre 

= — = oo.  Mais  dans  ce  cas  de  n = o,  on  a . en  ne 
o 

considérant  d’abord  que  l’équation  à deux  variables, 

P dx  -f*  Qdy  — o (n)  , 

celle  (c)  de  l’article  précédent  qui  donne 


■ (*); 


Px  -f-  Q_y  = o , d’où  Q=±=  — P^. . 

ce  qui  réduit  l’équation  (a)  à celle 

v(?dX~-*&)  = o,  ou  P^-(j)=o..  (c); 

donc  afin  de  pouvoir  intégrer  la  proposée  lorsque  son 

intégrale 
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intégrale  homogène  est  d’un  degré  nul , ce  qui  est  indi- 
qué par  l’équation  (à)  , il  faut  multiplier  l’équation 
(c)  par  un  facteur  ô qui  rende  ÔPy  = à une  fonc- 
tion de 

y _ 

Exemple.  Intégrer  réquation  différentielle  inexacte 
et  homogène 

( x2y  -f-  y3  ) dx  — (xs  -f-  xya)  dy  = o . 


On  a 


donc 


p=jC**+y).  Q = — irC^+y); 


Q = — P • ~ > 

y 

ce  qui  indique  d’abord  que  l’intégrale  de  la  proposée 
est  de  degré  nul.  Il  faut  donc  multiplier  la  valeur  de 
Py',  c’est-à-dire  y2  (x1  + y *)  par  un  facteur  6 qui 
rende 


fly  (a- -f-y  )=/(£); 


et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  facteur  doit  être_y*x*; 
ainsi  l’on  aura  à intégrer  l’équation 


ou 


0+£Ky)=°. 

\yj  f a-y 


dont  l’intégrale  est 


(f)‘ 


y x 


y* 

const. , ou  - — = const. 


xy 
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Considérons  maintenant  l’équation  différentielle 
inexacte  et  homogène  à trois  variables 


P dx  + Qdy  + R^*  — o • - • 

••0  d), 

dans 

le  même  cas  de  ;i  = o,  ce  qui 

donnera  l’équa- 

tion 

* 

..(e), 

Px+Qy+  P»z  = o 

d’où 

R = P-  — Q-J 

Z z 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (rf)  , elle  se 
réduit  à celle 

P + Q = 

laquelle  étant  divisée  par  z donne  l’équation 

vd  © 60 = ° 

Ainsi  afin  que  cette  dernière  équation  , et  par  consé- 
quent la  proposée  (*2),  soit) intégrable  , il  faut  multi- 
plier l’équation  (g)  par  un  facteur  8 qui  rende  SP 

fonction  de  — et  6Q  fonction  de 

Z * 

Exemple.  Intégrer  réquation 

zVdx  + zy3dy  — (zx3  + y*  ) dz  = o (A) . 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (J) , on  a 

P = Q = ~y3 , R=—  (zx-3+y), 

donc 

Px  4-  q y 4-  Kz  = Z* JC3  + zy4 — z1*3  — zy4 =«  ; 
d’où  nous  conclurons  que  l’intégrale  de  la  proposée , 
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*i  elle  est  susceptible  d’intégration,  est  une  équation 
homogène  d’un  degré  nul.  Substituant  les  valeurs  de 
P et  de  Q dans  l’équatipn  (g) , on  a celle 

+ = ° (O-  , 

Or , flzV1  ne  peut  être  fonction  de  — qu’en  faisant 

v 2» 

$ = — > et  cette  même  valeur  de  â rend  f zy 3 fonc- 


, y 

tion  de  donc  la  proposée  est  intégrable  , et  l’on  a 
l’équation  . 


intégrant  cette  dernière  équation  , on*  a pour  intégrale 
exacte  de  la  proposée  (A)  , l’équation 


const. 


> 


OU 


4z.c3-f-3y* 

13Z* 


const. 


EnGn  , ce  que  nous  avons  dit  précédemment  suffit  pour 
voir  que  généralement  dans  7oûfF1iqüafi5n“^éren- 
tielle  inexacte  et  homogène  entre  un  nombre  quel- 
conque de  variables , représentée  par 

P dx  -f  Qdy  -f-R dz -f-Ttfc  = o, 

dans  laquelle  on  aura 


p*  + Qy+Rz-.-.+  Tf  ==o (A)  , 

il  faudra,  pour  que  la  pijoposée  soit  intégrable,  qu’on 
puisse  trouver  un  facteur  6 qui  rende  en  même  temps 

<r=/0),  «Q=/@.  « =/Q,„c. 

■>.  6., 
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365.  Cependant  il  y a des  cas  où  l’équation  (e)  de 
l’article  précédent  étant  satisfaite  , et  la  proposée  étant 
susceptible  d’une  intégration  exacte  , on  ne  peut  trou- 
ver le  facteur  Ô qui  rend  en  même  temps  le  produit 
» oc 

6P  une  fonction  de  - , et  celui  ÔQ  une  fonction  de 
z 

y 

- , il  faut  alors  avoir  recours  à une  transformation 
z 

qui  conduit  à une  équation  ne  renfermant  plus  que 
deux  variables  qu’on  peut  séparer  si  la  proposée  est 
susceptible  d’intégration  ; telle  est  , par  exemple  , 
l’équation 

{ay — bz)  dx-f-  (cz — ax)  tfy-f-  (&x — cy)  dz  = o...(a)  , 
qui,  comparée  avec  l’équation 

P dx  -f-  Qdy  -f-  Rds  = o , 

donne 

P = a)’ — bz  , Q=cz—  ax  et  R = bx — cy , 
d’où 

P-£-fQy+Rz  =ayx — bzx-\-czy — axy-\-bxz — <yz=.o  j 

il  faudrait  dohc  , suivant  la  règle  précédente , trouver 
un  facteur  ô qui  rendit  en  même  temps 

6 (ay  — bz)  —f  - et  fl  (ez  ■—  ax)  , 

z 

ce  qui  est  impossible  : mais  faisant 

(y  ~rx  et  z = ux) . . . . (Z>)  , 

d’où 

dy  =z  rdx xdr  et  # dz  — udx  -f-  xdu, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , ônaura, 
toutes  réductions  faites  , l’équation 

( rü  ■ — a)drzz=  (cr  --  B)  du  t 
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d’où  l’on  tire  celle  séparée 

dr  du. 

cr  — - b eu  — a ‘ 

dont  l’intégrale  est 

l f” — — -"~|=Z.const.  ; 

L.cn — 

ou  passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques 
ef  substituant  les  valeurs  de  r et  de  u déduites  des'  . 
équation*  (è)  , on  a pour  intégrale  de  la  proposée  (n) , 


ez  — ax 


On  opérerait  d’une  manière  semblable  pour  les  équa- 
tiA  homogènes  à un  nombre  quelconque  de  variables 
qui  satisferaient  à l’équation  (A)  de  l'article  (364)  » 
si  l'on  avait  trop  de  peines  à trouver  le  facteur  inté- 
gral 6 qu’exige  la  méthode  de  l’article  364,  et  l’on 
n’aurait  plus,  comme  par  cette  dernière  méthode  où 
le' nombre  n de  variables  x y-y~t  ■*—»•»  réduiseal 

cc  y Zf  s 

aux  n — i variables  - , qu’à  intégrer  une 

t ¥ t t 

équation  qui  renfermerait  une  variable  de  moins. 

366.  Lorsque  dans  l’équation  différentielle  et  homo« 
gène  qu’on  veut  intégrer  , celle  ( k ) de  l’article  364 
n’est  pas  satisfaite , alors  le  facteur  intégral  6 [éq.  (33a)3 
est  toujours  connu.  Mais  il  est  souvent  plus  commode 
pour  opérer  cette  intégration,  de  se  servir  d’un  procédé 
semblable  à celui  de  l’article  365,  lequel  conduit,  dans 
ce  cas , à la  transformation  de  l'équation  qu’on  veut 
intégrer  en  une  autre  , dans  laquelle  il  ne  reste,  comme 
à l’article  33g  relativement  aux  équations  homogènes 
à deux  variables , que  l’une  des  anciennes  variables 


* 
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isolée  dans  un  seul  membre  avec  sa  différentielle  •,  de 
manière  que  l’on  n’a  plus  qu’à  intégrer  une  fonction 
différentielle  renfermant  une  variable  de  moins  que  la 
proposée.  Par  exemple  , soit  proposé  d’intégrer  l’équa- 
tion différentielle  inexacte  et  homogène 

( y 3 -f -y z 4-  za)  dx  -f-  (x*  -|-  xz  + z5)  dy 

+ xy  + y%)  dz=zo . . .(a). 

Il  est  évident  d’après  ce  que  nous  avons  démontré  à 
l’article  363  , que  pour  rendre  cette  équation  une 
différentielle  exacte  , il  faudrait  la  diviser  par  la 
quantité 

(y-f-yz-fz1)  x -f  (x*+xz+z7)y  -|-  (x“+xy-f-y')  z ; 

mais  il  est  beaucoup  plus  commode  pour  opérer  l’in- 
tégration de  la  proposée , de  se  servir  de  la  méthode  mie 
nous  venons  d’indiquer.  Soit  donc  fait  W 

yz=rx  et  z = ux,  # 

4' où  - \ 

dy  ~ rdx  ■+•  xdr  et  dz  — udx  xdu . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a)  , on  a, 
toutes  réductions  faites  , 

dx  du-\~  dr  rdu  -f-  udr  -(-  du  -f-  dr 
x u-t-r-J-i  ur-f-u  + r 

dont  l’intégrale  est 

lx—l(u  -4-r+i)  — / (ur  + u-f-r)  -f-J.coust.j 
donc  mettant  à la  place  de  r et  de  u leurs  valeurs 
respectives  et  — , et  passant  des  logarithmes  aux  ex- 

JC  JC 

pressions  algébriques , il  vient 

r + xz-±y*=COmt., 

y-\-x  + z 

ee  qui  est  l’intégrale  de  l’équation  (a). 
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367.  Il  est  évident,  d’après  ce  qui  a été  démontré  à 
l’article  363 , qu’on  trouvera  aisément  le  facteur  S de 
toute  équation  différentielle  qui  pourra  se  transformer 
en  une  homogène , puisque  le  facteur  (33a  ) de  cette 
transformée  étant  connu,  il  n’y  aura  qu’à  y substituer 
les  valeurs  des  nouvelles  variables  en  anciennes.  'Par 
exemple,  l’équation  (ng3)  [ art.  34c>3  se  transforme  en 
l’homogène  (289)  £art.  33  g 3 ; or,  le  facteur  qui  rend 
cette  dernière  équation  une  différentielle  exacte , est 

1 

4-  ( b + e)  xy+gy1  * 

donc  mettant  pour  abréger  a et  J1  à la  place  des 
valeurs  déterminées  de  ces  quantités  [ équat.  ( b ) , 
art.  34o3 , et  faisant  attention  que  des  équations  (a) 
du  même  article  34o , on  tire 

x =x'  — a et  y ~y' — }• , 

en  aura  pour  facteur  intégral  de  l’équation  (ag3)  la 
quantité 

a (x'— »)a4-  (é>4-e)(x' — «)  (y' — £ )4-£ {y — c f)a* 

368.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  long-temps 
sur  la  recherche  des  facteurs  intégraux  des  équations 
différentielles  inexactes  b plus  de  deux  variables;  car 
cette  recherche  offre  presque  toujours  des  difficultés 
insurmontables  , ce  qui  paraît  étonnant  lorsqu’on  fait 
attention  que  toute  équation  différentielle  inexacte  , 
susceptible  de  devenir  exacte  par  la  multiplication 
d’un  facteur  intégral , peut  encore  devenir  exacte  par 
la  multiplication  d’un  nombre  infini- d’autres  facteurs 
intégraux  qui  résultent  du  produit  d’un  seul  de  ces 
facteurs  par  une  fonction  quelconque  de  l’intégrale  de 


88  intégration  des  fonct.  et  équations 
la  proposée.  En  effet,  soit  supposé  que 
P dx  -f-  Qdy  -f-  etc. 

étant  une  fonction  différentielle  inexacte  , le  facteur  fl 
la  rende  exacte  , ,et  que  conséquemment  dU  repré- 
sentant la  différentielle  exacte  d'une  fonction  ü des 
variables  x ,y  , z , on  ait 

flPtfr-f-ÔQüfy  +SR^z  + etc.  =dü (a). 

II  est  clair  que  si  1 on  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  dernière  équation  par  une  fonction  de  U que 
_ je  représente  par  F (U) , de  sorte  que  le  second  membre 
de  l'équation 

£F  (U)Prfx-HF  (U)Qrfj/+0F(U)R<fc+etc  =F(U)dU 

soit  une  différentielle  exacte  ; le  premier  membre  de 
cette  équation  sera  dne  fonction  différentielle  exacte  j 
et  à cause  que  F (U)  peut  avoir  un  nombre  infini  de 
valeurs  différentes  , qui  rendront  F (U)  rfU  une  diffé- 
rentielle exacte,  il  s ensuit  que  si  un  seul  facteur 6 est 
susceptible  de  rendre  exacte  une  fonction  différentielle, 
il  y en  a un  nombre  infini  d autres  6F  (U)  qui  opére- 
ront le  même  effet. 


CHAPITRE  Y. 

De  la  méthode  inverse  des facteurs . 

369.  Toute  équation  différentielle  à deux  variables 
étant  susceptible  de  devenir  intégrable  par  la  multi- 
plication d’un  facteur  0 ( art.'  36o  ) , et  cependant 
l’analyse  étant  presque  toujours  insuffisante  pour  trou- 
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ver  ce  facteur  , nous  allons  prendre  une  marche  inverse 
de  celle  que  nous  avons  prise  dans  le  chapitre  précé- 
dent , c’est-à-dire  qu’au  lieu  de  chercher  directement 
le  facteur  qui  rend  intégrable  ifne  équation  différen- 
tielle , nous  allons  chercher  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coeffîciens  variables  des  différentielles  d’rqje 
équation  donnée  de  forme  seulement , pour  qu’un  fac- 
teur donné  aussi  de  forme  seulement , rende  l’équation 
intégrable.  C’est  dans  ces  recherches  qui  servent  à 
trouver  les  facteurs  propres  à rendre  intégrables  un 
nombre  infini  d’équations  différentielles  à deux  varia-  V 

blés , que  consiste  la  méthgde  inverse  des  facteurs  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

370.  Prc^jlème  I.  Trouver  la  relation  qui  doit  exis- 
ter entre  les  fonctions  indéterminées  X , X'  de  x qui 
entrent  dans  V équation 

Xyàx  -f- A'dx  -f-  ydy  =0 (333),  • 1 

et  celles  Ç,  £' . . . .£(m_0  de  même  nature  qui  entrent 

dans  l' expression  du  facteur  ' * 

ô ~ ' 

pour  que  l'équation  (333)  soit  intégrable  en  la  multi- 
pliant par  le  facteur  S. 

Solution.  Comparant  l’équation  (333)  avec  la 
générale 

P dx  -f-  Qt/y  = o , 

on  a 

V = Xy  + X.'  et  q=y> 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 227  ) 

* (art.  358)  , il  vient 

d?Q  dxH 

^+x>f-^s=-x! p35)- 
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Substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  de 
ttS,  d*b  et  0 que  donne  l’équation  (354)  . et  faisant 

à •/(*)  =f'Kr)  dx,  d'  = l tdx  , 
dç  — t[dx , dç"  = ç"x dx , etc.  , 

Adviendra  une  équation  complète  du  degré  m par 
rapport  à la  variable  y qui , devant  avoir  lieu  indépen- 
damment des  valeurs  de  y , ne  pourra  généralement 
être  satisfaite  qu’en  faisant  chacun  des  coefliciens  égal 
à zéro , ce  qui  donnera  un  nombre  m -f-  1 d’équations 
par  le  moyen  desquelles  on  cherchera  à déterminer 
les  valeurs  des  m -f-  1 indéterminées  X,  X',  , 

£" , etc.  , et  substituant  convenablement  ces  valeurs 
dans  les  deux  équations  (333)  et  (334)  » o^aura  satis- 
fait à la  solution  du  problème  proposé. 

Nous  allons , pour  éclaircir  cette  théorie , en  faire 
quelques  applications. 

I®.  PropQsons-nous  d’abord  de  trouver  les  valeurs  des 
quantités  indéterminées  X et  X'  de  l’équation  (333)  , 
pour  qu’elle  devienne  intégrable  en  la  divisant  par 

\y  +/(*)]"• 

Faisant  0 = F r*  - , on  a 

^ ly+fw? 

d*3  _ — n , 

~àÿ  ~ ly+fWl™ ; 

et 

dx8 — ndf  (x) — nf'  (x) 

~ Ly-\-f(x)]u-*-'dx  ~ [y+/(x)],+1’ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 335  ) , on  a 
celle 

( n •*—  î ) X V ^ -f-  /iX'  =o 
-nf(x)l  —f  (x)  X 
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qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
de^,  donne  le3  deux  équations 

{(«— i)  X— nf  (x)  = o et  nX'— f(x)X=o}. . .(a), 
d’où  l’on  tire 

X — nf  n^f(.x)  ,L\ 

n—  i “ ~(n—i)dx W» 

et 

^-/W/,(x)_/(x)d/(x) 
n — 1 (n — i)dx 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (333) , il  vient 
celle 

f§r+£“,+^  = ° (336). 

qui  n’est  pas  immédiatement  intégrable  , mais  qui  le 
devient  en  la  divisant  par  la  quantité 

Zy  +/(*)]“ C337)[*]- 

Soit , par  exemple  , 

/(x)  = x et  n = 2~  " 

alors  on  aura  l’équation  différentielle  non  intégrable 
aydx  -f-  xdx  y dy  — o , 

qui  le  devient  en  la  divisant  par  ( y -f.  x )•  f**] , et 

[*]  L’équation  (33<5)  étant  homogène,  pourrait  encore  se  rendre 
exacte  en  la  divisant  par  la  quantité 

<«'■ 363  )• 

L**]  Ce  diviseur  est  identique  avec  celui  dont  nous  avons  parlé 
dans  le  renvoi  précédent,  en  y faisant  \ 

n =*>  et  f{x)  = x. 


» 
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il  est  aisé  de  voir  qu’effectuant  l’intégration , on  a 
/T aydx+xdx+ydy ~|  _ T P J dy 1 

JL  (y+x)-  “ J~LJ  (y+*Y~  J 

= Qq— -H  (.y + *)  = conât-J 

Si  l’on  fait  n = 1 , l’équation  (&)  donne 
df  (x)  = o , d’où  f (.r)  = à une  constante  c (*)  ; 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  deux 
équations  (a)  , il  vient  celle 

X'  = cX  ; 

donc  l’équation  différentielle  inexacte 

Xydx  -f-  cX dx  -\~ydy  7=0 (ê) 

étant  divisée  pary -f-  c donnera  la  différentielle  exacte 
et  séparée 

(•>’ 

dont  l’intégrale  est 

/Xdx-^-y  — cl(y  c)  = const (a). 

II®.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  X , 
X'  et  £ pour  que  les  équations  de  la  forme  de  celle 
(333)  deviennent  intégrables  en  les  multipliant  par  le 
facteur 

ù ___ * 

(.y+fi*)y  + £)"* 

Faisant 

df  (x)  =/'  (x)  dx  et  d'  = Ç,dx, 


(*}  Il  ne  faut  pas  considérer  cette  constante  c comme  une  quan- 
tité constante  arbitraire  ; c’cst  nue  quantité  constante  quelconque  et 
déterminée  qui  entre  dans  X',  et  par  suite  dans  les  équations  (J1)  , 
(®)  ; et  la  constante  arbitraire  de  l’intégrale  de  cette  dernière  équation 
est  ce  que  nous  représentons  dans  l'équation  (x)  par  const. 
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M __  — nÇay-f/Çar)]  , 

dy  ~ Cyl  +/■(*) 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (335)  et  ordon- 
nant par  rapport  aux  puissances  de  y,  on  aura  l’équation 
(an— 1)  Xl_y»+(n— i)X/(x)l  y+nX'f(x)~o...(d)  , 
—nf\x)  J 4-anX'  \ — Xg 


— «P. 


J 


qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
de  y , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu’en  fai- 
sant chaque  coefficient  égal  à zéro  , ce  qui  donne  les 
trois  équations 


X=- 


~f  (*)■ 


an — iJ  

( n—  1 ) Xf  (x)  -j-  anX'  = n\x  , 

x'—*_2EL 

par  le  moyen  desquelles  éUmiaAnt-X^at-X^,  et  substi- 
tuant respectivement  aux  quantités  f (x)  et  g,  celles 

df(.r)  d£  . 

■ ^ ■ et  , on  parvient  a 1 équation 

A*)  - S C /(x)]-i/(x)=o....  fc), 

4 qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  f art.  540  » 
et  dont  conséquemment  on  trouvera  par  le  moyen  de 
la  formule  (297) , que  l’intégrale  est 

— » 4 0—0 

C /(*)]— ‘S  — i[/(x)I]  =C, 

en  représentant  par  c une  constante.  Prenant  dans 


V" 
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cette  dernière  équation  la  valeur  de  ? , on  a 

S = i [/W]‘  + c[/(x)]^ (/,)‘ 

Substituant  cette  valeur  de  £ » ainsi  que  celle  de  X 
£ équat.  (e)3  dans  l’équation  (J ’)  ; ensuite  substituant 
les  valeurs  de  X et  de  X'  dans  l’équation  (333) , et 
celle  de  £ £ équat.  (A)]  dans  le  facteur  fl  , on  aura 
l’équation  différentielle  inexacte 

nydf  O)  ■ f(x)df{x)  c [/(x)]a— ^(.r) 
an — i 4 (an — î)  an — î 

-fjrrfy  = o (338)  , 

qui  se  rendra  exacte  en  la  divisant  par  la  quantité 

{y*+fWy+i  [/(*)?+  c [/(x)]‘-“)-.. . .(33g). 

Cette  solution  ne  satisfait  pas  au  cas  où  n ~ \ ; mais 
alors  l’équation  (d)  se  réduit  à celle 

if  (*).?'+  \ X/(x)]  jy  - -i  X/(*).  = o ....(«), 
-X'  +Xç 

+ H.  J 

d’où 

ce  qui  donne 

f(x)=c, 

en  représentant  toujours  par  c une  constante.  Leu 
autres  coefficiehs  de  l’équation  (i)  étant  égalés  à zéro, 

mettant  à la  place  de  sa  valeur  ^ , et  par  le  moyen 

des  deux  équations  résultantes,  prenant  les  valeurs  de 
X et  de  X',  on  a 

x cAl  ^ _ &dï 

(4ï*~c *)<*«  • ( 4£— c*)Ze 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (333)  et  dans 
le  facteur  (534) , on  a l’équation  différentielle  inexacte 

+y4y  = ° • (34°) , 

qu’on  rendra  exacte  en  la  divisant  par 

V'V+O'-H (34  ')• 

Pour  intégrer  l’équation  différentielle  inexacte 

-<cy-f 20  d%  , ydy  __ 


+ 


o (34n)  , 


(.41— c1)  Vy*+<y+%  ' V y* Jrcy->r  Z 

commençons  par  intégrer  partiellement  le  dernier  terme 
par  rapport  à y , ce  qui  nous  donnera , d’après  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  249, 

ydy-==—  V'y1  ■+■  cy  + ? 

J V ?+<?+% 

— + \/y*+cy+%  j (h). 

Or , il  est  clair  que  l’intégrale  de  l’équation  (342)  ne 
peut  différer  de  celle  ( k ) que  d’une  fonction  de  x-,  cela 
posé,  différentiant  l’intégrale  précédente  par  rapport  à 
y et  ç,  ce  qui  donne  pour  sa  différentielle  complète 

y<?y C.y+V^+o'-fg]^ 

Vy'+cy+Z  Ÿ y'+y+Z  [y+c+z  VÿÀ+ çy+Z  j * 

ensuite  retranchant  cette  différentielle  de  celle  (34a), 
et  réduisant  au  même  dénominateur,  on  a la  fraction 

[2  ( ya4-çy4-0-f[c-f ay]  l/y+çy+0]  cà\ 

4[|— c“]  [ay-f-c-f-2  Ÿy-hcy+Ç]  V y*+cy-f% 
qui  réduite  à sa  plus  simple  expression  en  divisant  cès 
deux  termes  par 

[?y-\-c-\-  a V'V+O'-HlVV+O'+S» 


« 
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devient 


cd' 

4'Ù-  c’); 


or  l’intégrale  de  cette  dernière  fraction  est 


donc  ajoutant  cette  quantité  avec  l’intégrale  (A)  , on 
aura  complètement 


/Xéquat.  (342)  ] — ! çy+  § 


+e-  r -i_  const 

2 ‘-^  + ïc+  V/.y**+'  cy-f- 


}...(343). 


Si  n = i^t  alors  l’équation  (338)  se  réduit  à celle 
homogène 

ydf  (x)  +— ^ / (x)  df  (x)  -f_yc/y  =0 ( / ) , 

et  la  quantité.  (33_q)  par  laquelle  on  doit  la  diviser 
poür  la  rendre  une  diüérentielle  exacte  devient 


ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  démontré 
à l’article  363. 

Si  nous  poursuivions  nos  recherches  sur  le  même 
sujet , c’est-à-dire , si  nous  nous  proposions  en  troisième 
lieu  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
X , X',  \ et  % pour  que  les  équations  différentielles 
inexactes  de  la  forme  de  celle  (333)  , pussent  devenir 
exactes  en  les  divisant  par  une  quantité  delà  forme 

' (/+/(*)y+£y+?n 
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il  faudrait,  pour  déterminer  g et  intégrer  des 
équations  différentielles  du  second  ordre  dont  nous 
n’avons  pas  encorè  parlé  , et  qui  d'ailleurs  sont  géné- 
ralement très- difficiles  à intégrer. 

Il  est  à propos  d’observer  que  si  l’on  change  seule-^ 
ment  les  signes  de  n dans  les  résultats  précédens,  on 
• satisfera  de  même  à la  solution  du  problème  dont  la 
condition  est  que  le  facteur  soit  de  la  forme 

lym+Kx)y^'+Zy^+ïym-3;::+$'»-*y..  .(344). 

On  trouvera,  par  exemple,  que  l’équation  différentielle 
inexacte 

3-t-sn 

nydf  (x)  f(x)df{x)  c [/(  x)]~  ™+'df  (r) 
i2/i -f-x  4(2/i+i)  an -f-i 

+ydy  = o.l (345)  ' 

devient  exacte  en  la  multipliant  par 

{ y'+f(*)y +*  (546). 

371.  Problème  II.  Détgrmiaer-lu-  relation  qui  doit 
exister  entre  X et  X'  pour  que  les  trois  équations  diffé- 
rentielles inexactes  * 

(a) Aydx  -4-  X'àx  -}-  ydy  = 01 

(à) Xydx  + X'ày  + ydy  = 0 [ (347) 

(c) À'ydx  -f-  X'dy  -f-  xdx  = oj 

deviennent  exactes  en  les  multipliant  par  le  facteur 
Ô = (x  + y)» ......  (348). 

Solution.  1°.  Comparantl’équation  (a)  avec  celle 

Vdx  -f-  Qdy  = 0 (d)  [ équat.  (3 26) , art.  358  ] , 

/ 

on  a 

P = Xy+X'  et  Q=y; 

2-  7 * 
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Si  l’exposant  n du  facteur  (^8)  était  négatif,  alors 
à la  place  de  l’équation  (34g) , on  aurait  celle 

ny  dx  + ydy  = o (35 1 ) , 

qui  deviendrait  une  différentielle  exacte  en  la  divisant 
par  (x-+-_y)'1,  et  il  est  aisé  de  trouver,  toujours  d’après 
la  méthode  de  l’article  (323) , que 

• /Céquat.  (35i )]=y^Q^_ 


:û] 


-[,-0 


-(-*+.)0'‘ 

i)(y+x)»-‘  ■(n-r)(y+x)'-<=COnatI|-(35a)- 

La  solution  précédente  échappe  au  cas  où  n = — î • 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  pour  cette  valeur  de  n , 
l’équation  (34g)  , ainsi  que  celle  (a)  du  groupe  (347)  » 
se  réduisent  à l’équation 

ydy  = O, 

qui  est  immédiatement  intégrable  sans  le  secours  de 
tacteur.  Donc  toute  éqiiation  de  lajQrme.jdexdie.(a)f 
dans  laquelle  les  fonctions  X et  X'  de  x;  ne  sont 
pas  des  quantités  milles , ne  peut  s’intégrer  en  la  divi- 
sant par  x-f -y.  La  même  solution  (35a)  échappe  encore 
au  cas  de  n — — 2 dans  l’équation  (34g) , ou  n = a , 


différentielle  exacte  en  la  diviiant  par 

( nX  — x ) x 


y 1 (art.  363), 


c’est-à-dire  en  la  multipliant  par 


i 


(y+x)["r-*-.r — x)  * 

qui  est  le  produit  du  premier  facteur  ( y x )*  multiplié  par  la 
( n-+-  a)™*  partie  de  l'unité  divisée  par  l’intégrale  de  l’équation  (347). 

7-- 
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dans  l’équation  (35i  ) , parce  qu’alors  il  y a des  loga- 
rithmes dans  l’intégrale.  En'effet,  il  est  aisé  de  voir  que 

ce  qui , conséquemment , est  l’intégrale  de  l’équation 
( 2y  -|-  x ) dx  -\-ydy  = o. 

II0.  L’équation  (b)  comparée  avec  celle  (<i)  donne 
P — Xy  et  Q=X'+_y, 

d’où 

rfrp __  dX! 

dy  ==*  dx  dx’  , 

Substituant  ces  valeurs  , ainsi  que  celle  n (x 

de  -j-  et  de  dans  l’équation  (3ay)  £ art.  358  3 » on 

a celle 

[c»+OX-g-  »>-[»X'+g-Xx]=o. 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
yt  sera  généralement  satisfaite  en  posant  les  équations 

, , .Y  dX' 

(n+  1 ) X — — n — ° (e) 

et  nX'+^-X*  = o (f), 

par  le  moyen  desquelles  éliminant  X et  multipliant  la 
résultante  par  dx , il  vient  l’équation  différentielle 

xdX'  -f-  ( n -f-  i ) X'dx  — x dx  , 

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (2.9S)[]art,  340  » 
et  dont  conséquemment  l’intégrale  donnée  par  l’équa- 
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tion  (297)  du  meme  article,  est 

A “(n  + a)  *""■* 

en  représentant  par  c une  constante.  Mais  éliminant 
dX.' 

entre  les  deux  équations  (c)  et  ( f ) , on  a celle 
x— X' 


X = 


x 


et  y substituant  la  valeur  de  X'  £équat.  (g)],  il  vient 
n + 1 c 


X = 


n -f-  a ( n -f-  2)  x***' 


Enfin  mettant  cette  valeur  de  X et  celle  de  X.' 
Qéquat.  (g-)]  dans  l’équation  (b) , on  a celle  différen- 
tielle inexacte 


x 


-f-  a ) x'1+!  n- f-  » 


=q-  — (353)  ; 


qui  devient  exacte  en  la  multipliant  par  (x-J-y')*;  et 
prenant  l’intégrale  par  rapport  à y seul  des  trois  der- 
niers termes  de  l’équation  (353)  multipliée  par  (x-f-y)”, 
ce  qui  donne  l’intégrale  entière  de  cette  équation  f 
puisqu’après  sa  multiplication  par  (x  -\~y  )*,aon  pre-? 
mier  membre  est  une  fonction  différentielle  exacte 
( art.  3a3) , on  aura 

/[ équat.  (353)]=^^^, />■»(*•<?)• 

■+*  Pydy  (*  + y )n  = const. , 
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et  effectuant  les  intégrations , il  vient 

/[  équat.  (353)]  = 

= { (x+^)  *+'  Q>"fr  1 )y  + = const .}....  (354) . 

Si  n est  négatif,  alors  on  a l’équation  inexacte 
— ydx  -f-  cx"~'dy 


n — a 

xdy 


—J-+ydy=o. 


il 2 

.(355), 


qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (jr-f-j)n,  et 
intégrant  comme  nous  l’avons  fait  pour  l’équation  (353) 
d’après  la  règle  prescrite  à l’article  3a3 , on  a 

/[(éq.  (355)]  = [£î^^^=oonSt.]..p56). 

Si  n =—  î , alors  substituant  cette  valeur  de  n dans 
1 équation  (353)  , ou  plus  simplement  faisant  n i 
dans  l'équation  (355)  , on  a l’équation  différentielle 
inexacte 

~Cy^X-  + (*  + c)  dy  ~f" ydy  = o : ..(357)  » 

qui  divisée  par  y -f- x est  exacte , et  Ton  trouve 

/[  éq.  (357)]  = [cl  X^)  4 -y  =const.^j..(358). 

Si  n = — 2 , alors  faisant  dans  l’équation  (355)  n= 2, 
le  dernier  terme  ydy  disparaît,  et  il  reste  l’équation 
différentielle  homogène  inexacte 

ydx  -f-  cydx  — cxdy  — xdy  = o ...... . ( h ) , 

qui  divisée  par  (y  -f" x )a  devient  exacte,  et  alors  son 


Digitized  by  Google 


A PLUSIEURS  VARIABLES. 


intégrale  est 


y + * 

III0.  Pour  la  troisième  équation  (c)  du  groupe  (347) } 
on  a 

P = Xy  + x et  Q =X', 

d’où 

dnP_  _ dX! 

dx  et  dx  dx  ’ 

ainsi  faisant  les  substitutions  convenables  dans  l’équa- 
tion (327)  [ art.  3583  , on  a celle 

j^(/x-f-i)X— nx—nX'—~x-i-Xx=o} 

qui  devant  être  satisfaite  indépendamment  des  valeurs 
de  y , donne  les  deux  équations 

('*+>)X1-f=o  ......(O 


et  nx  — TtX' — —j—  x -f-  Xx  = o (k)  , 


(?)  Ce  résultat  est  conforme  h ce  qui  a été  dit  à l’article  364-  En 
effet , on  a dans  l’cquation  (h)  celle  Q = — P - qui  est  satisfaite  ; 
il  faut  donc  multiplier  l'équation  (A)  par  un  facteur  qui  rende 

6Py  ou  ô ( 1 -+-  c ) y1  une  fonction  de  - , ce  qui  aura  lieu  en 
faisant 


puisqu’alors  on  aura 


6(1-**  c)y>  = 


Digitized  by  Google 


104  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
d'où  éliminant  X , il  vient  l’équation  différentielle 
xdX'  4~  ( n -f-  1 ) X'dx  = (n  — 1 ) xdx  , 
qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  [art.  340  » 
et  dont  conséquemment  l’intégrale  donnée  par  l’équa- 
tion (297)  [art.  341 J est 


„ . . v,  «4-1 
xn+‘X — x‘ 


n+2 . 


dX' 


n 4-2 


: C. . . . ( /) 


Mais  éliminant  entre  les  deux  équations  ( i ) et 
(i)  , il  vient 

Y — X' 

X “ 1 a;  * 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  X'  déduite  de  l’équation  (c ) , on  a celle 

X = —, (m). 

n 4-2  x"+J  v 

Enfin  mettant  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  X' 
[ équat.  (/■)]  dans  l’équation  (c) , on  a celle  différen- 
tielle inexacte  , 


■D 


4-  1 
4-3 


; 4-  3 
x 4- 


4-  x~j  dx 


.(35g), 


qu’on  rendra  exacte  en  la  multipliant  par  (x4\y)*- 
Ainsi  on  aura,  d’après  la  règle  de  l’article  (3a3)  , 
/[équat.  ( 35g )]  = 

= {[  S 1 + ^ ~\p c =• } • 

et  effectuant  l’intégration  , il  vient 

/[équat.  (35g)]  = 

- Ë^r=“">'-]-p6o)- 
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Si  n est  négatif,  alors  l’équation  (35g)  se  réduit  à 
celle  différentielle  inexacte 


n~'~]  dy  = 


71—  I 

n — a 


x -f*  cx: 


dx 

o . . . . (36 1 ) , 


qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (x  -f-.y)*,  et 
intégrant  à l’ordinaire  suivant  la  règle  de  l’article  3a3  , 
on  a.. 

/[équat.  (36i)]=: 

Dans  le  cas  de  n = — i pour  l’équation  (35q) , ou  de 
n — î pour  celle  (36 1)  , on  a les  intégrales  respectives 

(360)  et  (36a)  de  ces  équations  qui  sont  insignifiantes. 
Mais  substituant  cette  valeur  de  n= — î dans  l'équa- 
tion (35g) , ou  plutôt  celle  de  n = î dans  l’équation 

(36 1)  , on  a celle  inexacte 


.(363), 


(V  — + Æ)  dx+cdy  = ( 

qu’on  rendra  exacte  en  la  divisant  par  y +x  \ ainsi 
on  aura  à intégrer  l’équation  différentielle  exacte 
cydx 


dx  ■ 


i c<fy 

+ i — ==° 


'x+y 


ou 


&+r[M:(.+r)]=„+ 


cd 


G) 


-=o. 


1 +- 


et  intégrant , il  viendra 


/[équat.  (363)] =Qc  -j-  cl  const  ~j- • ■•(364). 
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Si  n — — 2 , alors  faisant  dans  l’équation  (36a)  n=  2', 
elle  se  réduit  à l'inexacte 

ydx  — xdy  = o , 

qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (y  -f-  x )*,  et  a 
pour  intégrale  , après  cette  division  , 


const.  = 


x+y 

37a.  PROBLÈME  III.  Trouver  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  quantités  X , qui  représentent 

des  fonctions  de  x , afin  que  les  équations  différen- 
tielles inexactes  de  la  forme 

dy  -f-  yadx  -f-  Xdx  = 0 (365) 

deviennent  exactes  en  les  multipliant  par  un  facteur 
de  la  forme 


F(x) 


.(366), 


y'+2Zy+ï 

dans  lequel  F(x)  représente  une  fonction  détermi- 
née de  x 

Solution.  Comparant  l’équation  (365)  avec  celle 
Tdx  -f-  Qdy  = o , on  a 

P r=  ya  -f-  X et  Q = 1 , 

donc 

dy  P * 

Tiy-=*y  et  S=°’ 

de  plus,  faisant  pour  abréger 


E et  r=S'| 

~ dx  Kl  dx] 


•(«)* 
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107  , 


<^8 — nyF  (x)  -f-  2çF(  x ) 

dy  “ ~ + 2^y  -K']1  ' 


d‘9  . [ V’  + ^ ] F,'(x)  - F(  x ) [ay?,  + £] 

^ [<y*  + a^y  — è'3* 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3a7)[art-5583 , 
multipliant  par  %\y  + $'  )%  réduisant , transpo- 

sant tous  les  termes  dans  le  premier  membre  et  or- 
donnant par  rapport  aux  puissances  de  y , il  vient 
l’équation 

2F  (x)  l ly'—nF  (x)  X ] _y — 2F  (x)X*  = en 
— F' (x)  j — aF'(x)  P ( - F'(x)  % ).:.(&), 

+aF(*)|,  ( + F (x)  £ J 

+2F  (x)  ï J 


qui  ne  peut  être  généralement  satisfaite  indépendam- 
ment des  valeurs  de^/ , qu’en  faisant  chacun  des  coeffi- 
ciens  de  y égal  à zéro.  Or , le  coefficient  de  y*  étant 
rendu  nul,  donne 


donc 


F'(x) 


-rr:-.fr)-; 


2F  (x)  ’ 


, _ F(.r)F"(x)-[F'(x)]« 
-r~  a[F(x)]* 


[3e,  2e  et  ireéq.dugrou.(a)]. 


Substituant  ces  valeurs  dans  le  coefficient  de  y égalé 
à zéro,  on  a * 


_ F(x)F»(x)- 2 [F'(xQ]» 
“ 2 [ F (x)3“ 


n-r — c^); 


donc  la  troisième  colonne  de  l’équation  (b)  étant  éga- 
lée à zéro  , on  a 


F(x)r-;_2F'(x)£'. 


F(x)  F'(x)  F"(x)-2  [F'(x)]»  _ 
2[FCx)]* 
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d! 


Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ^ 

[[dernière  équat.  du  groupe  (a)]  , multipliant  par  dx  , 
et  faisant  attention  que  F'(x)  dx—  t?F(.r)  [[  première 
équat.  du  groupe  (a)}  , on  a l'équation  différentielle 

F(x)  d-:  - 2;VF(x) 



qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  [art.  340  > 
et  dont  conséquemment  l'intégrale  donnée  par  l’équa- 
tion (297)  est 


/ 


F(x)F"(x)-a[F'(x)y 


PM? 


dF(x) (e)  , 


Substituant  cette  valeur  de  % dans  celle  de  X [[équat. 
(rf)[]  ; ensuite  la  valeur  résultante  de  X dans  l’équation 
(365)  ; enfin  substituant  les  valeurs  de  £ et  de 
[[équat.  (c)  et  (e)[]  dans  l’équation  (366)  , on  aura  celle 
différentielle  inexacte 

dy+y-dx  + - A aî[F(x)3*L  ^ + 

{iUMP  \jc  + ^(X)j}^...(567) , 


qu’on  rendra  exacte  en  la  multipliant  par 
F(x) 


y4 


no,y 


. . (368). 


F(x) 


4-i[F(-r)]*X 
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ieg 


d’où 


F (x)  = xm  , 


F'(x)  = mi""1 , F',(x)=m(f7i — I ) x’ 


et 


F(  x ) F"(,c)  3 [ F'(.r)]* 

7 CF(x)3»  | j 

= _m.  (m+i) 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (367)  et  (368), 
on  a l’équation  différentielle  inexate 

dy-ty’dx  — x~*dx-\-cx^wdx—0 . . . (36g) , 

qui  devient  exacte  en  la  multipliant  par 


.(370). 


yx  -f-  inyx- *•(-  ex1™  -f-  ^ m’jc-4 

» . * 

Pour  intégrer  l’équation  (36g)  multipliée  par  le  fac- 
teur (370)  , nous  nous  y £rendrons  de  la  manière 


suivante 


r 


f C équat.  (36g)  X (?70)]  = 

y1  -+>  myx~l  -f-  cx*n  -f-  ^ mtx~a 
1 r sxy-f-m 

= T7:arc  tans  — 


+-<P  (-c) 


Ve 


L_ 


0 


2 ÿcxm+l, 

+ <p(x)  [équat.  (180) , art.  241  ) (f), 

Dilférentiant  cette  dernière  équation  , il  vient 

[ équat.  (36g)  X (370)]  = 
nyxm~idx-{-xmdy — \ mfm-f-i  ) xm~*dx 


— mv 


_y‘4-my  cx*m+  ; m*x~% 


-bty(-r)  •...(£). 


1 IO  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Mois 

[ équat.  (36g)  X (370)]  = . 

xmdy  -f-_y *xmdx  — \m  (m-J-a)  æmJr2dx  -f -cx3mdx  _ 

y2  -j-  myx~'  -f-  cx*m  -f-  \ m“x_1  1 

donc  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  ( g ) ; 
ensuite  prenant  dans  la  résultante  la  valeur  de  dçÇx) , 
on  aura  , tontes  réductions  faites , 

d<p  (j:)  = x"'dx , d’où  <p  (x)  = — — — - ; 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (/) , il  vien— 
dra  complètement 

f /[équat.  (369)]=[~-  arc  (tang  = 

jm-fi  — 1 

H ; = C0nSt.  I.  . I . *.(371). 

m -f- 1 _|  v ' 

Remarque.  Faisant  successivement  m = o et  m— — a , 
l’équation  (36g)  se  réduit  respectivement  à ces  deux 


valeurs  de  m aux  deux  équations 

dy  -f-  y*dx  -f-  cdx  = o ...... . (A) 

et  dy  -f-  y*dx  -f-  cx~4dx  =0 ( i ) , 


qui  sont  de  la  forme  de  celle  du  comte  Riccati 
[ équat.  (3ia)]  , dans  les  premier  et  troisième  cas  de 
séparation  [série  (3i6)  , art.  35 1 ]. 

On  trouve  tout  de  suite  par  le  moyen  de  la  formule 
(371)  que  * 

/(A)=[p^arC (ta”S  = V/c)  +x~  const*J  » 

(tang==^=^-^=const.](‘). 


(f)  Coœparaut  lVquation  ( i)  avec  celle  (3nj)  [art.  35*  ] , on  a 
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. 373.  De  même , si  l’on  veut  connaître  la  relation 
qui  doit  exister  entre  certaines  fonctions  indétermi- 
nées des  variables  qui  se  trouvent  dans  une  équation 
différentielle  inexacte  à trois  variables  de  forme  dé- 
signée , et  dans  le  facteur  aussi  de  forme  désignée , qui 
doit  rendre  exacte  l’équation  différentielle  ; on  cher- 
chera par  .le  moyen  des  trois  équations  dq  groupe  (à) 
£ art.  35g  3 , à déterminer  les  valeurs  des  fonctions  in- 
déterminées par  un  procédé  semblable  à celui  dont 
nous  nous  sommes  servis  précédemment  pour  les  équa- 
tions à deux  variables.  Mais  afin  que  cette  méthode 
réussisse  , il  faut  que  le  nombre  d’équations  essentielle- 
ment différentes  , ne  surpasse  pas  celui  des  variables, 
et  que  dans  ce  nombre  aucune  ne  se  contredise. 


c = — c,  h = — 1 et  ç -+-  4 = i 1 ou  g — a. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3  ta)  [art.  35i]  , il  vient  celle 


dz=z  — cdu  — z3  du  ou 

dont  l'intégrale  est 

« 

conn.  zrz  •—  u 

ruais  * 


donc 


y_ 

U* 


= — (yx'—x), 


t 

const.  = — 7-  are 

yc 


X (y*—  »n  t 
Vc  J x’ 


ce  qui  est  la  même  intégrale  que  celle  que  nous  a dounc  directement 
ta  formule  (3;i). 
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CHAPITRE  VI 

Des  intégrales  et  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  ; 
propriété  des  facteurs  ou  diviseurs  qui  ren- 
dent exactes  les  équations  différentielles 
inexactes , et  qui  sert,  dans  un  grand  nombre 

de  cas , a découvrir  ces  facteurs. 

« 

374.  (AuelLe  que  soit  la  valeur  que  l’on  donne  à la 
constante  qui  complète  une  intégrale,  la  différentielle 
de  cette  intégrale  étant  toujours  la  même,  il  s’ensuit 
qu’une  seule  équation  différentielle  a un  nombre  infini 
d’intégrales  différentes,  que  nous  appellerons  intégrales 
particulières. 

Outre  ce  nombre  infini  d’intégrales  qui  satisfont 
l’équation  différentielle  proposée  par  voie  de  différen- 
tiation, il  y a encore  quelquefois  des  équations  primi- 
tives variables  absolument  indépendantes  de  l’intégrale 
de  la  proposée , qui  satisfont  à cette  dernière  équation  , 
soit  par  voie  de  simple  substitution , soit  par  voie  de 
substitution  et  de  différentiation.  Nous  appellerons  ces 
équations  primitives , solutions  particulières  (*). 


(*)  Les  dénominations  &' intégrales  particulières  et  solutions 
particulières  que  beaucoup  de  Géomitres  n'ont  pas  données  aux 
mêmes  choses  que  nous  leur  faisons  exprimer  , ont  cependant  été 
adoptées  par  Laplnce,  et  nous  n’avons  pas  hésite,  d’apris  cet 
illustre  Géomètre,  de  nous  en  servir  ; d'ailleurs  les  dénominations  en 
question  nous  paraissent  mieux  exprimer  que  toute  autre,  le  vrai 
caractère  des  choses  qu’elles  indiquent. 

376. 
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376.  Toute  équation  différentielle 

P dx  -+•  Q dy  -J-  IWz  H-  etc.  = o , 

dans  laquelle  les  coefficiens  variables  P,  Q,  R....< 
auront  des  diviseurs  variables  communs , sera  évidera- 
jqeqt  satisfaite  en  faisant  chacun  de  ces  diviseurs  égal 
à zéro  ; donc  alors  l’équation  proposée  aura  autant  de 
solutions  particulières  de  première  espèce , c’est-  à-dire , 
qui  satisfont  à la  proposée  par  simple  voie  de  substitu- 
tion, qu’il  y a de  diviseurs  variables  communs  à tous 

les  coefficiens  P , Q , R Ainsi  la  recherche  de 

ces  solutions  particulières  n’exige  que  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  plusieurs  polynômes. 

. 377.  Mais  il  arrive  aussi  quelquefois  que  les  coefli- 

ciens  variables  P , Q,  R u’ ayant  pas  de  communs 

diviseifrs  , on  trouve  cependant  des  équations  v^fiable* 
indépendantes  de  l’intégrale  de  la  proposée,  qui  satis-N 
font  à cette  dernière  équation.  Par  exemple , l’équation 
différentielle  * 

• { \Æxy  (xj— fl)  (x3— y*)]  — x (xy—  Ot/x*— y* 


0 V x'—y'+x  V xy  — a xy  ] dx=  o . . . (a)/ 

qui , divisée  par  \/  xy  (xy— a)(x*— -y*)  , a pour  inté- 
grale complète 

y — vTxy—  axy  3 -f  V Xa—  f-f-  c (£)  , 

en  représentant  par  c la  constante  arbitraire , a pour 
solutions  particulières  de  seconde  espèce  , c’est-à-dire 
pour  solutions  particulières  qui  satisfont  à la  proposée 
par  voie  de  substitution  et  de  différentiation  , les  deux 
* équations 

00 ,xy=3  et  x*=y (</)• 
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» En  effet , la  première  de  ces  équations  réduit  celle 
(a)  à l’équation 

x V x 1 — -y*dy  -f-J'  V x3 — y 2dx=.  o , 
ou  xdy  + ydx  = o , 

ce  qui  est  précisément  la  différentielle  de  l’équation* 
(c).  De  même  l’équatioq  {d)  réduit  la  proposée  (à) 
à celle 

ydy  — xdx  = o , • 

qui  est  précisément  la  différentielle  de  l'équation  ( d ). 
Nous  allons  nous  occuper  dans  les  articles  suivans , de 
la  recherche  de  ces  solutions  particulières , qui  sont 
presque  toujours  aussi  utiles  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes, que  l'intégration  coriiplète  des  équations  diffé— 

' rentielles  auxquelles  ont  donné  lieu  ces  problèmes. 

378.  Si  l’équation  différentielle 

• d*(x,y)  — °> 

a pour  intégrale  immédiate  l’équation  rationnelle  * 

/ C x , y ) =.c  , 

il  est  clair  que  la  différentiation  de  cette  intégrale  ne 
peut  que  produire  la  proposée 

' dF(x,y)  s=  O) 

mais  si  l’intégrale  immédiate  de  cette  dernière  équa- 
tion étant  affectée  de  quantités  radicales  telle  que 
l’équation 

f X-z.y)  + Vf  ix,y)  + Vf  (x>  jr)  + etc.  SBC . . . (a) , 

on  la  rend  rationnelle  , alors  cette  intégrale  se  pré- 
sentera sous  la  forme  de  l’équation 

9 (*; y ) + ff'  ( x,y)  + . • • -f- ;C»=50. . . (£), 

\ 


I 


* 
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dont  il  est  évident  que  la  différentielle  ne  reproduira 
plus  l’équation 

dF(x0-)=o 

dopt  elle  est  l’intégrale,  mais  sera  Une  équation  diffé- 
rentielle affectée  de  c et  du  degré  q — i par  rapport 
à cette  constante.  Cependant  de  la  différentielle  de 
1 intégrale  (è)  , on  déduira  la  proposée 

„ rfF(a:»ly)  = o> 

.en  résolvant  l’équation  d(b)  = o par  rapport  à c , jet 
introduisant  cette  valeur  de  c dans  l’intégrale  immé- 
diate (n). 

Pour  rendre  ceci  plus  sensible , prenons  pour  exemple 
l'équation  » 

(a  V'xy+x)dy+ydx=i:o (c), 

qui,  divisée  par  2 \/ xy , a pour  intégrale  complète 

y+[/xy=zc ( d ).  * 

Eliminant  de  cette  dernière  équation  le  radical , il 
vient  l’équation  rationnelle 

y — xy — 2cy  + c*=  o , ' '"'p*-  ' 

dont  la  différentielle 

( oy  — x — 2c)  dy  —ydx  = 0 1 . . (e) 

diffère  de  celle  proposée  (c)  ; mais  on  tire  de  l’équa- 
tion (e)  celle 


et  introduisant  cette  valeur  de  c dans  l’équation  (d) , 
on  reproduit  la  proposée  (c). 

37g.  Cela  posé , soit  l’équation  différentielle 

dF(x,y)  = o (a)  , 

8.. 


■s.  _ 
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dont  nous  représenterons  l'intégrale  complète  et  immé- 
diate par 

f(.x,y)+  KTÜT3Ô+  Vf 

• 

Eliminant  les  radicaux  dans  cette  dernière  équation  , 
il  viendra  pour  intégrale  rationnelle  de  la  proposée 
(a)  , une  équation  que  nous  représenterons  par 

« (iJ.O  = o (c).  . 

Ainsi  dilFérentiant  cette  dernière  équation  par  rapport 
à *et^,  tirant  de  la  différentielle 

d*y<b  (x,y , c)  =o (ci) 

la  valeur  de  c qne  nous  supposons  être  donnée  pat 
l’equation 

c = <t>'  (x,y)  + *”  (f>y>z£) oo» 

» 

et  substituant  cette  valeur  de  c , ou  toute  autre  prove- 
nant de  la  résolution  de  l’équation  (d) , qui  peut  être 
d’un  degré  supérieur  au  premier  par  rapport  à c,  on 
reproduira  la  proposée  (art.  3y8  ) ; et  il  n’y  a que  ces 
valeurs  de’  c qui  peuvent  produire  un  tel  effet.  Mais 
toute  autre  valeur  de  cque  je  représenterai  par  c',  qui, 
bien  loin  d'altérer  celle  donnée  par  l*équation  (e)  , 

rendra  impossible  qu’elle  n’existe  pas  , devra  évidem- 
ment changer  l’équation  (è)  eu  une  autre  qui  satisfera 
à la  proposée  ; car  si  cela  n’avait  pas  lieu , il  s’ensuivrait 
que  ce  que  deviendrait  l’équation  (b)  par  la.  substitu- 
tion de  la  valeur  en  question  de  c',  ne  réduisant  pas 
celle  (a)  à l’identique  o=o , ou  aurait  une  autre  équa- 


[»]  Je  ne  considérerai , pour  abréger,  qu’une  seule  des  valeurs 
de  c donnée  par  l'équation  (d). 

• * 
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tion  différentielle 

= °» 

dontconséquemmentl’intégrale  serait  différente  de  celle 
(é),  ce  qui  changerait  l’équation  (c)  et  par  conséquent 
celle  (ri)  ; donc  la  valeur  de  c serait  différente  de  celle 
donnée  par  l’équation  (e)  ; d’où  il  s’ensuivrait  que  la 
valeur  en  question  de  c , substituée  dans  l’équation (£) , 
ne  nécessiterait  plus  celle  c donnée  par  l’équation  (e)  -, 
ce  qui  est  contraire  à ce  que  nous  supposons  devoir  exis- 
ter , et  que  nous  allons  démontrer  pouvoir  toujours 
avoir  lieu.  En  effet,  différentiant  l’équation  (c)  par 
rapport  à x , y et  c , en  effectuant  seulement  la  diffé- 
rentiation par  rapport  à t,  on  a 

diy<b  {x,y  tc)+ç{x,y,c')dc=  o. (f). 

Or , il  est  évident  que  cette  équation  se  réduira  à celle 
(J) , et  par  conséquent  donnera  nécessairement  à c la 
Valeur  exprimée  par  l’équation  (e)  , si  l’on  fait 
<?  (x,y,  c)dc=  o, 

équation  à laquelle  on' peut  satisfaire  dé'  deux 
manières,  i°.  en  faisant  de  — o,  ce  qui  donne 
c = const.  ; et  comme  on  peut  faire  *cette  constante 

égale  à une  quantité  quelconque  a,  b , il  en 

résulte  pour  l’équation  (Z>)  une  simple  intégrale  parti- 
culière de  la  proposée  (o) , que  nous  savons  devoir  tou- 
jours satisfaire  à cette  dernière  équation  (art.  374)- 
2°. «n  faisant  <p(x  ,y , c)  = o •,  d’où  résulte 

0 c'  = *'(x,^) (g), 

qui  substituée  dans  l’équation  (à)  , donne  lieu  , comme 
nous  l’avons  vu  précédemment , à une  solution  parti- 
culière de  la  proposée:  pt  généralement  on  aura  autant 
de  solutions  particulières  de  l’équation  (o)  que  Pou 
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pourra  déduire  de  valeurs  de  c'  de  l’équation 

<p  (x.yï c,)  = o. 

Si  la  valeur  de  c donnée  par  l’équation  (g)  était  cons- 
tante, alors  on  aurait  encore  par  la  substitution  de  cette 
valeur  de  c dans  l’équation  (6)  , une  simple  intégrale 
particulière  de  la  proposée. 

’ 1 > ’ l . 

380.  De  la  théorie  précédente , il  suit  évidem- 
ment qu’une  équation  différentielle  rationnelle  algé- 
brique ne  peut  avoir  de  solutions  particulières,  puisque 
l’intégrale  d’une  telle  équation  se  présentant  toujours 
sous  la  seule  forme  algébrique  rationnelle , on  ne  pourra 
pas  obtenir  pour  c une  valeur  telle  que  celle  donnée 
par  l’équation  (e)  de  l’article  précédent , et  par  consé- 
quent à des  valeurs  de  c‘  qui  conduisent  aux  solutions 
particulières  de  la  proposée. 

381.  D’après  toutes  ces  considérations,  nous  con- 
clurons la  règle  générale  suivante,  pour  trouver  les 
solutions  particulières  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  qui  ne  sont  pas  rationnelles  algébriques , 
et  qui  sont  susceptibles  d’en  avoir. 

L'intégrale  u mmédiale  se  présentant  sons  une  forme 
irrationnelle,  onia  complétera  d'abord  avec  une  cons- 
tante c , ensuite  on  la  rendra  rationnelle  (opération 
qui  est  absolument  du  ressort  de  la  simple  algèbre)  -} 
on  dijjirentiera  cette-  équation  par  rapport  à c seule- 
ment , sans  écrire  de  ; on  fera  le  résultat  égal  à zéro , 
et  tirant  de  cette  équation  toutes  les  valeujL  de  c , on 
les  substituera  dans  l’intégrale  immédiate  et  rendue 
complète,  ce  qui  donnera  toutes  les  solutions  particu- 
lières île  la  proposée. 

Application.  Trouver  les  solutions  particulières 
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des  équations  de  la  forme 

df(x,y) df'(X,I-)I!_,  = ° («)• 

« 

Il  est  aisé  de  voir  que  l’intégrale  immédiate  et  com- 
plète de  cette  équation  est 


,,  ’ V'f  (x,y)  = c- -■■(*>), 

a ou  » 

[f(*,y)  — cH"=/'  (*>y)  > 

• » 

et  digerentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  à 
c seulement,  sans  écrire  de , il  vient 

n lf(x>y)  — c]--=  o, 
d’où  l’on  «ire  • 

c=/(*.  y)  ; 

et  substituant  cette  valeur  de  c dans  l’équation  (6) , 
on  a * 

f'(x,-y)  = o, 

qui  est  la  seule  solution  particulière  dem  proposée. 


Généralement,  il  est  aisé  de  voir,  sans  calcul,  que 
toute  équation  de  la  format 

™lf'(*,y>  *•••)]  * 

- dj_  + et0. _ o p73) _ 

n£f(.x,y,  " 

à pour  solutions  particulières  les  équations 

{/'  — o,  f"  (x,  j,a...)  = o,etc.}...(373). 

38a.  Nous  observerons  que  c est  à tort  que  quelque» 
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Géomètres  ont  dit  qu’il  fallait  difïtrentier  l’intégrale 
rationnelle  (t)  [art.  3yg3  Par  rapporta  y etc,  ensuite 

par  rapport  à a:  et  c,  faire  ~-=zo  , après  cela  ^=0; 

rie  de 

enfip  prendre  dans  chadune  de  ces  équations  les  valeurs 
de  c , et  les  substituer  successivement  dans  l’intégrale 
complète  pour  avoir  les  solutions  particulières  de  la 
proposée.  Voici  entre  autres , commept  s'exprime 
M.  Bossu t dans  ses  Traités  de  Calculs  différentiel  et 
intégral , tome  II  , pag.  3ao  , art.  q53. 

« Tout  ce  qui  a été  établi  relativement  à l’équation 

» ^.-=0,  doit  s’entendre  également  pour  l’équation 

r>  analogue  o.  c’est-à-dire  que  si  au  lieu  de 

n faire  varier  y et  c dansVéquation  V=o  (t'est  l’in— 
5)  tégrale  complète  et  rationnelle),  on  fait  varier  x 
• * doc 

» et  c,  et  qu’on  suppose  ^-=o,  cette  équation,  traitée 

« comme  l’équation  o , servira  aussi  à détermi- 

n ner  les  intégrales  particulières  (*)  de  la  même  équation 


(*)  Ce  Géomètre  nomme  intégrales  particulières  , ce  que  moi 
et  beaucoup  d'autres  Géomètres  avant  moi , entr’autres  Laplace  , 
ont  nommé  solutions  particulières  , et  il  nomme  intégrales 
incomplètes , ce  qtic  j’appelle  intégrales  particulières  ( voyez 
le  tonieII,png.  3i3  et  3i4  de  l’ouvrage  cité).  Les  dénominations 
qu’emploie  M.  Bossu! , ne  me  paraissent  pas  s’adapter  d’une  ma- 
nière précise  aux  choses  qu’il  nomme  ainsi , puisque  ce  qu’il  appelle 
intégrale  particulière , n’est  pas  compris  dans  J’in tégrale  complète; 
* t qu’il  y a de  la  différence  entre  ce  qu’il  nomme  intégrales  incom- 
plètes et  ce  que  je  nomme  intégrales  particulières.  En  effet , pour 
chaque  équation  différentielle 

(*>f)  = °> 

il  n’y  a qu'une  intégrale  incomplète,  laquelle  est  une  intégrale  pir- 
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n différentielle  Z = o [c’est  là  proposée  qu’à  l'article 

» 3g7,  Dous  avons  représentée  par  l’équation  (a)].  Ordi- 

, , . dy  dx  . 

» nairement  les  équations  -p  = o,  =o,  donnent 

de  de 

» les  mêmes  résultats  ; mais  ils  peuvent  être  différens  , 
» èt  on  ne  doit  pas  négliger  d’^n  faire  la  recherche  , 
» afin  d’être  sûr  qu’on  a trouvé  toutes  les  intégrales 
« particulières  que  l’équation  Z = o peut  comporter  » . 
Pour  démontrer  que  les  résultats  donnés  par  les 

équations  ~-=:o  et  ^=o  ne  peuvent  être  différens, 

il  nous  suffira  d’observer  que  l’équation  <t >(x,y,  c)=» o 
étant  d’abord  différentiée  par  rapport  à y et  c , et 
ensuite  par  rapport  à x et  c , donne 

d^<S>  Çx,y,c')  -{~d‘> t>  (x,y,c’)  — o 

et  dxQ  (x,y,c)  + de4>  (x,y,c)  = o, 

ou  ç (x,y,c)  dy  + f(x,y,c)  dc=  o, 

«t  <P' (.x>y,c)  dx+f(x,y,c)  dc=o-, 
donc  - — i— » ■ . 

*Î1  — —f(*>y>c)  et  dx  __  — f(x,y,c) 
de  <p(x,y,c ) , de  <f\x ,y,c)  * 

d’où  faisant 

dy  dx 

K=°  " 3?  = °" 

on  tire  toujours  le  même  résultat 
/(  — 


ticulière  en  faisant  dans  l’intégrale  complète  c = o ; mais  il  y a un 
nombre  infini  d’intégrales  particulières  rjui  ne  sont  pas  des  inté- 
grales incomplètes  , en  donnant  A la  constante  c nu  nombre  ioiiui 
de  valeurs , autres  que  zéro. 


» 


1 
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qu  on  obtient  encore  pins  simplement  en  dilFérentiant 
(,x>  y }c)— = o par  rapport  à c seulement,  et  taisant  le 
coefficient  de  dc=  o : c est  ce  que  nous  avons  fait  dans 
I s articles  précédens. 

383.  Nous  avons  vu  à l'article  38o  qu’une  équation 
différentielle  *• 

P dx  -f-  Qdy  ~ o ou  — — 

J ix  q 

ne  pouvait  avoir  de  solutions  particulières  qu’en  tant 
P 

9ueQ  est  affecté  de  quantités  radicales.  Or,  il  est 

évident  que  les  termes  rationnels  de  l’équation 
proposée  ne  pourront  disparaître  en  même  temps  que 
les  radicaux  par  certaines  équations  primitives  qui  ne 
sont  pas  les  intégrales  , qu’en  tant  que  certaines 
quantités  rationnelles  sous  les  signes  radicaux  étant 
égalées  à zéro  , la  différentielle  de  ces  quantités  repro-_ 
duira  tous  les  termes  rationnels  de  la  proposée.  Donc 
pour  obtenir  les  solutions  particulières  d’une  équation 
différentielle  sans  en  connaître  l’intégrale  , il  jaudra 
égaler  à zéro  chacun  des  polynômes  rationnels  affectés 
d un  signe  radical,  et  les  équations  primitives  qu’on 
obtiendra  de  cette  manière seront  les  solutions  par- 
ticulières de  la  proposée , si  en  les  différentiant  on 
retrouve  le  polynôme  différentiel  rationnel  de  l'équa- 
tion qu’on  traite.  Or 

_£V 

dx\  q J ’ 

étant  affecté  de  quantités  variables  radicales,  il  est  clair 

<£) 

dy 


que  la  quantité 


sera  égale  à une  suite  de 


\ 
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termes , parmi  lesquels  il  y en  aura  dont  le  numérateur 
rationnel  aura  pour  dénominateur  une  quantité  va- 
riable irrationnelle,  qui  est  précisément  celle  qu’il  faut 
égaler  à zéro  pour  avoir  les  solutions  particulières  de 
I4  proposée  ; donc 

a — Qdyy+vJyQ  _ 1 

dy  0U  <?dy  o 

est  le  caractère  des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles. 

Exemple.  Trouver  les  solutions  particulières  de 

l'équation  

xdx  •+•  ydy  = dy  [/  x*  •+•  y*  — a1. 


Nous  avoirs 

P — * , Q=y—  V'x'+ÿ 
d?Q=zdy  — 

d’où 


a\  d>P=o , 

ydy. 


y/  x“  -j-yJ — a1 


Qd'P  4-Pd'Q  __  * 

Q'dy  ^Jy^Tx^y'  - a*  y 

*y % 

]/xu-\-y'—  a1  {y—V  x*+yA  — ’ 


quantité  qui  ne  peut  devenir  = oo  , indépendamment 

des  valeurs  de  x et  dey , qu’en  faisant  successivement 

* * 

x'-f-y*— aa  = o,  et  x * — a1  = o. 

Ces  deux  équations  sont  les  solutionsi  particulières  de 
la  proposée.  En  effet , r^ifférentiant  la  première  de  ces 
équations  , on  a xdx  -\-ydy  = o ; ce  qui  réduit  la  pro- 
posée à l’identité  0=  o.  De  même  différentiant  l’équa- 
tion x* — a\  on  a a xdx  — o , d’où  dx= o,  ce  qui 
réduit  la  proposée  à l’équation  identique  ydy-az ydy. 
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384'  Suivant  Ja  théorie  développée  dans  le  chapitre 
précédent , on  a presque  toujours  une  extrême  difficulté 
à trouver  l’un  des  facteurs  ê intégrans  d'une  équation 
différentielle  qui  n’est  pas  immédiatement  intégrable. 
Mais  grâce  à une  découverte  qu’a  faite  Euler , et  dont 
nous  allons  nous  occuper  dans  cet  article,  on  peut , 
ainsi  que  nous  le  verrons  à l’article  388 , trouver,  dans 
un  très-grand  nombre  de  cas , l’un  des  facteurs  ou 
diviseurs  qui  rendent  les  équations  différentielles  pro- 
posées exactes.  I,e  célèbre  Géomètre  que  nous  venons 
de  citer,  observa  que  le  facteur  ou  diviseur  propre  à 
rendre  exacte  une  équation  différentielle  , étant  égalé 
à zéro , satisfait  à cette  équation  différentielle.  En 
effet , soit  toujours  représenté  par 

P dx  -4-  Q Jy  = o (a)  , 

L’équation  différentielle  qui  ne  peut  s’intégrer  immé- 
diatement, et  par  61e  facteur  ou  diviseur  intégrant  cher- 
ché , ce  qui  donnera  pour  le  cas  de  6 facteur , l’équation 

tMP  _ cPÔP 
dy  ~ dx' 

et  pour  le  cas  de  6 diviseur , l’équation 

'P\  /Q> 


■KO 

dy  • 


d 


dx 


Développant  ces  deux  équations , on  aura  celle 


,rf>6 

dy  ' 


[*]  Cette  équation  prise  avec  le  signe  vest  celle  (3a7)[arl.  358] 
•ù  nous  m considérions  6 que  comme  facteur. 
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Je  signe  -f-  lorsque  ô est  facteur  , le  signe  — lorsque 
6 est  diviseur.  Or  , si  l'on  fait  Q = o , l'équation  (3y5) 
•e  réduira  à celle 


•(*); 


P!8-Që=°- 

et  puisqu’en  difierentiant  l’équation  fl  = o , on  a celle 


d?Ô 


drfl-f.  dxô  —o,  d’où  -J—  = • 

dy 


cM 

dy 


<M  dx 
dy  ' dx J 

df9 


on  aura  . en  substituant  cette  valeur  de  -y-  dans 

dy 

l’équation  (i) , celle 


, p dx9  dx  _ dxè  _ 
dx  ’ dy  ^ dx  ° ’ 

dydx 


et  multipliant  par  — d-xT— , il  viendra  l’équation 


Pdx  -f-  Q^y  — o (a) 

qui  est  la  proposée.  AiSsi  l’équation  ô r=  o satisfait  à 
celle  (a)  que  le  facteur  orr  diviseur  frremHntégrahle  f 
donc  ô = o est  une  «solution  ou  intégrale  particuliè:e 
de  l’équation  (a).  Par  exemple,  nous  avons  vu  à 
J’article  (371)  , qu’on  rendait  intégrable  l’équation 

d*  +ydy  = o ...*..  (c)  [équat.  (35 1 )]  , 

• v 

en  la  divisant  par  (x-f-,y)*;  or,  s*  l’on  fait  ce  divi- 
seur = 0,  d*où  l’on  tire_y  = — x,  il  est  aisé  de  voir 
que  cette  dernière  équation  satisfera  A la  proposée  (t)  , 
puisqu’elle  réduira  celle-ci  à l’identique  xdx  = xdx. 
L’équation  y = — x ne  peut  être  une  solution  par- 
ticulière de  la  proposée  (c),  puisque  cette  dernière 

s 


/ 
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équation  est  rationnelle  (ai  t.  38o)  ; elle  en  est  donc 
une  intégrale  particulière.  En  efiet , l’intégrale  com- 
plète de  la  proposée  (c)  est 

(n-i)y+ï 

r— . const.  , 

(n—  1)  (n  — 2)(y-f  x)— ' 

et  si  l’on  fait  const.  = j,  on  a 

• y —J-  x = o. 

Prenons  encore  pour  exemple  l’équation 

( i — 4 vV)  dy  -4-  /frVyàx  = o . 

qui  devient  intégrable  en  la  divisant  par  \/y  j or 
Vy  = o ou  y — o satisfait  à la  proposée  et  en  est 
une  solution  particulière,  et  noa  une  intégrale  parti- 
culière (,*)  , ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  vérifier  (art.  383). 

385.  Remarque  I.  J’ai  dit  que  l’équation  8 = o fait 
évanouir  le  second  membre  de  celle  (5y5)  ; mais  si  P 
et  Q renferment  un  facteur  radical  fonction  de  x et  de 
y , tel  que  l’équation  8 = le  fasse  évanouir,  il  est 
clair  que  le  second  membre  de  l’équation  (375)  & 
réduira  à la  fraction  équivoque  J que  je  présume  de- 
voir toujours  se  réduire  à zéro  du  à l’infini  dans  la 
circonstance  actuelle  ; du  moins  cela  a-t-il  toujours 
lieu  dans  l’exemple  suivant , qui  est  le  plus  général 
possible  de  son  espèce  (**). 


(*)  Je  n'ai  donné  ce|  exemple  que  pour  pronver  que  l’c'quae 
tion  6 = o pouvait  élie  une  solution  particulière  de  la  proposée, 
ce  qui  a échappé  h certains  Géomètres  qui  ont  avancé  que  celte 
équation  était  généralement  aae  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée. 

(**)  Cet  exemple  prouvera  , ce  me  semble,  qnc  M.  Lacroix  n’au- 
rait pas  dû  assorcr  datu.  son  excellent  Traité  de  Calcul  dijftrcn- 
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Soit  supposé  que  pour  re  idre  exacte  l'équation 

[/(*>  y)  + (y*—  *•)“]  àx  + If  (x,  y) 

I 

+ (y*—  x‘)*J  (ty=0.  ...(a)  , 

il  faut  la  multiplier  par  le  facteur 

9 = (y"  — xny (i). 

Comparant  l’équation  (a)  avec  celle 
P dx  -f-  Qdy  = 0; 

substituant  les  valeurs  de  P,  Q et  9 dans  l’équation  (375); 
mettant  dans  celle  qui  en  proviendra  la  valeur  de 
d?(  y" — x*  Y dx  ( y" — xnY  dx  . , , , . 

dy  dv  dx 


dydx 


vï.  ou 


l’équation  9 = o ^multipliant  par 
if — ; faisant  attention  que  6—0 

, n \»— 1 ,.n — à » ^ 1 


np  (^1*  — XH  y~'xn 

, . . . . dxf(x,y)  dyf(x,y) 

multipliant  les  termes  rationnels  et  - ^ , 

les  fait  évanouir , enfin  effectuant  les  différentiations 


particulières  dx{yc — x')i  et  dr(ya — xa)m  , on  aura 


et  intégral  (tome  II  , pag.  aSo  et  a8t  ) , « que  la  fraction,. 


» n'a  pas  lieu  , si  la  proposée  est  dégagée  de  tout  dénominateur.  » 
11  est  bien  vrai  que  dans  l’exemple  suivant , le  calcul  nous  appi  cadra 


que  cette  fraction  - est  =:  o ; mais  elle  ne  s’en  sera  pas  moins  pré- 
sentée, et  nos  recherches  sur  cet  objet  ne  se  sont  pas  assez  étendues 
pour  que  nous  osions  assurér  que  dans  tous  les  cas  semblables,  on  a 
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l’équation 


C/O  >y)  + ( y'— **)”]  dx  + £f(x,y)  -f.  (y-x^-J  dy 

I dyir c(yn—x')xc-n  . aty"— xl,)y~1~~| 
np  I t— « w— i 

[_  <7(yc — *?). f rri(yaJxa) m xn~' 

Or,  il  est  clair  que 

x*==[^n-,-+-y"-»x-4-y,“3xi. ... . +xrt_1](j— x), 
donc  en  supposant  ô = o , ce  qui  donne  yz=x,  on 


aura 


y" — x" 


(ye—  *9  » 


. ny 

O 


y— y 


i—'  i—< 

(cy-)  ? (>— J)  » 

T fn  — O -4-  c — i r 

# X 

C 1 


~~  n y 


quantité  qui  est  = o lorsque  q est  positif,  et  est 
= oo  lorsque  q est  négatif.  De  même  on  aura  dans 
l’hypothèse  de  y — x,  le  dernier  terme  de  l’équation 
(c)  qui  sera  = o ou  = oo  , suivant  que  m sera  positif 
ou  qu’il  sera  négatif.  Ainsi, de  même  que  pour  les 
équations  différentielles  rationnelles,  celle  8 = o de  la 
forme  (è)  satisfera  à l’équation  de  la  forme  (a) , lors- 
que les  quantités  radicales  seront  facteurs  ; mais  s’il  y a 
un  simple  diviseur  radical,  l’équation  8 = o ne  sagfc- 
fera  plus  à la  proposée. 

386.  Remarque.  II.  Si  l’équation  6=o  fait  évanouir 
l’un  des  deux  coefiiciens  variables  P et  Q de  la  pro- 
posée , il  est  clair  que  le  facteur  ou  diviseur  inté- 
grant®, ne 'sera  fonction  que  de  la  seule  variable  dont 
la  différentielle  est  multipliée  dans  la  proposée  par  le 
coefficient  qui  ne  s’est  pas  évanoui.  Par  exemple , soit 
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P le  coefficient  que  l’équation  fl  = o fait  évanouir  , 
il  est  clair  qu’alors  l’équation-  ( 3j5 ) sa  réduira  à cella 

Q -£-j  = o , donc  dx9  = o , 


ce  qui  donne 

6=fy  = o. 

Dans  ce  dernier  cas , l’équation  fi  = o est  encore  une 
intégrale  ou  solution  particulière  de  la  proposée,  puis- 
qu’on aura  alors 

dfy  = o,  d’où  dy—o. 

S87.  Remarque.  Si  l’on  a fl=a^I,r),  a repré- 
sentant une  fonction  constante  finie  et  donnée , l’on 
ne  pourra  supposer  ce  facteur  ou  diviseur  = o , car 
de  l’équation  a/(*o0  = o,  on  tire 


r,  N lo  —CO 

/Cx,7)  = a = 


la 


388.  C’est  d’après  la  belle  propriété  énoncée  et  dé* 
montrée  à l’article  384  du  facteur  susceptible  de  rendra 
intégrable  une  équation  différentielle  inexacte  , qua 
bien  souvent  on  parvient  à trûuv»»*-  ce  facteur.  Voies 
comment  on  procède  dans  ce  calcul  qui , nécessaire- 
ment, tient  un  peu  au  tâtonnement,  mais  peut  être 
souvent  fort  utile. 


1®.  On  cherche  des  fonctions  de  y et  de  x qui 
puissent  satisfaire  à la  proposée  , et  ces  fonctions  se 
trouvent  quelquefois  à la  simple  inspection  de  l’équa- 
tion donnée  ; ou  autrement  on  suppose  l’une  des  va- 
riables égale  à une  suite  convenable  de  termes  où  sa 
trouve  l’autre  variable  élevée  aux  puissances  1 , 2 t 
3 avec  des  coefficiens  indéterminés  , et  substi- 

tuant dans  la  proposée  la  valeur  de  la  variable  qu’oa 
Veut  éliminer,  on  égale  les  coefficiens  de  l’autre  va- 
riable à zéro,  et  s’il  résulte  de  ces  différens  calculs  des 
» 

' 3 * 
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valeurs  qui  ne  se  contredisent  pas  entre  elles , on  subs- 
titue les  valeurs  trouvées  aux  coefficiens  indéterminés 
dans  «l’équation  hypothétique  , laquelle , conséquem- 
ment , satisfera  à la  proposée. 

2°.  On  fait  fi  = à la  quantité  précédente  élevée  à 
une  puissance  indéterminée  p , et  substituant  cette 
valeur  de,6 , ainsi  que  celles  de  P et  de  Q dans  l’équation 
(375)  , on  cherche  à déterminer  la  valeur  de  p.  Si 
l’on  ne  peut  réussir  dans  cette  dernière  tentative  , l'on 
cherche,  comme  précédemment,  une  nouvelle  fonc- 
tion de  x et  de  y qui  satisfasse  à la  proposée  , en  pre- 
nant l’équation  hypothétique  différente  de  la  première  ; 
après  cela , faisant  6 successivement  égal  aux  deux 
quantités  trouvées , l'une  élevée  à la  puissance  indé- 
terminée p , l'autre  à la  puissance  indéterminée  q , on 
cherche  , comme  nous  l’avons  dit  ci-dessus , à détermi- 
ner les  valeurs  de  p et  de  q.  Quelques  exemples  ren- 
dront plus  sensibles  les  procédés  dont  on  doit  se  servir 
en  pareil  cas. 


1°.  Trouver  le  facteur  qui  doit  rendre  intégrable 
l'équation 


ydx 

n-f-2 


aydx  n + i d ady 

X“+J  I n_J_2  J I x»-+-l 


-f-xdx=o («). 


Essayons  de  faire  y = mx  , m étant  une  quantité 
indéterminée.  Substituant  cette  valeur  de  y dans  la 
proposée  , n’écrivant  pas  dx  , faisant  toutes  les  réduc- 
tions nécessaires  et  divisant  par  x , nous  avons  l’équa- 
tion 


nm -f-  min. 

H-a  + 1 J 


= 0, 


qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
n , donne  m = — 1 ; donc  mettant  cette  valeur  daus 

9 ' \ » 
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l'équation  hypothétique  y' — mx  — o,  on  a 
y -f-  x =0. 

Faisons  maintenant  , 

* êy 9 dx%s 

e=C y+*y>  d'où  — = -j^—p  (y  + *n 

ce  qui  réduit  l’équation  (3?5)  à celle 

p(P-<3)=(‘g-^)(>  + T); 

faisant  dans  cette  équation  les  substitutions  des  va- 
leurs de 


P==-^-ayx-^+x, 

d>  P 1_ 

dy  n- f-  2 

dxQ  n 4-  i 

et  = — 

dx  n -f-  a 


ax -<nJr^, 
a(n- f-  i)x~^n+*',>' 

J 


il  vient , toutes  réductions  faites , 

n 


— apx~<-n+m)=  — 7 — — anx~(n~hi)  : 

n-{-  a n-f-  a 


égalant  les  termes  homologues  de  cette  équation , on 
a deux  équations  qui  donnent  simultanément  p = n ; 
donc  (y  XY  est  Ie  facteur  qui  rend  intégrable 
l’équation  (a). 


11°.  Proposons-nous  encore  de  trouver  le  facteur  in- 
tégrant de  l’équation 

s (aa — x)ydy — aydx  — xdx  =o. . . .(i). 

Il  est  évident  à la  simple  inspection  de  cette  proposée  ; 
que  l’équation  aa — x =o , d’où  x—a1  et  dx  ~ o , 
y satisfait.  Mais  si  l’on  pose 6=  (a“ — x)p,  et  qu’on 

9” 


2 m 
+ 2ma 


+ n*  ) J 
+ an  l 

— Qaa  J 
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fasse  les  substitutions  convenables  dans  l’équation  (375)> 
on  a 

ap  = ay  — a, 

d’où  l’onne  peut  tirer  la  valeur  cherchée  de  p.  Tâchons 
donc  de  trouver  une  autre  fonction  variable  qui  satis- 
fasse à la  proposée  , et  pour  cela  faisons  x=my 4 + ny, 
m et  n étant  des  coefficiens  indéterminés.  Substituant 
cette  valeur  de  x et  celle  de  dx  = (2  my  -} -n)  dy  dans 
la  proposée  {b)  , on  aura  l’équation 

/ + 2/i  -J  y + n*  ) y =0, 

+ 2 am  > 

+ 3 mn  J 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  da 
y , donne 

m — o ou  m = — i,  n= o ou  n — — aa, 
enfin  n = a ou  n = — sa  ; 

or , il  n’y  a que  la  seconde  valeur  — 1 de  ni  qui  donna  , 
à n les  deux  valeurs  identiques  — 2a  ; donc  l’équation 
hypothétique 

x — my»  + 71 y 

se  réduit  à celle 

y*  + nay  + x = o , 

qui  satisfait^  à la  proposée.  Cela  posé  faisant 

ô = (a»  — x)'  (y*+aay+x)î (c); 

d'où 

Jyû 

— •=  nq  (aa—  x)p  (ya+  aqy  + x y~\y  + a ) 

et 

— p(a*— x)^1  (ya  + aay  -fx)* 

+ q(aa— x)?  (y^  + aay+  xy-1. 
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Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de 

P = — ( ay  x ) et  Q = ay  ( a* — x ) 
dans  l’équation  (375)  , on  a celle 

2P  p'3— 2a(7)  y*-4*'q  1 y+zp  1 yx—aaq  1 x =o  ; 
*f  a J -\~4aP(  — 2a*  * -f-2  / — a / 

+3a  ) 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y et  de  x , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu'en 
faisant  chaque  coefficient  égal  à zéro  ; or , les  coeffi- 
ciens  du  premier  et  du  quatrième  terme  étant  chacun 
égalé  à zéro,  donnent  simultanément  p = — x,  et 
d’après  cette  valeur  de  p , les  second , troisième  et 
cinquième  coefficiens  de  l’équation  précédente  étant 
égalés  à zéro,  donnent  aussi  simultanément  q — — \ \ 
ainsi , d’après  ces  valeurs  de  p et  de  q , la  formule  (c) 
se  réduit  à celle 

fl~ 1 ; 

( a* — x)  v/y*-+-  2 ay  -+-  x 

ce  qui  est  le  facteur  demandé. 

Ceux  qui  seront  curieux  de  voir  plusieurs  autres 
exemples  où  les  procédés  enseignés  précédemment  sont 
appliqués  d’une  manière  fort  ingénieuse , n’auront 
qu’à  lire  un  très-beau  Mémoire  , sur  cet  objet , par 
M.  Trembley , et  imprimé  parmi  ceux  de  l’Académie 
des  Sciences  de  Turin , années  1790  et  1791. 
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CHAPITRE  VII. 

Méthode  pour  résoudre  , par  approximation  j 
les  équations  différentielles  du  premier  ordre 
à deux  variables  , lorsqu’on  a trop  de  peine  à 
les  intégrer  exactement. 

38g.  Dédu  IRE  d’une  équation  différentielle  entre 
plusieurs  variables,  la  valeur  primitive  de  l’ufte  de  ces  . 
variables  en  fonctions  primitives  des  autres  variables , 
est  ce  qu’on  appelle  résoudre  cette  équation  différen- 
tielle. Par  exemple , la  solution  complète  et  exacte  de 
l’équation  différentielle 

aydy  + a fdy  -f-  3 yx?dx-\- a xdx —o (a), 

est 

y = --l[*3±  yé x6  — 4X>  ■+*  const (6)  ; 

car  l’intégrale  complète  et  exacte  de  l'équation  ( a ) est 
y * + x3_y  x*  = const (c) , 

qui , résolue  par  rapport  à la  variable  y,  donne  l’équa- 
tion (b),  dans  laquelle  const  représente  la  constante 
arbitraire  , laquelle  est  égale  à celle  quadruplée  de 
l'équation  (c).  Ainsi  une  équation  différentielle  exacte 
entre  deux  variables  dont  l’intégrale  est  algébrique, 
•peut  toujours  être  résolue  exactement. 

Mais  il  peut  arriver  que  l’équation  différentielle  pro- 
posée soit  exacte , et  que  son  intégrale  ayant  des  termes 
affectés  de  fonctions  transcendantes  de  variables , ne 
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puisse  être  résolue  par  rapport  à l’une  de  ces  variable* 
que  par  une  suite  indéfinie  de  termes,  fonctions  de 
l’autre  variable;  et  dans  ce  cas,  la  proposée  a été 
intégrée  exactement , mais  n’a  été  résolue  que  par  ap- 
proximation. Par  exemple , l’équation 

xdy  -f-  aydx  -f-  Zx3ydy  -f-  fafy'dx  = o 

a pour  intégrale  complète  et  exacte  celle 

l (x<y*) = const.  [éq.  (-3c5)  et  (3o6) , art.  346).' 

x y 

Or , si  l’on  veut  tirer  de  cette  dernière  équation  la  valeur 
de^  en  fonctions  de  x,  ou  réciproquement,  il  me  pa- 
raît impossible  de  l’avoir  autrement  que  par  une  suite 
indéfinie  de  termes  , c’est-à-dire  par  approximation. 

Il  peut  encore  arriver  que  l’équation  différentielle 
proposée  étant  exacte,  ne  puisse  cependant  s’intégrer 
que  par  approximation  par  rapport  à l’une  ou  aux 
deux  variables,  d’où  il  s’ensuit  une  solution  de  la  pro- 
posée qui  n’est  que  par  approximation  ; telles  sont  , 
par  exemple  , i°.  l’équation  séparée 

dy  dx/x 

| /V_y>  — i—  -r 

dont  on  ne  peut  avoir  que  l’intégrale  par  approximation 

arc^sin=^-f-/x/(i — x)-f-x-f-  —■  -f-  ~ -j-  ^-{-etc. 

= const.  [ voy . l’éqnat.  (i34)  , art.  aoS  et  l’art.  aGi)  ; 
a*,  l’équation 

y’dx  — y xdy  ■+■  a*dy  = o , 
qui , divisée  par  y3 , donne  l’équation  différentielle 
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exacte 

dx  xdy  ardy  _ 


qui  ne  peut  s’intégrer  que  par  approximation  , et  l’on 
tiré  de  son  intégrale  approchée  la  seule  solution  par 
approximation 


a?  . . y {Jd)‘ 

T— \-ayla — — ^ — 

ay  b 

-4-const. 


Qj'+t 


hy+W 


1 .2  2 


4-  etc 


] 


Ainsi  toute  équation  différentielle  entre  deux  variables 
«st  exacte  , ou  peut  être  rendue  exacte  d’un  nombre 
infini  de  manières  ( art.  36o  et  368  ) ; mais  on  ne  peut 
intégrer  exactement,  et  encore  moins  résoudre  exacte- 
ment toute  équation  différentielle  entre  deux  variables. 
Or  , quoiqu’une  équation  différentielle  inexacte  puisse 
toujours  se  rendre  exacte  (art.  36o) , cependant  les  diffi- 
cultés presque  insurmontables  que  l’onéprouve  quelque- 
fois pour  obtenir  son  exactitude,  et  la  grande  probabilité 
que  même  après  avoir  trouvé  le  facteur  ou  diviseur  qui 
rend  intégrable  la  proposée,  on  ne  pourra  avoir  qu’une 
colution  approchée  de  la  proposée , a donné  l’idée  aux 
Géomètres  de  franchir  tout  de  suite  la  difficulté  de 
chercher  le  facteur  intégrant , lorsque  ce  facteur  est 
trop  difficile  à trouver  , et  de  déduire  directement  de 
la  proposée  inexacte  sa  solution  par  approximation. 
Cette  méthode  pour  résoudre  approximativement  les 
«quations  différentielles  à deux  variables  , consiste 
seulement  à donner  à la  variable  dont  on  t’eut  avoir 
la  valeur  en  fonctions  de  l’autre , une  valeur  hypo- 
thétique formée  par  une  suite  indéfinie  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  la  seconde  variable,  et  dans 
laquelle  les  coefficiens  et  exposons  sont  indéterminés  ; 
f Hfuite  à différentiel ■ cette  valeur,  prendre  dans  Ccqua- 
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tion  différentielle  qui  en  résulte,  la  valeur  du  rapport 
des  différentielles  des  deux  variables  ; égaler  cette 
valeur  avec  celle  qu’on  déduit  de  la  même  quantité  dans 
l'équation  proposée,  ce  qui  donne  une  équation  qu’on 
réduira  par  une  simple  substitution  de  La  valeur 
hypothétique  de  la  première  variable  en  fonctions 
de  la  seconde , à ne  plus  renfermer  que  cette  der- 
nière variable  ; et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
de  la  variable  qui  reste , on  rendra  i équation  résul- 
tante généralementréelle,  quelle  que  soit  la  valeur  qu’on 
pourra  supposer  à la  variable , en  donnait  à la  partie 
commune  et  indéterminée  des  exposons , une  valeur 
convenable  pour  qu'il  ne  résulte  aucune  absurdité  de 

I obligation  où  l’on  se  trouve  d’égaler  chaque  coefficient 
à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations  que  de  coeffi- 
ciens  indéterminés  dans  l' équation  hypothétique , d'où 
ion  déduira  les  valeurs  de  chacun  de  ces  coeffciens , 
et  les  substituant  dans  t équation  hypothétique,  ion 
aura  ta  vraie  solution  par  approximation  de  i équa- 
tion différentielle  proposée. 

3go.  Afin  d’exposer  d’une  manière  générale  et 
analytique  cette  méthode , soit  considérée  l’équation 

^\x,y)dx  4-  F "fx ,y)dy  = (.376). 

II  est  clair  que  si  l’on  donne  à la  solution  par  approxi- 
mation de  cette  équation  la  forme 

y—Ax  -f-  Bx  -f-  Cx  Dx*’^-f-etc..(377), 

la  valeur  de  y ne  sera  complète  qu'en  tant  que  par  les 
conditions  du  problème  qui  auront  donné  lieu  à la  so- 
lution de  l’équation  (376)  , on  devra  avoir  y—  o,  lors- 
que x = o.  Mais  si  pour  obtenir  toute  la  généralité 
que  doit  avoir  complètement  une  solution  d’équation 


) 
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différentielle,  on  suppose  que  ^=9  , lorsque  x = p ; 
on  devra  donner  à la  valeur  cherchée  de  y la  forme 

y = q + A (x-P)K  + B (x-p);+’+  C (x-P)*+a 
• ' -f-etc (378), 

ou  , faisant  pour  abréger  , 

[z  = x — p,  d’où  x=z+p } (379), 

» • 

on  aura  l’équation 

y =q+  AzV. BzX+,+  CaX+2-f-  etc (38o)  ; 

d’où  faisant  attention  que  dz=dx,  on  tirera  celle 

A?  1 +B(x+i  )/-f  CCx+a)^"1- 1 + etc. . . (a) . 

Mais  de  l’équation  proposée  (076),  on  tire  celle 

dy_  F'(x,y)_  -rCCz  + p),^]  . 

dx~  r(x,y)~  F"[(^+p),^]* 

• donc  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  (a)  , 
on  aura  l’équation 

F'CCa+p)  »^3  +V'Uz+P),yl  ZAKzK~~l+B(xt.i)zK 

-}-C  (A-f-a^^-Hetc.l^ro (38 1 ) , , 

dans  laquelle  substituant  la  valeur  hypothétique  de 
y équat.  (38o)3  , ordonnant  par  rapport  aux  puis-  * 
sances  de  z , et  déterminant  la  partie  A commune  à 
tous  les  exposans  de  z , de  manière  qu’on  puisse  faire 
chaque  coefficient  de  l’équation  résultante  égal  à zéro , 
l’on  aura  autant  d’équations  que  de  coefficiens  indéter- 
minés A,  B,  C qu’on  a introduits  dans  le  calcul , 

et  par  conséquent  on  pourra  déterminer  leurs  valeurs 
respectives,  qu'on  substituera  ainsi  que  celle  de  « 
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[ équat.  (379)]  dans  l’équation  (38o)  , ce  qui  donnera 
la  solution  demandée. 

Pour  bien  faire  sentir  l’esprit  de  la  méthode  , nous 
niions  d’abord  l’appliquer  à une  équation  que  nous 
savons  intégrer  directement  et  rigoureusement , et  nous 
verrons  l’identité  des  deux  résultats. 

APPLICATION  I.  Résoudre  T équation 

d y + xdy  — mydx  = 0 (b). 


Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(376) , on  a 

ou  F'[(z  + p),yO=— my, 
et 

F'(*oO  ou  F"O  + p)o0  = *+*+/>• 
Substituant  ces  valeurs  et  celle  dey  donnée  par  l’équa- 
tion (38o)  , dans  l’équation  (38i)  , il  vient  celle 


> — mq-f-Axlz*  1 — m\ 

’+'Apj  H-B(A-f-i) 
+Ax  - 


— mB 


-fB(M-i) 

4-pC(A+2)J 


— etc.=o.. 
-J-etc. 
-J-etc. 
-J-etc. 


qui  ne  peut  avoir  généralement  lieu,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  z,  qu’en  tant  que  tous  les  termes  s’éva- 
nouissent simultanément  ; mais  m et  q étant  des  quan- 
tités déterminées , le  premier  terme  — mq  ne  peut 
s évanouir  tout  seul  ; donc  afin  que  l’équation  (c)  puisse 
avoir  lieu  , il  faut  réunir  ce  terme-là  avec  le  suivant , 
ce  qui  n’offre  aucune  difficulté  , puisque  l’exposant 
A de  z étant  une  quantité  indéterminée  , il  n’y  a qu’à 
faife 

A — 1=0,  d’où  A = 1 , N 

ce  qui  réduit  l’équation  (c)  à celle 
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— mq — Am  1 

1 z — Bm 

J za — etc.  = 0; 

-f-  A -f-  2B  1 

f + 3C  1 

-f-  etc. 

-f  Ap  + A | 

[ +sB 

1 -f-  etc. 

+ apB 

J +3p  C 

) + etc. 

et  faisant  chacun  des  coefiiciens  de  cette  équation  égal 
à zéro  , ensuite  déduisant  des  équations  résultantes  , 
les  valeurs  de  A,  B,  C on  a 

* mq  p_m(m-i)?  r _m(m— i)(m— g)q 

p- H*  zCp+O*'  2.3  OH-O3  * 

Enfin  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  A = 1 
et  de  z = x — p dans  l’équation  (38o)  , on  trouve 


m 


P+l 


m (m — i ) /x — p\* 

a V+i/ 


r-’&rJ « 


donc 


est  l’intégrale  complète  et  la  solution  exacte  de  la 
proposée  (*).  Cette  intégrale  est  identique  avec  celle 


(*)  Quoique  la  méthode  que  nou»  donnons  ici  pour  résoudre  les 
équations  différentielles  , paraisse  ne  devoir  jamais  donner  que  <1^ 
solutions  approchées  ; cependant  il  arrive  quelquefois,  comme  dans 
cet  exemple , qne  la  valeur  en  série  indéfinie  de  l’une  des  variables 
en  fonctions  de  l’autre , h laquelle  conduit  le  calcul , est  telle , qu’on 
y reconnaît  le  développement  d’une  formule  finie  ; et  alors  substi- 
tuant cette  formule  h la  série , on  a la  solation  exacte  de  l’équation 
proposée.  Mais  malheureusement,  ces  cas-lit  sont  extrêmement  rates, 
et  lorsqu’ils  arrivent , je  suis  persuadé  que  , comme  dans  cet  exemple- 
ci  , l’on  pourrait  trouver  directement  la  solution  exacte  par  les  mé- 
thodes ordinaires  d’intégration. 
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d’intégration  immédiate  que  l'on  trouve -par  le  moyen 
de  la  méthode  enseignée  à l’article  34i  : car  l’équation 

dy  -\-xdy  — mydx  = o 


étant  de  la  forme  de  celle  (296)  [art.  34i  l’équa- 
tion (297)  donne  pour  son  intégrale 


const.  = 


m ( 1 +x') 

- 

m * 

Vy 


mais  si,  comme  nous  l’avons  supposé  précédemment 
on  a y = q lorsque  x =p , on  aura 


m ( 1 4-  p) 

const.  = — - — ; 
m 


V<i 


donc  substituant  cette  valeur  de  const.  dans  l’intégrale 
précédente  , divisant  par  m , élevant  toute  l’équation 
résultante  à la  puissance  m , enfin  prenant  la  valeur  de 
y,  on  retrouvera  l’équation  ( d ) 

11°.  Résoudre  réquation 

dy  — ay*dx  — * bx."dx  -mr.  ï 
du  comte  Riccati , prise  dans  toute  sa  généralité. 


Si  nous  faisions  y — - , le  second  terme  de  la  trans- 
formée que  nous  obtiendrions  par  ce  moyen  , n’aurait 
plus  le  coefficient  a ; ainsi  pour  plus  de  simplicité  dans 
le  calcul , nous  pouvons  ne  nous  occuper  que  de  la 
solution  de  l’équation 

dy — y*dx — bxmdx  = o (/). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (3yS) , on  a 
F'( x,y)z=: — y*  — bx”  et  F"(x,^)  = i, 


ï4a  intégration  des  fonct.  et  équations 
ou 


T(z+p),.y]=— y*— & (p+2)m  Ct  F"[(p+a),_y]=l.1 

Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de ^[[éq.  (38o)],' 
<lans  l’équation  (38 1),  il  en  résulte  une  équation  dont 
les  deux  premiers  termes  sont 


— q'  ) *°  + Am?‘  l, 

— bpm) 

et  dont  les  autres  termes  sont  affectés  des  puissances 

t SA  , 2A  -j-  i i , a de  z ; or , 

pour  que  cette  équation  ait  toujours  lieu  indépendam- 
ment des  valeurs  de  z,  il  faut  que  tous  les  termes 
s’évanouissent  simultanément , ce  qui  ne  pourra  avoir 
généralement  lieu  tant  que  — (qa+  fy>m)  z°  sera  un  terme 
isolé  de  l'équation;  il  faut  donc  l’associer  avec  le  se- 


cond Aa£*  1 , ce  qui  peut  se  faire  en  prenant  l’indé- 
terminée a = i , et  alors  on  aura  l’équation 

•j  z-j- 3C  ^z'-f-etc.^o  , 

— etc. 


A+nB  . 

— qa—  aqA  t — aqB 

— bpm—brnpM~,J  — A* 


bm(m—2)pm_\ 


— etc. 
— etc. 


et  égalant  chaque  coefficient  à zéro  , l’on  aura  une 
suite  d’équations  d’où  se  déduiront  les  valeurs  sui- 

bpm+ç%  B ==?i3±>p:-'(w+m\ 


A 

e= 


p 6q*-hbpm~,(4p*q’,-t-smpq4-2bpm~a-1-4paql‘-l-m*-m) 

6 * 


et  ainsi  de  suite.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (38o)  , on  aura  la  solution  par  approximation 
de  l’équation  générale  du  comte  Riccati, 
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III.  Résoudre  par  approximation  l’équation 

d y — ydx — bxmdx  = o ( g ) , 

avec  la  condition  que  l'évanouissement  de  lune  des 
deux  variables  fait  aussi  évanouir  i autre . 

Nous  avons  dans  ce  cas-ci  p = o et  q = o , ce  qui 
réduit  respectivement  le3  équations  (38o)  et  (38i)  à 
celles  (377)  et 

F'(x,y)  + F"(*,.y)[AAx*“I+B  + 1)  ** 

-f  C(x  + a)  xK+'+  etc.]  =0. . .(38a): 

Cela  posé,  comparant  l’équation  proposée  ( g ) avec 
celle  (376) , on  a 

F'(j;,_y)  = — y — bxm  et  F"(x,^)=i; 

substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de_y  £éq.  (377)], 
dans  l’équation  (38a)  , il  vient  celle 

—bxm+}JixK~ 1 +(a+  i)b  lr^-f  (vf  a)C  1 -f  etc  .=0. . . (A). 

— A J — B j — etc. 

Mais  cette  équation  ne  pouvant  avoir  généralement 
^u,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x ,1  qu’en  tant 
que  tous  les  coefiiciens  s’évanouissent  simultanément , 
et  le  premier  terme  — bxm  ne  pouvant  s’évanouir 
isolément , puisque  b est  une  quantité  déterminée  , il 
faut  réunir  ce  terme  avec  le  suivant,  dans  lequel  K 
étanf  une  quantité  indéterminée , on  peut  faire 

A — x = m , d’où  k — m -j-  x , 

ce  qui  change  l’équation  Çh)  en  celle 

(m+1)A  1 xm+(m-f-2)B  x ‘+(7n-f3)  C lxm4-J4-etc.=o , 

— b ][  —Ai  — Bj  +etc. 

A 
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et  faisant  tous  les  coelliciens  égaux  à zéro , on  aura 
une  suite  d’équations , d’où  l’on  tirera  à l’ordinaire  , 


^ TJ  " 

m+x’  (m  -{- 1 ) (m-f- 2)  ’ 
b 

(m+i)(m+î)(m+3)’  etC-' 


et  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de  A = 
dans  l’équation  (38a) , on  aura 

b r 1 

y— — ; — xm+i  x-j — x 

m~h 1 L m-f-a 

*+-  7 i — 77 -f-  etc . I (t) 

(m  + 2)(m+3)  J 

qui  est  la  solution  par  approximation  de  la  propo- 
sée (g)- 

Si  l’on  fait  dans  cette  équation  (x),  m = o,  on  aura 


y — b ^x  -f-  i x*  -f-  x3  -f-  etc.^  = b (e* — 1) , 

ce  qui  est  réellement  l’intégrale  complète  et  exacte 
de  l’équation 

ify  — ydx  — bdx  = o , 

à laquelle  se  réduit  celle  (g)  lorsque  m — o,  ainsi 
qu’il  est  aisé  de  le  trouver  directement. 

3g  1.  De  même  que  nous  avons  résolu  par  approxi- 
mation les  équations  différentielles  , en  prenant  la 
valeur  de  y en  x et  constantes  ; on  pourra  aussi,  par 
le  moyen  de  nos  formules  (377) (38a) , détermi- 

ner la  valeur  de  x en  y,  lorsqu’on  aura  lieu  de  croire 
par  la  nature  de  la  question  qui  a donné  lieu  à ces 
calculs , que  la  série  en  y sera  plus  simple  ou  plus 

convergente 
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Convergente  que  celle  en  x.  Pour  y parvenir , il  n’y  aura 
qu’à  changer  dans  l'équation  proposée  jy  en  et  réci- 
proquement, et  prendre  comme  ci-dessus  la  valeur  de 
y en  x ; enGn  étant  parvenu  à cette  solution , on  y 
remettra  x pour  y,  et  réciproquement  : on  en  verra 
un  exemple  dans  l’article  suivant. 

3ga.  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment , nous 
conclurons  une  méthode  bien  simple  pour  résoudre  le 
problème  suivant , qui  présenterait  de  grandes  diffi- 
cultés si  l’on  s’y  prenait  de  toute  antre  manière. 

Problème.  Etant  donnée  une  équation  finie  entre 
des  fonctions  circulaires  et  logarithmiques  de  deux 
variables , trouver  la  valeur  de  l'une  de  ces  variables 
par  une  suite  de  termes  qui  ne  soient  que  des  fonc- 
tions algébriques 'et  réelles  de  l'autre  variable  (*). 

Solution.  Par  le  moyen  de  la  proposée , on  déter- 


(*)  Une  fonction  circulaire  pouvant  toujours  se  réduire  A une 
fonction  logarithmique,  et  réciproquement  (art.  346  et  347),  il 
«St  clair  qu’on  pourra  réduire  la  proposée  A une  éqnatinn  qui  n« . 
contiendra  plus  qu’une  espace  de  fonctions  transcendantes  : mais  A 
cause  qu’alors  la  fonction  convertie  de  son  espèce  première  à la 
seconde , est  affectée  d’imaginaires  dont  on  ne  peut  la  débarrasser,  le 
problème  offre  les  mêmes  difficultés  que  dans  le  principe.  Par  exem- 
ple, si  l’on  propose  de  déduire  de  l’équation 

arc  ( sin  =:  * ) = lp , 

la  valeur  de  y en  fonctions  algébriques  et  réelles  de  x , la  pros 
posée  pourra  se  changer  en  l’équation 

ly—  -^27 1 £ x V/— 1 -f-  lA  — arx]  £ équat.  (188  J , art  947]  ; 
d’où 

y = 1 x /— 1 + » — XX  )]*'-■  ; 

or  , il  me  parait  extrêmement  difficile  , et  je  crois  même  Impossible,’ 
de  dépouiller  le  développement  de  cette  quantité  de  l'imaginaire 

V—  •• 
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minera  la  valeur  q dçj-  lorsqu’on  fait  x = p-,  ensuite 
on  différentiera  l’équation,  et  on  résoudra  par  approxi- 
mation l’équation  différentielle  par  rapport  à y ou 
par  rapport  à x , par  la  méthode  enseignée  précé- 
demment. 

Application.  Tirer  de  l'équation 

ly  =arc  (sin  = x). (a), 

la  valeur  de  y exprimée  par  une  suite  de  fonctions 
algébriques  et  réelles  de  x. 

Cette  équation  donne_y=i  lorsque  x = oj  soit 
donc  fait  p~o  et  q = i.  Cela  posé  , difféientiant 
l’équation  (a)  , ce  qui  donne 

ydx  — I/O  — •*•*)  dy  = o, 
et  comparant  identiquement  cette  dernière  équation 
avec  celle  (376)  t on  aura 

* F'(x,jO==y  et  F \x,y)—-\/i--xx: 
Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de 

y=i  Ax*  + Bx^ 1 + etc . • .. • {b)  [équat.  (38o)] , 
dans  l’équation  (38 1)  , il  vient  celle 

i -}- Ax*-}-Bx  1 -f-Cx*-^” 2-j-etc \/ 1— xx[A>V  1 

-J-B(A+i)^-hc  (H*2)  ^ + etc.]  = o. . . » (c). 


Mais 

______  jr* 

\/  i-xx=i— — 
2 


_X<_ 

a*. a 


Sx6 
a3,  a. b 


3.5x» 

a4. 2. 3. 4 


— etc.(d). 


Donc  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (c)  , il  est 
aisé  de  voir  , avant  de  se  donner  la  peine  d’effectuer 
la  multiplication , que  l’équation  résultante  ordonné» 
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suivant  les  puissances  de  x , commencera  par  ces  deux 

termes  i — khx  or,  cette  équation  devant  avoir 
lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x , ce  qui  exige 
que  chaque  ternie  s’évanouisse  , il  faut  nécessairement 
réunir  ces  deux  termes  en  un  seul , en  faisant  l’indé- 
terminée x=  t;  ainsi  l’on  n’a  plus  qu’à  multiplier  le 
développement  (d)  par  la  série 

A -f-  aBx  -f-  3C.ra  -f-  etc* 

Effectuant  cette  multiplication,  et  ordonnant  le  produit 
avec  la  série 

■*  . fr 

i -f- Ax -f- 3Cx3 -f- etc.  , 
l’équation  (c)  se  réduit  à celle 

t ■+■  Alx-f-Bjx* -f-  C ^ xî-f*etc.=a; 

•— A — aB)  — 3cl  — 4D  ( — etc. 


+1 


*4*  B 


J 


\ -fetc. 


d’où  l’on  tire  à l’ ordinaire  x. 


A=.,  B = î-  C = 3'  D=l(- 


TH 

etc. 


Substituant  ce9  valeurs , ainsi  que  celle  de  à s=s  1 dans 
l’équation  (ù) , on  a 


yxxi+x  + ^x'+'-x3-*.—  X*  + etc 

ce  qui  est  l’équation  demandée. 

De  l'équation  proposée  (a) , on  tire 
y = earc(iin  = x)> 

et  faisant 

l 

« = arc(sin=s  x)  , vd’où  x=sina, 

10.. 


•Ce), 
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on  a * 

y—c*’ 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (e)  , il 
viendra  depuis  z = o jusqu’à  2=100®, 

e*=  x -f- «in  2 + sin*z  , sins2  , ôsin^  , 

_ + + + etc.... 


Proposons-nous  maintenant  de  déduire  de  l’équation 
donnée  (a)  la  valeur  de  x en  une  suite  indéfinie  des 
fonctions  algébriques  et  réelles  de  y. 

Pour  atteindre  ce  but  par  le  procédé  le  plus  simple  , 
écrivons  la  proposée  (a)  comme  il  suit  : 

arc  (sin  = y)  ~lx (g)  [voyezl’art.  3gi]  , 

et  alors  nous  chercherons  la  valeur  dey^  en  fonctions 
algébriques  et  réelles  de  x.  Cela  pose  , nous  commen- 
cerons par  observer  que  y = o lorsque  x — 1 ; donc 
p — 1 et  q — o.  Actuellement  différentiant  l’équation 
(g)  , nous  avons  celle 

xdy  — V/ 1 — -y'àx  = o , 
qui , comparée  avec  l’équation  (3y6),  donne 

f'(xoO=—  v'1— ÿ et  F*C*^)=X> 

ou 

F'[(2+0»^]=-V/^:F  et  F'K*+OoQ=*+»: 

Donc  , prenant  pour  figuratrice  de  la  valeur  de  _y , 
l’équation 

y = A2X+B^+1+  C2X+2+  etc. . .(A)ttq.  (38o)]f 

et  substituant  toutes  ces  valeurs  dans  l’équation  (38i)  , 
nous  aurons  pour  les  deux  premiers  termes  de  lequation 

résultante  —1  -f-  At*  ~l  qui, nécessairement,  doivent 
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pour  la  réalité  de  cette  équation , se  réduire  à un  «eul 
terme , ce  que  nous  obtiendrons  en  faisant  la  quantité 
indéterminée  \ = i y d'où  il  s’ensuivra,  tout  calcul  fait, 
T équation  indéfinie 

A -f-  aB  1 z -f-  3C‘  "J  z*  -J-  4D  j zs+  etc.  sz  o ; 

— i “f-  A f -4-;aB>  ■+■  3C  > 

4-  ï A*  3 +abJ 

et  faisant  chaque  coelEcient  égal  à zéro , nous  en  dédui- 
rons  par  les  méthodes  ordinaires  de  l’élimination , 

A = i , B ==  — ^ , C—~  , D = o,  etc. 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de  x=  i dans 
l’équatiou  (h)  , ou  plutôt  dans  celle 

y = A (ar — t)+B  (x—  i)*+  C(x—  i)3+etc: 

EnGn  remettant  x à la  place  dey,  et  réciproquement  » 
nous  aurons  pour  équation  demandée , 


Æ=(y-l)—  ^(jr-05+etC...(t> 


CHAPITRE  VIH. 


Des  équations  à deux  variables  , dans  lesquelles 
les  différentielles  du  premier  ordre  se  trouvent 
élevées  à des  puissances  entières  plus  grandes 
„ que  l’unité  3 ou  se  multiplient  entre  elles. 

3g3.  Les  équations  que  noSs  nous  proposons  de 
résoudre  dans  ce  chapitre , sont  comprises  dans  la 
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forme  générale 

dym  -\-f'(x,y)  dym~'dx  +f{x,  y)  dym~'dx% 

.....  +fm\x,y ) dxm=:0 (383)  , 

et  il  est  aisé  de  voir  que,  quoique  cette  équation  soit 
du  m“m'  degré,  elle  n’est  pourtant  que  du  premier 
ordre , puisqu’elle  n’est  composée  querdes  différentielle» 
du  premier  ordre  dx  et  dy  élevées  à des  puissances  en- 
tières , ou  multipliées  entre  elles. 

Les  équations  de  la  forme  de  celle  (383)  s’intégrent 
comme  celle  du  premier  degré  à deux  variables.  En 
effet,  si  nous  divisons  cette  équation  par  dxm}  nous 
jurons  celle  du  m,im‘  degré 

584), 

qui  , résolue,  donnera  un  nombre  m d’équations  de 
la  forme 
dy 

j-=ç(x,y)  ou  dy  — <p(x,y')  dx , 

lesquelles  étant  successivement  intégrées  suivant  les 
méthodes  enseignées  précédemment  , donneront  un 
nombre  m d’équations  primitives,  qui  toutes  satisfe- 
ront à la  proposée  , soit  séparément , soit  combinées 
entre  elles. 

Prenons  pour  exemple  l’équation  différentielle  du 
troisième  degré  suivante , que  nous  avons  tout  de  suite 
mis  sous  la  forme  de  celle  (384) 

' (1)-^  w>(È)‘ 

+ (*•>  +y3*  + ^ —x3y3=xo (a). 


I 
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. Cette  équation  étant  résolue  , donne  les  trois  équations 
suivantes  du  premier  degré 

(c) ......  dy  = x?dx  et  ^ = dx . . . . .Çd 

y '■ 

dont  les  intégrales  sont  respectivement 


(*')• 


•y— c*  > y = 3+c'. 
1 ...(<0. 


.(c' 


^ x-f-c" 

en  représentant  par  c , c',  et  c"  des  constantes  arbi- 
traires Or,  chaîne  de  ces  trois  équations  primitives 
(b')  , (c')  et  (d')  satisfait  à la  proposée  (a)  ; de  même 
leur  produit 

(y  - «■ ")(>-■ r ~ l'X* + rr?)= 0 - w 

satisfait  à la  proposée,  car  différentiant  cette  équa- 
tion (e)  , il  vient 

❖[(r-  cV-‘X>'-î-c')+(-y_5-'3 
x(’'+^)+(y— ”“')(■>' + ît-tH 


= dx 


(x+c")a 


(/); 
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et  substituant  successivement  à la  place  dey  ses  valeur» 
données  par  les  équations  (£'),  (e')  et  ( d ') , on  re- 
trouve respectivement  à ces  trois  substitutions , lès 
trois  équations  différentielles  (b)  , (e)  et  (d)  , qui  évi- 
demment satisfont  elles-mêmes  à l’équation  proposé» 
00  , puisqu’elles  en  sont  les  racines. 

3g4-  Mais  à cause  de  l’extrême  difficulté  attachée 
à la  résolution  des  équations  littérales  des  degrés  supé- 
rieurs , les  Géomètres  cherchent  par  le  moyeu  de  cer- 
tains artifices  analytiques,  qui  bien  souvent  réussissent , 
à trouver  le  rapport  de3  deux  variables  x et  y , en  ne 
résolvant  algébriquement  que  des  équations  d’un  degré 
inférieur  à celui  m de  la  proposée.  Yoici  quelques-uns 
des  eas  où  l’on  réussit. 

Premier  cas.  Soit  l’équation  générale 

’dym-^-ffydym~ldx+f‘'ydym~tdxi . ...fm’ydxm=: o...(385), 

dans  laquelle  je  suppose  que  J'y  , fy . . . . sont  de* 
fonctions  rationnelles  de  y , et  que  cette  variable  n’y 
est  élevée  qu’à  des  puissances  inférieures  au  degré  m 
de  la  proposée  (385). 

Faisant 

dx  = zdy (a)  ; 

•ubstituant  cette  valeur  dans  l’équation  (385),  et  divi- 
sant cette  dernière  équation  par  dym,  on  a celle  algé- 
brique 

* +fyz  +fyzt+fmyzt — + fm'y~m = o (i) , 

qui  étant  résolue  par  rapport  à y , donne  un  nombre 
plus  petit  que  m de  racines , telles  que 

(c) .y  , d’où  dy  — ç'zdz ( d ). 

Substituant  cette  yaleur  de  dy  dans  l’équation  (a)  , il 
vient 

dx  = zqfzdz , 
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d’où 


x — fztp'zdz (e). 


Ainsi  par  le  moyen  des  équations  ( c ) et  (e)  , on  aura 
pour  une  valeur  quelconque  de  z , celles  qui  se  cor- 
respondent de  x ety\  on  aura  donc  résolu  le  problème 
qui  a donné  lieu  à l’équation  différentielle  (385).  On 
remarquera  qu’on  ne  pourrait  avoir  l’équation  directe 
de  relation  des  deux  variables  a;  et  y , qu’en  résol- 
vant l’équation  (£)  par  rapport  à z,  et  substituant 
cette  valeur  de  z dans  l'équation  (e)  ; mais  la  difficulté 
de  résoudre  l’équation  ( b ) étant  la  même  que  celle 
attachée  à la  résolution  de  la  proposée  (385)  par  rap- 

port  à ^ , puisqu’elles  sont  toutes  les  deux  du  degré 

m , on  ne  remplirait  plus  l’objet  de  simplification  qu‘on 
s’est  proposé. 


Exemple.  Déduire  de  l'équation  différentielle  du 
quatrième  degré 

dy*+  y&y* dx  — dx«  ==  o. . . . .'.  Çfj, 

les  relations  des  deux  variables  y et  x qui  satis- 
font à la  question  qu'on  suppose  avoir  donné  lieu  à 
. l’équation  (/). 

Faisant 

= zdy (g), 

la  proposée  (/*)  se  transforme  en  celle 

»+,)*  — »4  = O,  d’où  y=ztlll ( h). , 

«t 

*y = 
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Substituant  cette  valeur  de  dy  dans  l’équation  (g) , oa 
a celle 

dx  — 3z*dz  4-  — , 
z 

laquelle  étant  intégrée  donne 


x = g a5  -f-  Iz  + const ( / ). 

Supposons  pour  déterminer  la  constante , que  y — o 
lorsque  i=o;ce  qui  donne , par  le  moyen  de  l’équa- 
tion ( h ) , z — 1 ; et  substituant  cette  valeur  de  z ainsi 
que  celle  de  x — o dans  l'équation  ( i ) , on  a 


const.  = — 


3 

5 : 


donc  substituant  cette  valeur  de  const.  dans  la  même 
équation  (i)  , on  aura  complètement  * 

x = ^ (a5  — i ) -f-  Iz. 

Cette  dernière  équation , concurremment  avec  celle 
(h)  , résout  complètement  le  problème  qui  est  censé 
exprimé  analytiquement  par  l’équation  (/). 

3q5.  Second  cas.  Mais  si  supposant  toujours  que 
dans  l’équation  (385)  , f'y»f"y sont  des  fonc- 

tions rationnelles  dey'  , nous  considérons  actuellement 
que  parmi  ces  fonctions  il  y en  a qui  renferment  y 
élevée  à une  puissance  ]>  m,  il  %st  évident  qu’alors 
l’équation  (6)  de  l’article  précédent  étant  d’un  plus 
haut  degré  par  rapport  à y que  ne  l’est  la  proposée 

dy  * f ( 

(385)  par  rapport  à -g-  , l’artifice  indiqué  précédem- 
ment ne  fera  que  compliquer  le  calcul , au  lieu  de 
le  simplifier  ; il  faudra  donc  avoir  recours  à quelque 
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autre  artifice  : celui  dont  on  sa  sert  en  pareilles 

circonstances , est  de  faire  —yz  Y ou , suivant  les 


dx 


circonstances , =yz  -,  de  cette  maniéré , 1 on  par- 
vient à une  équation  algébrique  dont  tous  les  termes 
sont  multipliés  par  un  même  facteur  variable  , et  qui , 
conséquemment , s’abaisse  à un  degré  quelquefois  infé- 

, rfy 

rieur  à celui  m (Je  la  proposée  par  rapport  a et 

alors  résolvant  l’équation  résultante  par  rapport  'à 
la  variable  y qui  reste  élevée  à une  puissance  moindre 
que  m ; et  substituant  les  valeurs  de  cette  variable 
dans  celle  des  deux  équations 


rfy  dx 

Tx^yz  ou  -ç=yz 

qu'on  a d’abord  posée , on  aura  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  degré  entre  l’ancienne  va- 
riable x et  l’introduite  z;  d'où,  par  l’intégration,  on 
aura  une  équation  primitive  entre  et  s qui  résoudra  , • 
conjointement  avec  celle  qu’on  a déjà  eue  entre_y  et  z, 
le  problème  proposé. 

Exemple  I.  Trouver  les  valeurs  correspondantes 
de  x et  de  y qui  satisfont  au  problème  dont  réquation 
finale  est 

dy<4-  jrfdydx3  -f-  ysdx*  = o. . . (a). 

Divisant  la  proposée  (a)  partir*,  et  faisant 

—yz (*)  » 

il  vient  i 

îo, 

> f , 


dy 

dx 
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•t  divisant  par  on  a l’équation 

*4+\y*+y= o, 

qui , résolue  par  rapport  à y , donne 


_ *[i±|/(i  -40!] 


y = 


•w, 


d’où 


dy  — dz[\/  \ — 4z,-h  1 J 

2 l/~l  — 4*a 

Substituant  ces  valeurs  de  y et  de  dy  dans  l’équation 
(é)  , il  vient  celle 

dz 

dx  = — - 

V/ 1 —4a1 

qui , intégrée , donne  l’équation 

x = ip_aXcon^-|. 

Li  ± ]/i  — 4a1  J 

laquelle  , conjointement  avec  l’équation  (c) , résout  le 
problème  exprimé  analytiquement  par  l’équation  (o). 

Exemple  II.  Trouver  les  valeurs  correspondantes 
de  xetde  y qui  satisfont  au  problème  qui  dépend  de 
l'équation 

y5dy5_|_  y»dy3dx*  -j-  dx5  = O (rf)> 

Divisant  la  proposée  par  dy *,  et  faisant 

jz—yz> 1 d’où  — zydy («>  » ‘ 

il  vient 

yb  + y5*?—  o , OU  y + z'  -f-yz5  = o , 

d’où 


I 
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«t 


ydy  = 


z3dz  (2  — 3a5) 
0+*‘)*  ' 


157 


Substituant  cette  valeur  dans  F équation  (e)  , il  vient 
celle 

2 z^dz  — Zz9dz 
dx  ~ (i-f*»)‘  » / 

dont  l’intégrale  est 


___  3 1 

* 5(i  + a5)  a(i  + ss)‘ 


+ const.1 


Cette  dernière  équation  et  celle  (f)  sont  celles  qui 
satisfont  à la  question. 

3ç)6.  Troisième  cas.  Si  l’équation  (385)  étant  telle 
que  nous  l’avons  supposée  dans  l’article  précédent  , 
l’artifice  indiqué  dans  le  même  article  ne  réussit  pas, 
c’est-à-dire , s’il  conduit  à une  équation  en  y d’un  degré 
pour  le  moins  aussi  élevé  que  la  proposée  par  rapport 

à ^ , on  fera 


d’où  résultera  une  équation  différentielle  du  miimt  deÿé 
entre  les  variables  x et  a qui , traitée  comme  celles  que 
nous  avons  examinées  d^is  les  deux  articles  précé- 
dons, pourra  donner  sans  peine  le  rapport  des  deux 
variables  x et  u\  et  par  conséquent , à cause  de  l’équa- 
tion de  relation  (a) , donnera  aussi  le  rapport  demandé 
des  deux  variables  x et  y au  moyen  , comme  précédera- 
ment,  d’une  troisième  variable  intermédiaire  a. 

Exemple.  Etant  donnée  r équation 

dy5  4-y?dydx4  y7dy’dx3  4~y"dx‘  = 0 (i) , 


t$3  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
on  demande  d’en  conclure  des  équations  qui  donnent 
les  valeurs  correspondantes  de  x et  de  y. 

Soit  qu’on  pose  l’une  ou  l’autre  équation 


dx  = zdy  , 


dx 


y* 


on  ne  peut  transformer  la  proposée  en  une  équation 
plus  aisée  à résoudre  par  rapport  à y que  l’équation 

(&)  par  rapport  a Essayons  donc  de  faire 


d’où  dy~  — ^ , 


et  substituons  ces  valeurs  dans  la  proposée  (b)  , ce 
qui  nous  donnera , après  avoir  multiplié  toute  la  trans- 
formée par  u",  l’équation 

— udu'  — dudx*>  -f-  du'dx3  -j-  dx 5 = o (c) . 

Faisant  dx  — zdu,  et  divisant  par  du',  l’équation  (c) 
se  transforme  en  celle 

— u — z* -J- z3- \~z’  = o,  d’où  u=z*+z3 — zf; 
donc 

r(=D=*ùV'-»+.i 00  • 

et 

du  = ( 5s*  -f-  3*1 — /)Z3  ) dz. 

Mais  dx  = zdu  ; donc 

dx  = ( 5z5  -f-  3z3 — 4Z*)  dz } 
d’où  l’on  tire  par  l’intégration , l’équation 

s»_i_  ? 

+ 4 

qui  résout,  conjointement  avec  l’équation  (</),  la  ques- 
tion proposée. 


■> 


const.  ; 


/ 
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$97.  Quatrième  cas.  L’équation  proposée  étant  ho- 
mogène , et  le  degré  d’homogénéité  des  variables  primi- 
tives étant  plus  petit  que  celui  de  leurs  différentielles  , 
on  n’aura  à résoudre  qu’une  équation  du  même  degré 
que  celui  d'homogénéité  des  deux  variables  primitives , 
et  à intégrer  des  fonctions  différentielles  du  pren||er 
ordre  à une  seule  variable , pout  obtenir  deux  équa- 
tions qui  donneront  les  valeurs  correspondantes  des 
deux  variables  qui  entrent  dans  la  proposée.  En  effet  , 
eoit  généralemenfl'équation  différentielle  homogène 

yc~'x'dym , . , ya dym~” dxn y*-1  xl dyT"—P d x* 
+xadym-idxi -} -ya~‘xcdxm  =0 (386)  , 

dans  laquelle  nous  supposons  que  le  degré  a d’homogé- 
néité des  deux  variables  x et  y est  plus  petit  que 
celui  m de  leurs  différentielles.  Soit  fait 

dy  ~ zdx (a) , 

substitué  cette  valeur  dans  l’équation  proposée  (386) 

et  divisé  par  dx®,  ce  qui  donnera  l’équation 

y-'x‘zm. . . y . . 

...+  y*-‘x'  = o {b), 

qui , faisant 

y — xu (c) 

et  divisant  par  xa)  se  transforme  en  l’équation 

u—‘zn + uazm~n  + u*-hzm-!’ + zm~i 

-\-ua-{ <—o (d) , 

qui  n’est  que  du  degré  a par  rapport  à la  variable  u ; 
ainsi  en  résolvant  cette  équation  ( d ) , on  aura  un 
nombre  a de  racines  , telles  que  celle 

(«) uzxzfz  , d’où  du  sxfzdz (/). 
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Mais  de  l’équation  (c)  , on  tire  celle 
dy  = xdu  ■+>  udx  -, 

dofic  par  substitution  dans  cette  dernière  équation  des 
valeurs  de  u et  de  du  [équat.  (e)  et  (/*)}  , on  aura 
celle 

# dy  — xf'zdz  -f -fzdx . 

Egalant  cette  valeur  de  dy  avec  celle  de  l’équation  hy- 
pothétique (a)  , et  prenant  dans  la  résultante  la  valeur 

, dx  « 

de  — , on  aura 
x ' 

dx — f zdz 

x fz  — Z * 


d’où  faisant  pour  abréger , 
çz  — 

on  tire 

X~ef*zdx  + C0nst- çhy 

Enfin  mettant  dans  la  seconde  équation  hypothétique 
(c)  les  valeurs  de  u et  de  x [ équat  (e)  et  (A)3  , on 
aura  celle 

y =fz  [ e/^+con.t.-j (i). 

qui , conjointement  avec  celle  (A)  , résoudra  la  question 
proposée. 

De  cette  suite  d’opérations  , on  peut  conclure  la 
règle  générale  suivante  qui  abrégera  considérablement 
les  calculs  à faire. 


Effacez  x et  dx  dans  la  proposée , substituez -y  u et  z 
à la  place  des  quantités  respectives  y et  dy  ; résolvez 
l'équation  résultante  par  rapport  à u , et  ayant  les  va- 
leurs de  u en  fonctions  de  z , vous  aurez  les  quan- 
tités telles  que  çz  par  le  moyen  de  réquation  (g ) , 

dois 


* 
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d’où,  par  les  règles  du  seul  calcul  intégral  des  fonc- 
tions différentielles  du  premier  ordre  à une  seule  va- 
riable , vous  conclurez  les  valeurs  de  x , et  par  con- 
séquent les  correspondantes  de  y en  fonctions  de  z 

Céquat.  (/i)  et  (i)3-  ...  , 

On  remarquera  , i°.  que  dans  la  règle  que  nous  venons 
de  prescrire  , on  peut , lorsque  c’est  convenable  pour 
la  facilité  du  calcul  , faire  changer  réciproquement  de 
places  aux  deux  variables^  et  x. 

a°.  Que  cette  méthode  donnera  autant  de  solutions 
qui  satisferont  à la  proposée , qu'il  y a*  d’unités  dans 
le  degré  d’homogénéité  des  deux  variables , puisque 
l’équation  ( d ) donne  ce  nombre  de  valeurs  de  u en  fonc- 
tions de  z. 

Exemple.  Déduire  île  l’équation  différentielle  du 
sixième  degré 

y’dx6 — yxdxdy5 — 2yxdydx5+xady6-f-x3dyadx*=o. . (h), 

les  deux  équations  servant  à déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  x et  de  y qui  satisfont  à la  question 
dont  l'équation  (3c)  est  supposée  lg.  _ traduction  ana- 
lytique. 

Effaçant  dans  l’équation  proposée  la  variable  x et 
sa  différentielle  dx  ; ensuite  substituant  respective- 
ment aux  quantités  y et  dy  celles  u et  z , on  a 
l’équation 

— uz 5 — 2 uz  + a6  -f-  z*=c  o 

qui,  étant  résolue  par  rapporta  la  variable  u,  donne 
successivement 

{u  = z et  u = z (z*-f- 1 )}. . .' ( /u ). 

Ainsi  l’on  a pour  la  première  de  ces  valeurs  de  u , 
{fzxzz,  fz=i}.,,.{n). 
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et  pour  la  seconde  , on  a 

{/*  = z(a4+i),  fz— 5z4+t} ( p): 

Les  valeurs  en  (n)  substituées  dans  l’équation  ( g ) 
donnent  <pz  — — ^ , et  substituant  cette  valeur  dans 

. celles  de  x et  de  y £ équat.  ( h ) et  ( i )] , l’on  n’au- 
rait pour  ces  deux  variables  que  des  valeurs  infinies  ; 
ainsi  rejetant  la  première  valeur  de  u donnée  par 
l’équation  ( l ) , nous  nous  en  tiendrons  à la  seconde 
en  (m),  et  substituant  les  valeurs  défi } f'z  £équat.  (p)] 
dans  l’équation  (g)  il  viendra 

<PZ= ~s » dou  fad*  — 5l-  + ^ » 

et  substituant  ces  valeurs  dans*les  équations  (h)  et  (/)  , 
on  aura  les  deux  suivantes 

r 

xs=  ~ e^4-f-  const., 

r.  - " ’ : i 

et  y = t»5 4-  « ] e**4  + const. 

qui  sont  les  équations  demandées. 

Avant  de  continuer  nos  recherches  sur  quelques- 
autres  cas , où  l’on  résout  assez  aisément  les  problèmes 
indéterminés  entre  deux  variables , qui  conduisent  fina- 
lement à une  équation  différentielle  d’un  degré  supé- 
rieur , nous  ferons  une  applioation  de  ce  qui  précède  à 
la  solution  d’un  problème  qui , comme  nous  le  verrons 
dans  la  suite,  est  utile  dans  la  haute  Géométrie. 

3<}8.  PROBLEME.  Etant  donnée  une  équation  pri- 
Tftiïivè 

F(x,y  , u)  = o («) 
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entre  trois  variables , et  ayant  entre  ces  mêmes  va- 
riables , l'équation  différentielle  du  second  degré 

du*  2=  dy*  -f-  dx* (é) , 

o/j  demande  P équation  de  relation  entre  deux  quel - 
conques  de  ces  variables. 

Solution  générale.  Soient  y et  x les  deux  va- 
riables dont  on  cherche  le  rapport.  Cela  posé,  il  n’y 
a qu’à  prendre  dans  la  proposée  (a)  la  valeur  de  u (*)  , 
différentier  l’équation  résultante  , élever  l’équation  dif- 
férentielle au  quarré  , égaler  la  valeur  de  du 2 qu’on 
en  déduit , avec  celle  donnée  par  l’équation  (b)  ; alors 
on  aura  une.  équation  différentielle  du  second  degré 
qui , étant  résolue , conduira  à une  équation  différen- 
tielle du  premier  degré  entre  les  variables  x et  y • 
ainsi  il  n’y  aura  Çu’à  intégrer  cette  équation  pour  avoir 
celle  de  relation  demandée. 

On  voit  que,  théoriquement  parlant,  la  solution  du  pro- 
blème proposé  n’offre  aucune  difficulté;  mais  elle  peut, 
non-compris  celles  qtrt-rttnnent  seulement  a la  simple* 
analyse  algébrique  , présenter  encore  beaucoup  de 
difficultés  pour  l’intégration  de  l’équation  différentielle 
du  premier  degré  , à laquelle  on  a été  conduit. 

Cependant  cette  difficulté  diminue  beaucoup  si  la 
proposée  (a)  est  homogène  par  rapport  aux  trois  va- 
riables , puisque  opérant  comme  nous  l’avons  dit  pré- 
cédemment , il  est  clair  que  l’équation  différentielle  du 
premier  degré  à laquelle  on  parviendra , sera  homogène, 
et  par  conséquent  séparable  (art.  33g  ). 


H Nous  continuons , pour  abréger , à ne  considérer  qu’une  seule  * 
6es  racines  des  équations  d’un  degré  supérieur,  que  nous  supposons 
décomposée  eu  toutes  ses  racines.  * 

il.. 
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Exemple.  Etant  données  les  deux  équations 
(i) . . .du1  = dy*+ dx*,  et  u*  = y'  + nxa (c)  > 

trouver  l'équation  qui  exprime  la  relation  entre  les 
deux  variables  x et  y. 

Différentiant  l’équation  (c)  , il  vient 


^ ydy-\-nxdx 

' V y*  ~ \-ax'  * 

donc  du',  ou 

dy'+  dx ■ = y'dy'+  »nxydydx+  n'x'dx* 


y'-j-nx' 

Chassant  le  dénominateur , réduisant , divisant  par  dx % 

prenant  la  valeur  de  ~ , ensuite  multipliant  par  dx , 

on  a l’équation  homogène  et  seulement  du  premier 
degré  

xdy  — ydx=  ±:  \J  ^ - dx  \/y*  -f*  nx' . 


Donc  faisant  y zx , ce  qui  donne  la  transformée 

dx  , / f n \ dz 

a;  y \n — 1) 

et  intégrant  , il  vi?nt 


lx  — Zconstdr  v/(^ 

[voyez  l’art.  33g  et  l’équat.  (i38)]j  substituant'  à la 
place  de  a sa  valeur  , ensuite  passant  des  logarithme* 


aux  quantités  algébriques  , on  a 

!_  _ ....  co , 

ut.  ( * y 


X 

const. 
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ec  qui  est  l’équation  demandée  , tant  que  n est  diffé- 
rent de  zéro  et  de  l’unité.  Le  cas  de  it=:one  peut 
être  considéré , puisqu’il  réduit  la  proposée  ( c ) aux 
deux  variables  » et  y.  Quant  au  cas  où  l’on  aurait 
n = i , alors  remontant  à l’équation  (d) , on  voit  qu’elle 
se  réduirait  à celle 

y*dx,-t-x*dy* — axydxdy  = o , ou  ydx — xdy  = o , 
et  intégrant , on  aurait 

y = x X const. 

3gq.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  est 
celle  qu»  se  présente  le  plùs  naturellement  à l’esprit  ; 
mais  en  s’y  prenant  comme  l’ont  fait  quelques  Géo- 
mètres, pour  résoudre  ce  problème,  on  parvient  à 
une  Formule  finale  qui  donne  la  solution  générale  de- 
mandée. Cette  dernière  solution  étant  plus  élégante 
que  celle  indiquée  dans  l’article  précédent,  nous  croyons 
utile  de  la  faire  connaître  à nos  lecteurs. 

Soit  fait  ■ ■ . — «• 

y = zx. . . . (a) , u = dy  = tdx . _ . . (c) , 

d’où  dy  ou  ... 

tdx  £ équat.  (c)]  — zdx  -f-  xdz . . . . (d) , 

et  > 

du  — vdx  -f-  xdv (e). 

Mais  par  hypothèse  , 

du—  V -f-  dx1  = dx  y/V-f-  t £éqnat.  Çc)}'; 

donc  égalant  cette  valeur  de  du  avec  celle  donnée  par 
l’équation  (e)  , on  aura  celle 
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Or,  nous  remarquerons  que  l’équation  primitive 

donnée  par  l’énoncé  du  problème  , étant  supposée 
homogène  , il  est  clair  qu’en  y substituant  les  valeurs 
hypothétiques  de^r  et  de  u £équat.  (o)  et  (A)],  on 
aura  une  équation  qui  ne  contiendra  plus  que  les  deux 
variables  r et  z,  d’où  l’on  tirera 


(g) v—fzt  dv=fzdz (A); 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (/)  , il 
viendra 


dv fzdz 

1/0*+  ‘ ) — fz 

Mais  de  l’équation  (d)  on  tir® 

dv  dz 
x t — z 


CO- 


CA) î 


donc  égalant  cette  valeur  de  — avec  celle  donnée  par 

x 

l’équation  (i)  , on  aura 

C < — * )/'z  = V? + » — /*  » 

d’où  l’on  tirera 


2 ~fxfz  ± l/C/^+r^- */  V]»— t 

ïTïy—'  ' 

ou , multipliant  le  numérateur  pris  avec  la  signe  -f~ 
devantle  radical  et  le  dénominateur  du  second  membre 
par  le  numérateur  pris  avec  le  signe  négatif  devant  le 
radical,  il  viendra 

■+»•-(#■ 

* w*r+ c ywxr- 1 ) • 

et  substituant  cette  valeur  de  t — z dans  l’équatiou 
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(&),  on  aura 

dx f zfzdz  — zdz 

x ~~  7+2.'—  (fzy 

_ dz  VTr^ÿ+ 

.1  +^— (/z); 

Mais  le  premier  terme  du  second  membre  de  cette 

équation  est  égale  à la  quantité  — 

* {f%y— z* — 1* 

dont  l’intégrale  est  — » l ^{fz)*—  a*—  1 ] ; donc  l’in- 
tégrale de  l’équation  (/)est 

lx=l. const.  — L / [(/s)1—  2» — r ] 

- rdz-  y/lr*r+  c fz  - */vi» -~r 

J i+z*—{fzy 

Si  nous  voulons  faire  l’application  de  cette  formule  ( m ) 
au  même  exemple  que  celui  de  l’article  précédent , 
nous  substituerons  dans  l’équation  proposée 

u*  =ya  -+-  nx*, 

les  valeurs  respectives  zx  , vx'tfëy  et  de  u [équat.  («)  ’ 
et  (&)] 1 ce  qui  nous  donnera  la  transformée 

,,  . i Ï — Z'+Ttt 

a ou  v on 

fz=  t/V-f-n  et  fz=  —-■■■  Z . • 

Substituant  ces  valeur»  dans  l’équation  {m).,  et  com- 
prenant dans  la  constante  arbitraire,  la  quantité  cons- 
tante — î l {n — 1 ) , nous  aurons 

ér  = Z. const.  ± \/ — - — C. — 

V'  n—ij 


= i-vw  + 1 C*  + V^±ny' 
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donc  passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques, 

et  substituant  à 2 sa  valeur  - féquat.  (a)]  ; il  viendra 

x 

* _ fy+ 

const.  (_  x J 

même  résultat  que  celui  trouvé  à l'article  5g8. 

4oo.  Parmi  les  équations  différentielles  des  degrés 
supérieurs  entre  deux  variables  qui  ne  sont  pas  ho- 
mogènes, et  qui  renferment  les  deux  variables  primi- 
tives; nous  allons  en  considérer  quelques-unes  dont  on 
déduit  assez  aisément  les  formules  donnant  les  va- 
leurs correspondantes  des  deux  variables  qui  satisfont 
^fcproblème.  — 

;Soif  d’abord  l’équation  ■ 7 ■ 

ydx  — qxdy  =• 

m • 

\/ adym-\-  bdy“L~‘dx -f-  cdym~ ndxm. . . (387)  , 
qui  divisée  par  dx , et  faisant 


dx  . _ 

devient 

m 

y — qxz~  asm-j-  bzm~'-\-  ci," 


•Cfl)  » 


(388). 


Représentant,  pour  abréger,  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  par  fz,  on  aura 

y—qxz  ==fz , 

et  différentiant  en  faisant  toujours  dfz—f'zdz,  ou 
aura  > 

dy  — > qxdz — qzdx  — fzdz , . , .(£}. 
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Mais  dy  = zdx  [équat.  (a)]  ; donc  changeant  les  signes 
de  l’équation  (è) , on  aura  celle 

( q — 1 ) zdx  + qxdz  — — f zdz , 

qui , comparée  identiquement  avec  l’équation  ( 296  ) 
[art.  34l  3 > donnera 


A—  q — 1,  B = <7,  F (y)=*,  F(x')=x,  f(y)=-fz. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (297) , on  aura 
celle 

JL-  — 

(q — 1)  Tf-'x+ffz  zi~'dz  = const. ....  . (389) , 


qui,  faisant  pour  abréger 

I % T , 

Fz  z=ff'z  zi~'dz 09°)  > 

donnera 

, « _ 

f 

fconst. — Fz,]  zl~*  r~  . 

x — L — = (391}, 

et  substituant  cette  valeur  de  x dans  Téquation  (38?), 
on  aura  . ..  . D 

y — — - — [ const.  — Fz  3 z.—»’ 

m • > . .î  J *.ZL 


-f-  y7  az’:‘  -(-  èzm  * +».. . . .(Sga).  t 


Ces  deux  dernières  équations  (3gi)  et  (3g 2)  résolvent 
la  question  qui  a donné  lieu  àl’équation  proposée  (387). 

EXEMPLE.  Déduire  de  l'équation  * 

ydx  — | xdy  = a ^/(dy’-f-  dxa  ).. . . .(c)» 
les  valeurs  correspondantes  de  y et  de  x. 
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Comparant  l’équation  (c)  avec  la  générale  (387)  , 
on  a 5 


q l , m — 2 , a — J /a,  b = o,  c = o,  n = y a , 
donc 

. fz  — a \/zA-\- 1 , d’où  fz  == 21— 

Vz'+i’ 

et  substituant  cette  dernière  valeur , ainsi  que  celle 
de  q dans  1 équation  (ogo) , on  aura 

_ r az^dz  a , .. 

Z~  J.  y (.**-+  1)  ~ 3 S/z?+i  ( art.  2r3)  ; 

substituant  cette  valeur  de  Fz , ainsi  que  celles  de  > 
q,m,  a,b,n  dans  les  formules  (3gi)  et  (3ga)  , on 
aura  les  deux  équations  demandées. 


4«i . Si  q — 1,0  est-à-dire , si  nous  avons  à déduire 
de  l’équation 

__ 

ydx— xdy~y  ady”+bdy'n-'dx. . .4 -ndxm. . .(3g3), 

les  deux  formules  qui  donnent  les  valeurs  correspon- 
dantes de  x et  de^  , alors  les  équations  (agi)  et’(3g2) 
ne  peuvent  plus  servir-  mais  nous  obtiendrons  di- 
rectement l’équation  de  relation  des  deux  variables. 
En  effet , divisant  comme  précédemment  par  dx , et 
faisant  toujours.  , 


nous  aurons  * ' 


y — zx=  yraz”+  ft*— .(S), 
ou  y — zxx=fz..;....(c), 

t ’ £ 

en  représentant  toujours  le  second  membre  de  l’équa- 


\ 


/ 

I 


■ 
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tion  (£)  par  fz.  Différentiant l’équation  (c),  il  yientrfy  ou 

zdx  — zdx  — xdz  -x=f'zdz  , ^ 

d’où  — xdz  =/' zdz («0  * 

équation  qui  ne  peut  avoir  généralement  lieu,  c’est- 
à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  dex,  qu’en  faisant 

dz  — o , d’où  z — C , 

en  représentant  par  C une  constante.  Substituant  cette 
valeur  de  z dans  l’équation  (a) , il  vient 

dy  = Cdx  , d’où  y — Cx  4-  C' (e)  , 

en  représentant  par  C'  une  autre  constance  que  C 
dont  elle  est  une  fonction  ; de  manière  que  l’une  de  ces 
deux  constantes  ayant  été  prise  d’une  grandeur  dé- 
terminée , l’autre  ne  peut  rester  indéterminée.  En 
effet,  substituant  la  valeur  C de  zdans  l’équation  (c)  , 
il  viept  celle  , , -,  -, 

y = Cx  + fC Ç3g4)  , 

et  retranchant  cette'  âCTSÎërê  équation  de  celle  (e)  , 
on  a C'  —JC. 

L’équation  (3g4)  est  la  seule  intégrale  complète  de , 
la  proposée  (3cj3)  ; mais  cette  dernière  équation  a une 
solution  particulière  qu’on  aperçoit  bien  vite  en  faisant 
attention  que  l’équation  (d)  peut  encore  Être  satisfaits 
dans  le  cas  particulier  de  x — — fz  jtet  alors  prenant 
dy 

la  valepr  de  z ou  ensuite  substituant  cette  va- 
leur dans  l’équation  (ô)  , on  aura  une  solution  particu- 
lière de  la  proposée.  , - • » ' : > 

Eclaircissons  davantage  cette  théorie  par  un  exemple. 

.*  * 1 ’ il:  „ iriU’i'.b  jZlt  * > 
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, Soit  proposé  d’intégrer  l’équation 

§pdx — xdy  — a V dy%  -f-  dx* (/)  ; 

dy  \ 

* divisant  par  dx  et  faisant  z-~-,  il  vient  l'équation 

y — x*  = a y/ 2a+ 1 (g)  y 

■ qui , étant  différontiée  , donne  , toutes  réduction» 
faites  , 

(x+-^L=)dz^oy 

\ V&+ i' 

d’où  l’on  tire  successivement  . . 

dz  = o ou  z = C (h)  , 

et  • • - 

az  j.  « , x 

x— , d ou  z = ± Q- 

y/z’-f-  1 

la  première  valeur  de  z [équat.  (A)]  substituée  dan» 
l’équation  (g)  , donne  . . 

XT  Cx  = e l/(C*+  ») (*)»  ......  J, 

( \ j ‘ 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée. 

La  seconde  valeur  de-  z f équat.  ( t )]  , prise  avec 
le  signe  négatif  et  substituée  dans  l’équation  (g)», 
donne  M..  . 

v + ■ £ ,_fl—  ^ i 

„ , fuie  V*—# 

d ou 

■ r:::  x*  ,r- — :v 

et  par  conséquent, 

-f-  x1  r=  a1 CO» 

ce  qui  est  une  solution  particulière  de  la  proposée  (/). 
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En  effet  , il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  sa- 
tisfait à la  proposée  , mais  qu’elle  ne  peut  rien  avoir 
de  commun  avec  l’intégrale  (k)  , car  quelle  que  soit 
la  valeur  qu’on  donne  à la  constante  C dans  l’équa- 
tion ( k ) , on  ne  pourra  jamais  reproduire  l’équa- 
tion (/). 


La  simplicité  de  l’exemple  que  nous  venons  de  nous 
proposer,  nous  met  à même  de  comparer  les  résultats 
que  nous  avons  obtenus  par  cette  méthode , et  ceux 
que  nous  obtiendrons  par  les  méthodes  d’intégration 
des  équations  différentielles  du  premier  degré  entre 
deux  variables. 

Quarrant  l’équation  (/)  , il  vient  celle 

y*dv* — zxydydx -f-  x'dy'  — didy‘l-\-  a.2dx* (m)  , 

qui , résolue  par  rapport  à dy , et  chassant  le  déno- 
minateur, donne 


(a* — x3)  dy=z  — xydx- f-  adx  x3— a1) ....  (h) . 

Faisant  • 


d’où 


dy  zjm:  y/(a3 — x3)  dz  — 


zxdx 
y/  a% — x* 


et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (n)  , on  a, 
toutes  réductions  faites  , l’équation 


{a“ — x*ydz=adx  a* — x3)  (z*  — 1 )> 

5.  _____ 

qui,  étant  divisée  par  (a1  — x3)3  [/ z% — t,  donna 
l’équation  séparée 

* 

dz  adx 

y/(  s* — i ) a 3 — x*  ‘ 

‘ ' t \ ) . • , - . ' <•  . 


t 


/ 
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dont  l'intégrale  est , eu  passant  des  logarithmes  aux 
quantités  algébriques , et  représentant  par  q une  cons- 
tante arbitraire 


Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de 


- — t/- [ équat.  (o)] , 

y aa  — x* 

et  multipliant  par  [/ a“ — x*,  on  a 

y+  vtty*+  x*—**)  — *]  (<*+*); 

d’où  on  tire 

q , , \ , ci  — x 

y = l (<*+*)+  . 

ou  y — - - x -+•  -1-  a (p.)  , 

J a q *q 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  la  proposée  ; mais 
si  pour  simpliGer  cette  équation , nous  faisons 

£=Li_, 

2 9 


C, 


d’où 


q = C+  ]/ C*-f- 1 et  — V 1 4~  C* } 

alors  C représentant  une  constante  arbitraire  , l’inté- 
grale complète  (p)  de  la  proposée  (/)  se  réduira  à 

l'équation  

y = Cx  -f-  a i + C*, 

qui  est  identique  avec  celle  ( k ).  Actuellement  pour 
trouver  par  la  règle  générale  prescrite  à l’article  38 1 , 
les  solutions  particulières  de  la  proposée  {f)  , éli- 


Digitized  by  Google 


A PLUSIEURS  variables; 


1?5 


minons  le  radical  de  l’équation  ( k ) , et  différentions 
l’équation  résultante  seulement  par  rapport  à C , sans 
écrire  dC , ce  qui  donnera  l'équation  - > 


d’où 


— syx  4-  aCx*  = aa2C  , 


y*.. 

c2 — x’ 


* » 


et  substituant  cette  valeur  de  C dans  l’intégrale  com- 
plète ( [k ) , il  viendra 


...  yx^QV/[Cn°-x»y4-yx»3 
J ~ a1—  x* 

Chassant  le  dénominateur  , réduisant  et  quarrant  afin 
d’éliminer  le  radical,  nous  aurons 

a*y*=  ( a2  — x'^-f-y’x®  ; 


transposant  ^’x*  dans  le  premier  membre , et  divi- 
sant toute  l’équation  par  a2  — x2,  il  vient  definitive- 
ment 

y*  st=  a2 — x*  ou  j?2-f-x*=a2; 

ce  qui  est  une  solution  particulière  de  la  proposée » 
et  est  le  même  résultat  que  celui  (7)  donné  par  la 
méthode  précédente. 

4oa.  To«te  équation  delà  forme 

dyf  = (ax"  4-  byn  ) dxf (a)  , 

dans  laquelle  le  degré  p sera  égal  au  produit  des  ex- 
posans  m et  n des  deux  variables,  divisé  par  la  diffé- 
rence de  ces  mêmes  exposans , se  séparera  aisément. 
En  effet , soit  l’équation 

FT1  PI  fIJ  PI 

dym~n=  (ex" 4-  byn)  dxm~n. . . . (3g5)  j 
d’où  l’on  tire 

mit  

dy  =s  \/ {axrn+ byn)nrxndx (J)  ; 


1 


y 


176  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 


et  faisant  ys=xuz (c)  , 

m m—n 


d’où  dy=zxndz  -f-  — x * zdx , 

on  a,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (£)  , la  transformée 

ht  ^ m — n m — n m — n 

xndz-\ — * “ zdx  — x * ( a 4-  iz"  ) mtt  dx, 
n 


et  divisant  toute  cette  équation  par , il  vient 


n 


nxdz  -j-  mzdx  = n ( a -{-  bz"  ) mn  t/a: , 
d’où  l’on  tire 

dx ndz  , 

X ni — n * 


n (a-j-  6z")  '“'“-ms 


et  intégrant , on  a 
x 


l 


const. 


* 

I m — n 

J (a+ùz-)^"- 


.(39S), 


mz 


qui  est  l’intégrale  demandée  , en  y mettant  après  l’in- 
tégration, la  valeur  de  z déduite  de  l’équation  (c). 

Exemple.  Intégrer  l'équation 

dy*  = ( ax*  -f-  6y  ) dx1 (</). 

Compararant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(a) , il  vient 

p=  3,  a — a,  m=  2,  6 = 6,  n = 1 ; 

°r  V 


\ 
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*77 


or, 


p(=2)  = 


jnn_  / 
m — n \ 


2 X i 
2 — 1 


nous  aurons  donc  l’intégrale  demandée  en  substituant 
les  valeurs  numériques  dep , a. . . .dans  l’équ|£.  (3g6) , 
ce  qui  donnera 


» x _ r 

const.  J 


dz 


cous 

Pour  effectuer  cette  intégration , soit  fait 


•W. 


(2+6z£—  2Z 


d’où 


u—  \/2  6s 
u3— 2 


00» 


. udu 
et  dz—  ' 

ô 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’Jijuation  (c) , il  vient 

j x r udu  r udu 

ccnst.  Ju‘  — 3u-}-2  J (u — a)(u — î) 

_ , (U  — 3)*_;  U—l 

— » — ■ —*r. .—  «}•' . 

Passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques,  on  a 


x u — 1 

const.  ( u — a)* 

mais  . 

u—  y/  a+6z= [éq-  (0]=  ' 

Donc  substituant  cette  valeur  de  u dans  l’équation  (/"), 
on  aura  une  équation  entre  les  deux  variables  x et  y , 
qui  sera  l’intégrale  complète  de  la  pfoposée  ( ’d ). 

4o3.  Remarque.  Puisque  l’analyse  enseignée  dans 
l#rticle  précédent , a lieu  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  exposans  m et  n,  pourvu  qu elles  diffèrent  entre 
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elles  , il  nous  sera  fort  aisé  de  séparer  les  équations 
différentielles  du  premier  degré  de  la  forme 

nt 

dy  = (axm  ■+■  bym+‘  )dx (^97)  , 

• m 

m X 

m — A— • 1 

i=p-,t  car  cette 


dans  laquelle  p 


: 1 et 


m ■ 


m ■ 


m -j-  1 


équation  (.397)  satisfaisifrit  aux  conditions  prescrites  .à 
l’article  40<i  . n0U9  trouverons  tout  de  suite,  par  une 
6imple  substitution  dans  l’équation  (396),  que  son 
intégrale  est  de  la  forme 

-....(398), 


X 


l = 

COIlSt. 


m 

m+ 1 I 

%/  a- 


dz 


1 bzm+l  •— mz 
dans  laquelle  z z=yx~^m+l) 


* 
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SECTION  III. 


De  V intégration  des  Formules  et  équations 
diff  érentielles  des  ordres  supérieurs. 

# 


CHAPITRE  I».  , 

Intégration  des  formules  différentielles  de  tous  les 
ordres  à une  seule  variable . 

4°4-  Ex  A N T donnée  une  formule  différentielle  de 
l’ordre  n,  telle  que 

'Pdnx-+-Qd?~ lxdx-\-ftdr~*£dx* . . . . . . . .(3gg)  , 

dans  laquelle  P,  Q,  R. V représentent  des  fonc- 

tions de  la  variable  x , et  dans  laquelle  aucune  diffé- 
rentielle de  x d’un  ordre  inférieur  à n n'est  considérée 
comme  constante , proposons-nous  de  trouver  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  coefficiens  P , Q...V 
pour  què  l’intégration  de  la  formule  (399)  puisse  se 
ramener  à celle  d'une  formule  différentielle  du  premier 
ordre  à une  seule  variable. 

Nous  nous  contenterons  d’examiner  successivement 
les  cas  de  n =a*et  n q=  3 , ce  qui  fera  suffisamment 
connaître  la  manière  dont  on  devra  s’y  prendre  pour 
des  valeurs  supérieures  .de  n ; mais  avant  d’entrer  ea 
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matière  , observons  que  si  nous  considérons  la  formule 
(3q(i)  comme  provenant  des  différentiations  successives 
d’une  fonction  X de  x jusqu’à  l’ordre  n , nous  pour  ; 
rons  représenter  toute  la  formule  (3<}())  par  d*X. 
Ainsi  nous  poserons  l’équation 

daX  — P d*x  -f-  Qdn~'xdx  -f-  Rdn~' *xdx*+ 

. . .+  Vrtr*' (4oo). 

4o5.  Considérons  d’abord  le  cas  particulier  de  n= a , 
c’est-à-dire,  cherchons  la  relation  qui  (bit  exister 
entre  P et  Q , pour  que  l’intégration  de  la  formule 


d*X = P dfx  + Qdx* ....  (a) 

puisse  se  ramener  à celle  d’une  formule  différentielle 
du  premier  ordre , et  représentons  cette  dernière  for- 
mule par 

dX=  Adx (è), 

A étant  une  fonction  de  la  variable  x.  Différentiant 
l’équation  (6)  , on  a celle 

ddX  — A ddx  dkdx, 
qui  devant  être  identique  avec  celle  (a) , donne 
A=P ...(c) 

et  dA  = Qdr,  d’où  Q=^î 

mais  dk  = riP  £équat.  (c)]  ; donc 


Q 


dP 

dx 


» 


ce  qui  est  l’équation  de  condition  pour  que  l’intégra- 
tion de  la  formule  (a)  puisse  se  ramener  à celle  do 
!a  formule  différentielle  du  premier  ordre  (b)  , ou 
plutôt  à celle 
dX  — Pdx 


(e)  à cause  de  A = P. 
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L’équation  (e)  qui  se  déduit  immédiatement  de  la  pro- 
posée (a)  , en  effaçant  dans  celle-ci  son  dernier  terme , 
et  substituant  dans  ce  qui  reste  les  différentielles  pre- 
mières dX , dx  à la  place  des  différentielles  respec- 
tives du  second  ordre  d‘X , d*xt  est  une  première  in- 
tégrale de  la^proposée;  et  l’opération  extrêmement 
simple  qui  a conduit  de  l’équation  (a)  à celle  (e)  , 
peut  être  considérée  comme  une  première  intégration. 


Exemple.  Ramener,  si  c'est  possible  , l intégration 
complète  de  la  formule' 

ddX=Qp^  -f-5ax+)ddx-f  (soax*-  ^_)dx\..(/), 

'*>  ! 

à celle  <T une  formule  différentielle  du  premier  ordre. 

Comparant  la  proposée  (f)  avec  la  formule  (a), 
il  vient 

P==^+5ûx4  et  Q = a0ûx3-4PP’ 


Différentiant  la  première  d«  o««  «leu*  équations  , on  a 

dP b 

dx  4 V ^ 


4-  aoc.r3, 


valeur  qui  est  identique  avec  celle  de  Q } donc  la  pro- 
posée (/)  a pour  première  intégrale 

dX=(^x+5axi)dx'> 
et  comme  l’intégrale  de  cette  dernière  formule  est 
X = b\/x  + ax>, 

nous  en  conclurons  que  cette  dernière  quantité  est  la 
formule  primitive  de  la  proposée  (f  ). 

4o6.  Examinons  maintenant  le  cas  de  n —3,  c’est- 


I 
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à-dire,  celui  où  l’on  cherche  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefiiciens  P , Q et  R pour  que  l’inté- 
gration de  la  formule  différentielle  du  troisième ‘ordre 

d?X—  P d’x  -f-  Qd‘xdx -f-  Rctr3. . . . (n) 

puisse  se  ramener  à l’intégration  d’un?  formule  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  que  nous  représenterons 
comme  dans  l’article  procèdent , par 

dX=Adx (6). 

Mais  avant  de  parvenir  à ce  dernier  but  de  notre 
recherche  actuelle  , voyons  quelles  doivent  être  les 
conditions  nécessaires  pour  que  la  proposée  puisse 
éprouver  une  première  intégration  , c’est-à-dire , être 
ramenée  à la  forme  d’une  quantité  différentielle  du 
second  ordre , telle  que  celle 

_ A'ddx  -J-  B dx' (c), 

dans  laquelle  A'  et  B sont  des  fonctions  de  x. 

La  formule  (c)  étant  considérée  comme  une  pre- 
mière intégrale  de  la  proposée  (a)  , il  est  clair  que  la 
différentielle 

d?X  — A'cPx  + dM  l d*c c -f-  dBdx* ( d) 

-f-  aB dx  i 

de  la  formule  (c)  doit  être  identique  avec  la  propo- 
sée (o)  , ce  qui  donne 

M A'=P,  Q = + 

dR=-R<£r  ou  B =:  fRdx (g). 

Substituant  dans  l’équation  ( f)  les  valeurs  respec- 
tives de  A'  et  de  B données  par  les  équations  (e ) 


» 
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et  (g)  , il  tient 

JV 

..(/O, 


»83 


//P 

Q = ^+a/Rir. 


dx 

ce  qui  est  la  seule  équation  de  condition  nécessaire 
pour  que  la  proposée  (a)  soit  susceptible  d’une  pre- 
mière intégration  , et  puisse  être  réduite  à la  formule 
différentielle  du  second  ordre 

d'X  = PrPx-f-  ( JRdx ) dx* ( /). 

Mais  d’après  ce  qui  a été  démontré  dans  l’article  pré- 
cédent, la  formule  différentielle  du  second  ordre  (i) 
n’est  susceptible  de  se  réduire  à celle  différentielle  dn 

premier  ordre  (è),  que  si  fRdx  ==  , et  substituant 

cette  valeur  dans  l’équation  (//) , on  aura 


(fc). 


ce  qui  est  la  seconde  équation  de  condition  néces- 
•aire  pour  ramener  la  xormulë  (a)  à celle  ( b ) , ou 
plutôt  à la  formule 

dX  — Pdx (/), 

'en  faisant  attention  que  A =A'=  P. 

Exemple.  I.  Ramener  , si  c'est  possible , rinté- 
eration  de  la  fonction  différentielle  du  troisième  ordre 

,,  (a*-x*),d:’x-t-3(aî-xa)xdxddx+[a!‘-f-axîJdx1 

dX= ^ 

à celle  de  l'intégration  d’une  fonction  différentielle  du 
premier  ordre. 

Comparant  identiquement  la  p'oposée  (jn)  avec  1* 
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fonction  (a)  , il  vient 

« p=Fc^r 

5? (rt- 

Dilférentiant  l’équation  (n)  et  divisant  par  dx , on  a 
dP  _ x f ^ 

ax  {/(  a*—x*y '■9J: 

Actuellement  multipliant  l’équation  (p)  par  dx , in- 
tégrant et  doublant  l’intégrale  , il  vient 

3 fRcLx  =z  T,. ....  .(r). 

Or,  ajoutant  les  équations  (q)  et  ( r ),  on  retrouve 
la  valeur  de  Q £ équat.  (o)]  ; donc  la  proposée  (m) 
a pour  première  intégrale 

+ (i)  céq- c/)]* 

De  plus  , comparant  les  équations  (o)  et  (q) , on  voit 
tout  de  suite  que  la  seconde  équation  de  condition  (/t) 
est  satisfaite  ; donc  l'intégrale  seconde  de  la  propo- 
sée est 

dx- (0  Céquat.co: 

ïl  est  aisé  de  voir  d’après  cette  dernière  équation  j 
que  la  fonction  primitive  de  la  proposée  est 

As=  arc  ^sin  = ^ -f-  const.  [éqtiat.*(i34)], 

Exemple  II.  S'occuper  de  la  même  recherche  que  dans 
l'exemple  précédent , en  considérant  maintenant  la  fonc- 
tion différentielle  du  troisième  ordre 

,.,v  a;5d3x  ■+-  (3x4  -f-  ax)  dxd*x  — dx3  , . 

d’A=: ^ (u). 
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Nous  avons  dans  ce  cas-ci , 

P = *>,  Q = ï±b  et  R = -i, 

* x X X* 

donc 

cîP  fdx  a 

^ = 3x*,  a/RJx  = -2y-  = -; 

d’où 

^ +a/RcLc  = 3x»  + |; 

valeur  identique  avec  celle  de  Q ; donc  la  proposée 
est  susceptible  d’une  première  intégration , et  sa  pre- 
mière intégrale  est 

d“X=x3^x  + — : 

' x 

Mais  en  comparant  les  valeurs  que  nous  venons  de 
f/P 

trouver  à Q et  à , il  est  aisé  de  voir  que  la  se- 
conde équation  de  condition  (é)  n’est  pas  satisfaite  ; 
donc  la  proposée  n'est  pas  susceptible  d'une  seconde 
intégration  , et , à plus  forte  raison  , d’une  intégration 
complète. 

407.  Remarque.  L’équation  de  condition  (h) 
exigeant  l’intégration  de  R dx  qui  peut  quelquefois  pré- 
senter beaucoup  de  difficultés,  et  les  calculs  de  la 
seconde  équation  de  condition  ( k ) , ainsi  que  de  l’équa- 
tion ( 0 » étant  des  plus  aisés , il  sera  très-souvent  plus 
simple  de  commenter  par  voir  si  l’équation  dç  con- 
dition (k)  a lieu  ; et  si  elle  est  satisfaite  , de  poser 


[']  Celle  «quation  et  toutes  celles  dont  nous  parlerons  dans'  cet 
article , sont  relatives  à l'article  precedent. 
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l’équatîon  finale  ( / ) qu’on  dîfférentiera  deux  foi* 
de  suite  , ce  qui  donnera  une  formule  différentielle  du 
troisième  ordre  , laquelle  sera  identique  avec  la  pro- 
posée , si  cette  dernière  est  réellement  susceptible  d’une 
intégration  du  second  ordre. 

Mais  si  la  proposée  ne  pouvant  se  ramener  à une 
fonction  différentielle  du  premier  ordre,  on  veut  avoir 
du  moins  une  première  intégrale;  alors  la  méthode 
dont  nous  venons  de  parler  ne  peut  plus  servir , puis- 
que dans  la  première  intégrale  cherchée,  il  entre  la 
quantité  f l\dx.  Ainsi  la  méthode  exposée  dans  cette 
remarque,  ne  peut  être  utile  que  si  la  solution  du 
problème  qui  a donné  lieu  à ces  calculs , dépend  ab- 
solument de  la  double  intégration  de  la  fonction  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre. 

4o8.  On  appelle  intégrales  double  , triple , qua- 
druple. . . .les  quantités  telles  que 

ff^{x,y...dx,  dy. . .)  ; fffF(x,y. . ,dx}dy. . .)  ; 

ffffF(x,y-  ••  •<?*>  dy.. 

dans  lesquelles  F(x  ,y. . .dx,  dy, . .)  est  une  fonction 
différentielle  d’un  ordre  ou  degré  au  moins  égal  au 
nombre  de  signes  d’intégration  /qui  la  précède.  Mais 
pour  éviter  d'écrire  dans  ces  indications  d’intégrations 
répétées , un  trop  grand  nombre  d ’/ à la  suite  les  unes 
des  autres,  nous  n’en  écrirons  qu’une  ayant  comme 
exposant  le  nombre  qui  fera  connaître  combien  de 
fois  elle  doit  être  répétée.  Ainsi  pour  indiquer  l’inté- 
grale nvfu  d’une  fonction  différentielle 

• F(!r,^ dx,dy ) , 

qui  est  au  moins  de  l’ordre  ou  degré  n , nous  écriront 


/"FCx,y....dx,  dy....) 


* 
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4og.  Lorsque  la  différentielle  première  dx  de  la  seule 
variable  x dont  X est  fonction  , est  considérée  comme 
constante , il  est  clair  que  la  différentielle  de  l’ordre  n 
de  X ne  pourra  se  présenter  que  sous  la  fonne 

dnX  = çxdxn (4o  1 ) . 

Or  , je  dis  que  représentant  par  c , c,  c" des 

constantes  arbitraires , l’intégrale  finale  ou  fonction 
primitive  de  la  proposée  (4oi)  , sera  de  la  forme 

X =fx  -f-  cxa~ '-4-  c'x"~*  4*  c'a;"-3 

. . .4-  cO-^'x  4-  tC n-‘y (4°2)-  0 

En  effet , dx  étant  considérée  comme  constante  , il 
est  clair  que 

, [ pxdx1  dz  dx  fyxdx  , 

. donc  f'qxdx1  = [dx  [<pxdx  ; 

de  même  fpxcLx?  = dx*  fpxdx  ; 
donc  f'pxdx?  =ss  [dx'fyxdx  = dxfdxfyxdx , 
et  par  conséquent 

[3Çxdx3  — [dx fdx fpxdx. 

EnBn  généralement , on  trouvera  par  une  suite  de 
calculs  semblables  , que 

[nçxdxn  = [dx[dx[dx . . . .fixdx. . . . (4°3)  , 
en  mettant  dans  le  second  membre  de  cette  équation , 
autant  de  fois  le  signe  [ qu’il  y a d’unités  dans  le 
le  degré  n de  la  différentielle  de  la  variable  x. 

Mais  en  représentant  respectivement  par  q>'x , x , 
f*x. ...  les  fonctions  variables  des  intégrales  effectuées 
de  ç.rdx,  f'xdx , q>"xdx.'. ...  ,oa  aura 

[çxdx=  f'x  + c , 
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donc  fdxfçxdx  , ou  . 

f*<pxdx*  = f\jp'xdx+  cdx]  = <p"x  ■+•  ex  + c’  $ 
d’où  il  s'ensuit  fdxfdxfpdx,  ou 

Pçxdx3  = f[fxdx  -f-  cxdx  -f-  cdx~\ 

—çmx  + - x%  -f-  c'x-f~  c*  ; 

donc  fdxfdxfdxfyxdx , ou 

pçxdx*— f[_çmxdx -J-  ^ x*dx -+•  cxdx  + cVx] 

• = çlfx  + —5  x3  + — x*  4-  c" x -f-  c". 

• a. 3 a 1 

On  trouvera  de  même 

fb<fxdx~‘=q'x-\- — oâ  -} — ^5  x3  -f-—  x*4-c"of+c’T#  ' 

2 «O  • A 2 1 0 2 . 

et  enfin  généralement 

c c* 

&r  Jn<pxdx'—Oin'x-\ 5 Xn~‘-| 5 

” * T ’ a. 3...» — i 1 a.3...n — a 

-h  é-^yx  4-  c*-*-»' (a). 

Mais  de  l’équation  (4°i) , on  tire 
X =Jnfxdx*-, 

donc  si  l’on  représente  par  fx  la  fonction  de  x indi- 
quée précédemment  par  <^x , et  enfin  si  l'on  com- 
prend dans  les  constantes  arbitraires  c,  c les 

dénominateurs  numériques  qu’elles  ont  dans  l’équa- 
tion (a),  cette  dernière  équation  se  réduira  à celle 
(4oa)  , ce  qu’il  fallait  démontrer. , 

Exemple.  Trouver  l’intégrale  finale  ou  fonction 
variable  primitive  de  la  fonction  différentielle 

(ax’4~  1)  dx3. 
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d’où  ’ <f>'x=f**?dx  + fdx~-  + x. 


' x*dx  , r i x3  . x* 

h fxdx  = , 

a 10  a 


« ,*  « /.=/^+/^=g  + Ÿ. 

et  substituant  cette  valeur  de^x  dans  la  formule  (402)  » 
on  aura  pour  l’intégrale  finale  demandée 

g + ir+cx-+c'*+<'. 

4io.  Proposons-nous  maintenant  de  développer  l’jn— 
tégrale  n"?1'  fn<pxdxn  en  une  suite  de  n intégrales  simples. 

On  a 


d [_  xf<pxdx~]  — dxfçxdx  -f-  xçxdx, 

d’où 

fdxfipxdx  ou  f'fxdx*  = xftpxdx  — fxt/xdx  , 

et  ajoutant  aux  intégrales  de  tpxdx  et  de  xtpxdx  les 
constates  arbitraires  respectives  c et  c',  il  vient  com- 
plètement 

f'Çxdx?  = xfyxdx  —t  fxçxdx  -f-  ex  -f -c' (a) . 

. La  différentiation  du  premier  membre  multiplié  par  x, 
donne  • -î 

d[x pvxdx1  ] = dx /af xdxa  -f-  xdx fyxdx  ; • 

donc  fdxpçxdx*,  ou 

pçxdx?  =a  x f'/pxdx*  — fxdxfyxdx , 

et  substituant  la  .valeur  de  /*çxdx*  donnée  par  l’équa- 


♦ 
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tion  (a)  , il  vient 

Ppxdx3  = x*fpxdx  — xfxpxdx  + ex * -f-  c'a: 

— fxdxfpxdx (6) . 

Or, 

d ( x*fçxdx)  ==  s xdxfpxdx  -f-  x'pxdx , 

do*C 

fxdxfpedx  = i x'fyxdx  — £ faftpxdx. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (fi),  réduisant 
et  ajoutant  une  nouvelle  constante  arbitraire  c*  à 
cause  de  la  troisième  intégrale  Jx*<pxdx  qu'on  y in- 
troduit, on  a ■ ■ 

ppxdx?  = ±[x*fipxdx — 2, xfxipxdx  -f-  fx'pxdx ] 

+ ci1d-c'x  + c\. (c). 

Op  trouvera  par  des  calculs  et  des  raisonnemens  sem- 
blables , 


ftpxdx*  = [pftpxdx  — Zx'fxpxdx 
+3xfx?q>xdx—fxs<pxdx']-\-cxi-\-c'x*+cx+cm. . v(d). 


En . observant  attentivement  la  loi  qui  règne  entre  les 
termes  des  trois  formules  (a)  , (c)  et  (d) , on  voit 
que  généralement  ^ 


fnçxdx " 

“f 


i .2.5..  .n—I  C xn~lfyxdx—{n-i')xn-tfx<pxdx 
(„_  i)(n  — 2) 


1 .2 


xa~3fz*q>xdx 


- ( — ■)('— OC--3)  x.-<yiVic 

. .rb  fxa~x<pxdx ] -f-  ex*1  1 -f-  c x"~ * 

-f-  c'x"-3  -1-  c*xu— •* . . . .-f-  c»“0' (4°4) • 


Des  deux  signes  qui  précèdent  le  dernier  terme  inté- 
gral , le  positif  est  pour  le  cas  de  n impair  t et  le  né- 
gatif pour  le  cas  de  n pair* 


*■ 
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Appliquant  cette  méthode  d’intégration  répétée  à 
celle  de  la  formule  ( a 3 -f- 1 ) dx 5 prise  pour  exemple  , 
on  a çx  = x3  4-  1 , donc 


cc* 

fcxdx  — — — (-  x , 

4 


fxtfxdx  = ^ -f-  , 


fx^xdx  = -f-  /x’çfcx  — ~ -f  ; 


enfin 


rrp  X5 
fx^xdx  = -g-  -j-  -g-. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4°4)»  on  a » 
toutes  réductions  faites , l 


5J6 

a 


4— ex*  + c /x34-  c"xs  -f-  d°x  -f-  c1T. 


* 

, CHAEirasuxL 

De  quelques  fonctions  et  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs  entre  deqx  ou 
un  plus  grand  nombre  de  variables  , aux- 
quelles on  peut  appliquer  des  règles  géné- 
rales pour  les  intégrer. 

4ii.  Il  est  aisé  de  voir  d’aprü  la  formule  (48) 
fart.  44 J , que  la  forme  la  plus  générale  que  puisse 
avoir  la  différentielle  seconde  et  complète  d’une  fonc- 
tion F(x,^)  de  deux  variables,  ea  ne  considérant 
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aucune  différentielle  première  de  variables  comme 
constante,  est 

ddF(x  ,y)  — Addx-^-Bddy  + EJa;!,+  Hrfy* 

-j-  K dxdy (4°5)  > 

en  représentant  par  A,  B , E,  H,  K des  fonctions 
de  x et  de_y.  Cela  posé , proposons-nous  de  trouver 
les  équations  de  condition  qui  doivent  exister  entre 
les  coefficiens  A , B , E , H , K pour  que  la  fonction 
différentielle  du  . second  ordre  (4o5)  soit  la  différen- 
tielle première  d’une  autre  fonction  différentielle  du 
premier  ordre  qui,  conséquemment,  est  l’intégrale 
première  de  la  proposée,  et  cherchons  quelle  est  la 
forme  de  cette  intégrale., 

Différentiant  la  formule  différentielle  du  premier 
ordre 

dF(a:  ,y)  = P dx  -f  Qdy.\ (a)  , 

dans  laquelle  P et  Q sont  des  fonctions  de  x et  de  y, 
on  aura  £ 

ddF (x,y  ) = P ddx  -f-  Qddy  4-  dVdx  -f-  dÇuly . * 


Or  , 


dp  = dxP  4-  tPP  et  dQ  = dxQ  + d?Q  , 


donc 


rf*  P 


drQ 


ddF(x  ,y)  = Pd*x  -t-Qdy  -j-  dx*-f--~dyt 


Comparant  identiquement  cette  dernière  équation  avec 
celle  (4o5) , on  a • 

>=A.  Q=B-  H=^-| 


Substituant 
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Substituant  les  valeurs  respectives  A et  B de  P et  de  Q 
données  par  les  deux  premières  équations  du  groupe  (c) 
dans  les  trois  dernières  équations  du  même  groupe , il 
vient 


E = 


d*  A 


dx 


d*  Bi 


— C4oS), 


"qui  sont  les  trois  équations  de  condition  nécessaires 
pour  que  la  proposée  (4o5)  soit  susceptible  d'une 
première  intégration  exacte , et  lorsque  ces  trois  équa- 
tions (4o6)  auront  lieu,  on  trouvera  tout  de  suite,  en 
substituant  les  valeuft  respectives  A et  B de  P et  de  Q 
dans  l’équation  (a)  , que  la  première  intégrale  de  la 
proposée  (4o5)  est 

dF(  x , y ) = A<£r  -f-  Bdy . . . . (407). 

Exemple.  Trouver,  si  c'est  possible , la  première  in- 
tégrale de  la  formule  différentielle  du  second  ordre 

d“F(x  , y)  — 2x3y“ddx  -f-  -f-  6x*y*dx* 


+ 


3dy* 


+-  4x*ydxdy 


___3j alxdy 


■ ■ 


•0)7 


X ■ ■ ' ' X* 

dans  laquelle  aucune  différentielle  du  premier  ordre  des 
Variables  n’est  considérée  comme  constante. 

Comparant  identiquement  la  proposée  ( d ) avec 
l’équation  (4o5),  on  a 

A — 2 x^y* , B = ^ , E = 6r*ya,  H :=s 


Or 


d*  A 


et  K=4x3y  — 


— : 6a=y,  valeur  identique  avec  celle  deE  De 

, d?  B 3 , . , . „ , 

plus , -j—  = - , valeur  identique  avec  celle  de  H. 
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Enfin  ~ = Ax'y  — valeur  identique  avec 

celle  de  K.  Donc  les  trois  équations  de  condition  (4o6) 
étant  satisfaites , nous  conclurons  tout  de  suite  que  l’in- 
tégrale première  de  la  proposée  ( d ) est 

5v 

a x3y*dx  -f-  ~ dy. 


4ia.  Remarque  I.  Nous  avons  fait  voir  àl’art.  55, 
comment  on  doit  opérer  pour  déterminer  si  une  for- 
mule différentielle  de  l’ordre  m est  la  différentielle 
exacte  d'une  autre  formule  différentielle  de  Tordra 
ni i • mais  cette  méthode  appliquée  à 1 équation 


A3 

(4o5)  exigerait  ^ - = 6 équations  de  condition  ; au 

lieu  que  la  méthode  de  l’article  précédent  n’exige  que 
trois  de  ces  équations.  I!  est  vrai  qu’au  renvoi  de  l’ar- 
ticle 559  , nous  avons  démontré  que  n représentant  la 

nombre  des  variables,  les  ” ^ n équations  de  con- 


dition exigées  par  la  méthode  de  l’article  55 , pou- 

■vaient  être  réduites  a i ^ — , ce  qui  ne 

donnerait  dans  le  cas  présent  que  trois  équations  de 
condition , comme  par  la  méthode  de  l’article  précé- 
dent. Mais  malgré  cela,  les  trois  équations (4ob")  sont 
plus  commodes  que  celles  qu’il  faudrait  employer 
suivant  ce  qui  a été  dit  au  renvoi  de  l’article  35g. 

4*i3.  Remarque  II.  Le  principe  démontré  à l’ar- 
ticle 57  étant  appliqué  au  cas  particulier  que  nous 
avons  examiné  à l’article  4i  1 , donne  tout  de- suite  le 
résultat  (407),  et  généralement  ce  même  principe 
donne  subitement  la  (n  — 1 intégrale  de  toute 
fonction  différentielle  exacte  d’un  ordre  n entre  un 


♦ 
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fiombre  quelconque  de  variables,  dans  laquelle  aucune 
différentielle  de  variaüle  d’un  ordre  < n , n’a  été  con- 
sidérée comme  constante.  C’est  ainsi  que  par  le  prin- 
cipe de  l'article  5j  , nous  avons  trouvé  dans  le  même 
article , que  la  formule  différentielle  du  premier  ordre 
dont*la  formule  différentielle  du  troisième  ordre  for- 
mant le  premier  membre  de  l’équation  ( f)  de  l’ar- 
ticle 49  était  la  différentielle  seconde  exacte  , est 
dx 

Gydy  — Cette  dernière  formule  est  ce  que  noua 

appelons  à présent  la  secoffle  intégrale  du  premier 
membre  de  l'équation  ( f ) de  l’article  4q* 

414.  Soit  actuellement  considérée  dx  comme  cons- 
tante , ce  qui  réduit  respectivement  les  formules  (4o5) 
et  ( b ) de  l’article  (41 1)  à telles 

dd¥ (x  , y)  — Bd3y  -f-  E dx1  + H dy*  4-  K dxdy . . . (408) , 

et  fe 

= dx%+2^  dy * 


donc , des  cinq  équations  groupées  en  (c)  à l’art.  4t  1 , 
la  première  disparaît,  et  nous  ne  pouvons  conséquem- 
ment en  déduire  la  valeur  de  P ; mais  nous  tirons  cette 
valeur  de  la  troisième  équation  qui  donne 

(a). . .dxF  = Edx , d’où  P~fxEdx-f-/y-}-c...(4cg)  , 
en  représentant  par  c une  constante  arbitraire  (*). 


(*)  Nous  ajoutons  à l’intc'giale  partielle  de  E dx  , une  fonction  de 
la  seule  variable  y et  une  constante  arbitraire , parce  que  par  la 
différentiation  partielle  de  l'équation  (4uîïJ  par  rapport  à la  seule 
variable  x , la  quautite  variable^  disparaît , ainsi  que  la  constante  e 
et  l’on  retrouve  l’équation  dx  P — E dx. 
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louant  aux  seconde,  quatrième  et  cinquième  équa- 
tions du  groupe  (c)  [art.  4t  1],  elles  restent  les  mêmes. 
Actuellement  nous  observerons  que  le  premier  terme 
A ddx  de  la  formule  (4o5)  n'ayant  disparu  dans  le 
cas  présent  que  par  l’évanouissement  de  ddx  , le  coeffi- 
cient A est  toujours  = P ; ainsi  la  première  équation 
de  condition  du  groupe  (4o6)  devient  actuellement 
l’équation  de  détermination  (a),  d'où  nous  avons 
déduit  celle  (4og)  ; il  ne  reste  donc  plus  des  trois  équa- 
tions de  condition  (4o6)  , que  la  seconde  qui  n’éprouve 
aucun  changement,  et  la  troisième  dans  laquelle  il 
faudra  mettre  à la  place  fle  A la  valeur  de  P [équat. 

(4°9)J  fIui  ,ui  est  ^Sale-  ^ous  avons  c^onc  dans  cas 

actuel  de  dx  constante  , les  deux  équations  de  con- 
dition 

qui  dmvent  avoir  lieu  si  la  formule  (4o8)  a une  pre- 
mière intégrale  exacte  , et  al^rs  cette  intégrale  sera 

</F(x  ,y)  = (f*Edx  +/y  -+-  c ) dx  + B dy (41 0- 

On  trouvera  une  application  de  cette  méthode  dan* 
l'exemple  de  l’article  420. 

4i5.  Considérons  à présent  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  , dans  lesquelles  dx  est  toujours 
regardée  comme  constante  , et  dont  conséquemment  la 
forme  la  plus  générale  est 

Br l'y  + Er/x“  + H r/y*  -f-  Kdydx  = o (4 1 2)  i 

en  divisant  cette  équation  par  Br/x*,  il  vient  celle 
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dans  laquelle  L , M et  N jpeuvent  être  des  fonctions 
de  toutes  , ou  seulement  d'une  partie  des  trois  quan- 
tités x , y , îp.  Ainsi,  représentant  pour  abréger  les 

trois  derniers  termes  de  l'équation  (4*3)  par  f , ce  qui 
donne 

nous  aMÛons  sept  cas  à considérer  , savoir  : les  trois  où 
n’est  fonction  que  d^une  seule  des  trois  quantités 

x , y , ^ , ensuite  les  trois  où  ç se  composerait  de 

deux  de  ces  quantités  • enfin  le  cas  où  9 serait  fonc- 
tion des  trois  quantités  en  question  ; mais  de  ces  sept 
cas , nous  n’en  considérerons  que  cinq  qui  sont  les 
seuls  auxquels  on  puisse  appliquer  des  règles  générale*, 
d’intégration.  Quant  aux  deux  autres  cas , savoir,  celui 
où  ç est  fonction  de  x et  de  y,  et  celui  où  9 est  fonction 

des  trois  quantités  x , y+  gX  , bw  ««-pourrons  parler 

des  intégrations  de  plusieurs  espèces  d’équations  qui 
sont  dans  l’un  de  ces  deux  derniers  cas  , que  dans  les 
chapitres  suivans. 

PREMIER  CAS.  • 

La  différentielle  dx  étant  regardée  comme  constante, 
on  peut  écrire  l’équation  (4t5)  sous  la  forme 


(o) ’ d>°ù  dx= 


© 
<£) 


■{b), 
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et  intégrant , il  vient 


Jf(î) 


+ c. 


■CO» 


en  représentant  par  c une  constante  arbitraire  ; ainsi 
l’équation  (c)  est  une  intégrale  première  de  la  pro- 
posée (4i5).  ^ 

Mais  dy=dx.£^, 

et  substituant  à la  place  de  dx  facteur  sa  valeur  don- 
née par  l’équation  (b) , on  a 


dy  = 


l'U 


/(^  ' 


\dxj 


enfin  intégrant  , il  vient 


-J 


dy  i 

dx  Vdx 


-fc' (d), 


qui  est  #ne  autre  intégrale  première  de  la  proposée 
(4i5).  Ainsi  l’équation  (4i5)  a deux  intégrales  pre- 
mières qui  , en  effectuant  les  intégrations  indiquées 
dans  les  équations  (c)  et  (d)  , donneront  celles 


x ' 


®(l)+c  " y 

& 


=®'(S+c'; 


3’où  éliminant-^-  , il  résultera  l’équation  primitive  entre 
dx 

x et  y de  l’équation  différentielle  du  second  ordre  (41 5)- 
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Exemple.  Intégrer  r équation 

ddy  = dx  \/ dy*'-f-  dx* (e). 

Divisant  par  dx*,  nous  avons  <p  ou 

'©=v/C(£)+-]>  ’• 

donc  1 équation  (c)  nous  donnera 

-=■'&+ v/[(l)‘+ ■]}+'•• œ-  . 

et  1 equatjpn  (d)  nous  donnera  celle 

J,=  v/[(D‘+ 

d’où  l’on  tire 

et  substitua^^ette  valeur  de  I dans  l’équation  ( f )■, 
il  viendra  celle’”" 

H » 

x—i{v/(.y—c'y—i+y~‘c}+c, 

qui  est  l’équation  primitive  de  la  proposée  (e). 

SECOND  CAS. 


i 

*—fy,  d’où  

Soit  fait 

dx  =3  zdy (g), 

d où  1 on  tire , à cause  de  dx  constante , 
ddx  = o ss  z ddy  -f-  dady , 


.(4i6). 
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et  par  conséquent 

ddy  — - 

Substituant  cette  dernière  valeur  de  ddy , ainsi  que 
celle  de  dx  £équat.  (g-)]  dans  l’équation  (4lQ>  fé- 
duisant  et  multipliant  par  dy , il  vient 

-d^=iïdy- 

Cette  dernière  équation  étant  intégrée , donne 


2 Z. 


1 =ffydy  + c> 


d’où  représentant  toujours  par  c la  constante  arbi- 
traire ac  , on  tire 

1 


dx 


V 2 ffydy  + c 


mais  z — on  a donc  l’équation  _ 
dy  m 

■ ».  ' 

Va  ffydy +c 

qui  est  l’intégrale  première  de  la  proposée  (4i6),  et 
intégrant  cette  équation  (A)  , il  vient 

dy 


*=±/ï 


= + c, 

Y i ffydy  ■+■  c 

qui  est  l’intégrale  finale,  de  l'equation  (4i6)- 

Exemple-.  Intégrer  l’équation 

ddy  y {a  y)  = dxa ( r ). 

* 

Nous  avons  dans  cet  exemple  , 

f}  = Wy‘ 
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aot 


Jo“  »//^=»/p^5  = + <^. 

et  substituant  cette  valeur  dans  lequation  ( h ) , il  viea 
celle 


dx  — 


___dy\/a_ 


•(fi). 


V*  + Wy 

ce  qui  est  l’intégrale  première  de  l’équation  (t). 
Actuellement  pour  intégrer  l’équation  (/t) , faisons 
\/y—  z*,  d’où  y — z*  et  dy  — /ftdz , 
ce  qui  transforme  l’équation  (&)  en  celle 


4 

dx  — a ]/a 


z3dz 


V(c  + «*)* 

et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (1 53)  [art.  22a], 


on  a 


’ x = c'  + — V ic ■+»•)'(»*  — ac)  ; 

$ enfin , mettant  à la  place  de  z%  sa  valeur  |/y,  il  vient 

x=c'+- 3^  ( v<y — ac)|/[c-Hv<y]. 

ce  qui  est  l'intégrale  finale  de  l’équation  (j). 

» 

TROISIEME  CAS. 

••  ** 

*=fx>  d'où  g=/x....(4.7). 

Ce  cas-là  ne  présente  aucune  cifficulté,  d’après  ce 
qui  a été  dit  à l'article  4°9  1 puisqu’il  r.’est  qu’un  ca 


a 
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particulier  du  général  que  nous  avons  traité  dans  cet 
article.  Au  reste on  pourrait  aisément  trouver  l’inté- 
grale finale  de  l’équation  (4 17)  , en  suivant  la  même 
marche  que  pour  les  cas  précédens.  En  effet , la  pro- 
posée (4>7)  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 

dd£=fiix-,  . 

donc 

ÿL^ffxdx  + c, 

ce  qui  est  l’intégrale  première  de  l’équation  (417)  ; 
mais  dy  — dx  , donc 

dyx=  dx  fjxdx  -f-  cdx , 
et  intégrant,  il  vient 


y — fdxffxdx  ex  + c'  = xffxdx  — fxfxdx-\-cx-±c 

£form.  (4o4)] , ce  qui  est  l’intégrale  finale  de  la  pro- 
posée (417)- 

QUATRIÈME  CAS. 


♦ 


>=/(*» 


Faisant 


> d™  z?-^Kx-  d£) 


(4.8). 


dy  . Jx  , ddy  dz 

* = £ (D.  = 

* 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (41 8)  , il  vient 
intégrant  cette  dernière  équation  , et  prenant  dan* 


* 
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l’intégrale  la  valeur  de  z , on  a 
j5=F(x,c),  ou  dyc=dxF(x,  ( ni), 

• ce  qui  estÜ’intégrale  première  de  la  proposée  -,  et  in- 
tégrant l’équation  (m)  , il  vient 


y=fdx F(x,  c)  + d (n)  , 

qui  est  l’intégrale  finale  de  l’équation  (4i8). 

Exemple.  Trouver  l’équation  d'une  courbe  plane 
rapportée  à ses  coordonnées  rectangulaires  X,  y,  qui 
jouisse  de  la  propriété  d’avoir  chacune  de  ses  abscisses 
moyenne  proportionnelle  géométrique  entre  le  rayon 
oscillateur  correspondant  et  une  constante  donnée  que, 
pour  plus  de  simplicité , nous  supposerons  être  l’unité. 


D’après  l’énoncé  de  la  question , nous  aurons  , 
abstraction  faite  du  double  signe  qui  précède  l’ex- 
pression générale  du  rayon  osculateur  [equat.  (io4), 
art.  172]  } et  qui  n’est  relatif  qu’à  la  situation  con- 
vexe ou  concave  de  la  courbe  par  rapport  à l’axe  des 
abscisses  ; nous  -uirrmR)  H tiquai  ion différentielle 

du  second  ordre 


(.dy'+dx*)* „ 

dxddy  » 


ou 


qui  est  dans  le  quatrième  cas  que  nous  avons  examiné. 
Faisait 

• * Cé<iuat-  (OÜU 


^équation  (c)  se  transforme  en  celle 


fil’,  d'où  $ 

Xa  X* 


dx 

s » 


4 
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et  intégrant  cette  dernière  équation,  il  vient 


c * 1 


, d'où  z= — - — 

* / 1 -v*. 


ex 1 


1/0“— (*r—  0“] 


mettant  à la  place  de  z sa  valeur  ^ et  faisant  la 

dx 

développement  sous  le  radical , on  a 


dy  — 


(car — i ) dx 


vc.-ov/[>  + T^;-r±?] 

ce  qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée. 
Pour  intégrer  cette  équation  p , soit  fait 


•••00» 


d’où 


x + = g. 

r — c*  * 


■ (<?); 


dx  = d'  et  x 1 -f- 


a ex 


1 — c1  1 (l— c*) 


— = £*• 
»\a  S » 


donc  a:*  + *=  ? £l 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (p),  il  vient 


dy  — 


c\dl d> 


1 — ca 


^'-eVC?-râ]' 


enfin  intégrant  et  substituant  dans  l’intégrale  la  valeur 
de  g [ équat.  (q)]  , on  a _ • 

y = c V^ar*— (ex— O* ;X 
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«e  qui  est  l’équation  indéterminément  complète  de  la 
courbe  cherchée. 

Pour  déterminer  les  constantes  c et  c',  et  d’abord 
îa  premiÿe  c , nous  remonterons  à l’intégrale  pre- 
mière (p)  qui  nous  fait  voir  que  l’angle  formé  par 
le  rayon  osculateur  avec  l’axe  des  abscisses,  ne  peut  x 
“être droit,  c’est-^-dire  que  la  tangente  trigonométriqu* 
dx  . 

jp  de  cet  angle  ne  peut  être  = oo , qu’en  tant  qu'oa  i 

aura  ex — it=o,  d’où  i = -,  Or  si  nous  supposons 

c 

que  le  point  de  la  courbe  où  le  rayorïde  courbure  est 
perpendiculaire  à l’axe  des  x , se  trouve  à une  distance 
ïnEnie  de  l’origine  de  ces  abscisses,  l’équation  pré- 
cédente se  réduira  à celle 

1 i ,,  , 

- = don  c — o, 

O c 

ce  qui  réduit  l’équation  (r)  à celle 

y = c'  — l[x+  V »]• 

Actuellement  si  l’on  fait"  ÿ==  o lorsqu e x — 1 , on  aura 
x ’=  o;  ainsi  l’équation  précédente  se  réduira  à celle 

y=l[jTV^lr1{-x~ 

qui  est  l’équation  de  la  courbe  demandée. 


CINQUIEME  CAS. 


Faisant 


(r) dx=xzdy  , d’où  dxa  z=  z*dy* . . . . (s) , 
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on  aura  ddx  — o = zd*y  -f*  dzdy , 
et  par  conséquent 


ddy  = 


dzdy 

z 


...■(O 


* 


mais 


ddyx=dx^y,  Céq.(4ig)  et  (j)]-z=z?dy'j (y,  0 [éq.  (s)]  } 


donc  égalant  cette  valeur  de  ddy  avec  celle  donnée 
par  l'équation  ( t ) , il  viendra 


intégrant  cette  dernière  équation  , et  prenant  dan» 
l’intégrale  la  valeur  de  z,  on  parviendra  à une  équation 
de  la  fQrme  z = F {y,  c)  , et  remettant  la  valeur 
de  z £équat.  (r)]  , on  aura 

dx  — dy  F (y , c), 

ce  qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée , et 
cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  étant 
réparée,  on  en  déduira  aisément  l’intégrale  finale  de  la 
proposée  (419). 

Nous  allons  maintenant  parler  de  deux  espèce» 
d’équations  différentielles  qui  , quoique  d’un  ordre» 
quelconque  m , s’intégrent  si  aisément  d’après  ce  qui  a 
été  dit  dans  ce  chapitre , que  nous  croyons  ne  pas  devoir 
différer  de  nous  en  occuper. 


4 1 S.  Soit  en  premier  lieu  proposé  d’intégrer  l’équation 


dy  f^y\ 

dxm  ^ \dxm~‘ J 


(4ao>. 


Faisons 


dm~'y 

dx"l~l  *’ 


■(«)  » 
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ce  qui  transforme  l'équation  (420)  ‘en  celle 

dz  = fzdx , 

laquelle  étant  intégrée , et  prenant  dans  l’intégrale 
la  valeur  de  z en  i,  donnera  une  équation  de  la 
forme  sr=F(x , c),  et  substituant  cette  valeur  de  s 
dans  l’équation  (a)  , on  aura  celle 

dm~ÿ  — F ( x , c)  dxm~~' , 

dont  l’intégration  se  réduira  à une  suite  m-—  1 d’inté- 
grations simples  par  le  moyen  de  la  formule  ( 4°4  ) 
fart.  410],  ce  qui  donnera 

•y  ~ n.S-.’.C m-a)  C^-a/F(x,  c)  Ær-(m-a) 

XfxFfx.c)  dx  4-  O71—3)  xm~*fx*F(x,c)  dx 

2 

. . .±zfxm~*F  (x,c)  dx ] + c,xm-a-f-  c"xm~3+  e "x*-« 
...-fcCm-0' (421). 

Exemple.  Intégrer  l’cquation 

d+y  adx*  ^d’ÿdx. . . . . . (£). 

Divisant  cette  équation  par  dx*,  elle  devient 

- ±y  — a 4 Æ (c) 

dx*~  .y  dx* 


et  faisant  ^ = z [ équat.  (a)] , la  proposée  (Z>) , ou 
plutôt  l’équation  (c),  se  transforme  en  celle 


dont  l’intégrale  est 


dz 


xx  adx  , 


a \/z  = ax  -}-  c , d’où  zxx 


( ax  -f-  c)1 


) 
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• • • * 
ainsi  puisque  nous  avons 

m = 4 et  F(x,  c)  = {—.+.0  , 

la  formule  (4ai)  nous  donnera 

y=-^—  |j^  /(ax-f-c^dx — ^ /x  ( or  *+*  c )*  dx 

-f-  ^ /x*  ( cx-f-c)*  dc^j  -f-  ex* -f-  c"x  + c*; 

effectuant  les  intégrations  simples  ( art.  au),  et  faisant 
toutes  les  réductions  nécessaires,  il  vient 


x3  r~  c*x*  , aex  . “T  » 

y =a4  L— + -v+c’J+cx+cx+c' 


qui  est  l’intégrale  demandée. 

417.  Proposons-nous  en  second  lieu  d’intégrer  l’équa- 
tion différentielle  de  l’ordre  m 


£r  = 

dx' 


Soit  fait  * = 


f-y 

dx"*-1' 


• ••(433)- 

.00, 


d’où 


dx  dm~'y  ddz dmy 

dx  dxm~‘  dx*  dx“' 


* 


• d^y  dm  2v 

Substituant  ces  valeurs  de  et  de  J [ta.  (a)  7 

dx™  dxm~*'~  n v 

dans  la  proposée  (42a)  , on  a la  transformée 


dds  „ 


■(*), 


qui  , étant  dans  le  second  cas  examiné  à l'article 
4i  5 , pourra  être  intégrée  : ainsi  représentant  l’in- 
tégrale de  l’équatifn  (ù)  par  z=F(x,c,c')  , et 

substituant 


f 
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substituant  cette  valeur  de  z dans  l’équation  (a)  , on 
aura  celle  . . 

dm~*y  ~ F ( x , c , c'  ) dxm_*s, 

dont  l’intégrale  donnée  par  la  formule  (4°4)  Cart-  4IC0\ 
sera 

y-, — 5 [*— dx 

— (m — ô)  x*1^  /xF  (r , c , c'  ) dx 

_J_  Og 4)  jJn-bJ-jAf  c>  c')  LJX  ... 

......  ±;  fxm~s  F(x,c,c)  dx]  + c^x^+dV--* 

+c'Txmr5. . . . .+cCm- *y . ......  (4a3). 

* 

Exemple.  Intégrer  l’équation 


.(c). 


dH'  /dx2\; 

dx<  ~ a \d*ÿ/  '*  ’ 

d*V 

Faisant  s=  [équat.  (a)]  , on  a la  transformée 


ddz 


et  à cause  que  — a > l’équation  ( h ) de 

l’article  4i5  , donnera 

- sdz 


* dx 

et  intégrant , il  viendra 


V/[a-f  es*]* 


\/ a- f-cz,1  , . 

x = — 1 hc  > d ou  z 


donc  à cause  de  m — 4 et  de 

ex—  c'y — a” 


F(x,.,c')=V/pî=f£=2]. 


i4 
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l'équation  (4^3)  donnera 

,=W[^3-a*V 

/ 4- c"x  + c".  ( d ). 

Faisant 

♦ / j.  v j _ ®ÎA 

1 CX— *C  — U,  U OU  OJ7 — J 

on  trouvera  que  pour  effectuer  les  intégrations  de 
l’équation  (d)  , fin  n’a  qu’à-  intégrer  des  fraction» 
tell»  que 


u?du. 


[*l du 


udu 


v/Cu“— ff3  * V^C“9 — c3 

Or , les  première  et  troisième  fractions  sont  daîis  le 

troisième  cas  d’intégration  immédiate  (art.  sio),  a 

u*du 

seconde  fraction  mise  sous  la  forme  ^ 

a son  intégrale  donnée  par  l’équation  (\5i)[^art.  aao]  » 
et  l’intégrale  de  la  quatrième  fraction  est  donnée  par  la 

formule  ( 1 38)  £art.  207  ]. 

Toutes  ces  intégrations  étant  effectuées  , mettant 
pour  u sa  valeur  ex  — e',  et  réduisant , on  trouvera  1 

>-v/d=^]o 

JL-  l [ex— C + V{cx— d y— a]*-?+  ÇHX+cm, 

« / /vi  ^ 


du 


a \Zcr 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  demandée. 
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CHAPITRE  III. 

* 

De  V intégration  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  entre  deux  variables  '3 
lorsqu’on  fait  éprouver  à ces  équations  cer- 
taines modifications  exigées  par  les  condi- 
tions des  problèmes  qui  ont  donné  lieu  à de 
pareils  calculs , ou.  que  ces  modifications 
servent  à faciliter  les  intégrations  qui  con- 
duisent aux  solutions  des  problèmes  en 
question. 

4*8.  Il  arrive  souvent  que,  soit  par  les  conditions 
des  problèmes  qui  ont  conduit  à des-éguation&difl'é- 
rentielles  du  second  ordre  entre  deux  variables  , soit 
pour  faciliter  les  intégrations,  on  considère  comme 
constantes  certaines  fonctions  des  différentielles  pre- 
mières des  deux  variables , ou  d’une  seule  de  ces  diffé- 
rentielles combinée  avec  les  variables  primitives  ; alors 
différentiant  ces  fonctions  , on  égale  la  différentielle 
à zéro , ce  qui  établit  une  équation  d’où  l’on  tire  une 
valeur  de  ddy  ou  de  ddx  qui , substituée  dans  la  pro- 
posée , donne  l’équation  différentielle  qu’il  faut  défini- 
tivement tâcher  d’intégrer. 

Quelques  exemples  éclairciront  ceci. 

I*.  Proposons-nous  d’intégrer  l'équation 


dx1  y'  dy^-^-dx1  — bdyddy (a). 

1 4 • * 
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En  considérant  la  fonction  / df+d^  comme  étant 
constante , ce  qui  donne 

d v/dyM-  = O , d’où  dyddy  = — dxddx  ; 

dxddx 


donc 


ddy  — 


dy  * 


Substituant  cette  valeur  dans  la  proposée  (a),  et 
divisant  par  dx  , il  vient  l’équation 

dx  \/  dy‘A-\-  dx * — — bddx , 

dont  l’intégrale  première , vu  que  le  facteur  radical  est 
constant , est 

X l/  dy'+daF-— — bdx  -f  c {/  dy*+  dx » (ù)  , 

en  représentant  par  c une  constante  arbitraire.  Chas- 
sant les  radicaux  de  l’équation  (6)  , et  prenant  la  va- 
leur de  dy , il  vient 

, dx\/b*—(x  — c)* 

dy=  ^_-c * ' 

dont  l’intégrale  complète  est  ^ , 

X — c 


v_i/  •»  -f-  l/[à*— (-c-c)*]+c'- 

è(x— c)+  y/ — (x — c)* 

11°.  Cherchons  maintenant  l’intégrale  de  l’équation 

. „ ™dvddx+\d\dx*—xdxdy>—xydxdy  ( ^ 

dfy—  ÿ<dy\ 

dans  laquelle  on  considère  comme  constante  la  fonc- 
tion , ce  qui  donne 
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ai3 


ou  yxddx  -J- ydx1  — xdxdy 


0 , 


•t  réduit  l’équation  (c)  à celle 


_ xdxdy  _ xdx  d ( dy ) 

7 yfy  ~ y 


dont  l’intégrale , d’après  la  considération  de  — - — égale 

,•  y 

a une  quantité  constante,  est 


fy  ~ ~y~  x + c ou  yfydy  — cydy  ~ xdx. 

Ainsi  l’intégrale  finale  de  la  proposée  est 

xl=afyfydy—<y'+c'. 

4>9’  Avant  de  continuer  nos  recherches  sur  les  objet* 
que  nous  nous  sommes  proposé  de  traiter  dans  ce  cha- 
pitre, nous  croyons  devoir  entier  dans  une  petite  di- 
gression qui  nous  sera  utile  pour  la  parfaite  intelligenre 
de  ce  que  nous  avons  encore  à dire  sur  ces  objets,  et 
même  sur  d’autres  sujets  traités  dans  le  reste  de  cet 
ouvrage., 

La  traduction  analytique  de  l’énoncé  d’un  problème 
indéterminé  du  premier  genre , étant  une  équation  entre 
deux  variables  a?  ety , il  est  indifférent  de  déterminer 
les  valeurs  de_y  par  celles  données  à a;,  suivant  des  diffé- 
rences de  variations  constantes  , ou  de  faire  l’inverse  en 
supposant  les  différences  premières  de  y constantes , et 
déterminant  les  valeurs  de  x d’après  cette  supposition. 
En  effet , il  est  évident  que  chacun  de  ces  deux  pro- 
cédés donne  également  à l’une  quelconque  des  deux 
variables,  la  valeur  qui  la  met  dans  sa  vraie  relation 
avec  la  valeur  donnée  arbitrairement  à l’autre  va- 


. «- 
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riable , puisque  c’est  toujours  d’après  l’équation  qui 
exprime  cette  relation , que  la  valeur  trouvée  pour  la 
première  de  ces  variables  est  déduite  de  celle  donnée  à 
l'autre  variable.  Par  exemple,  soit  proposé  de  trouver 
quelles  doivent  être  les  valeurs  correspondantes  de  y 
et  de  x,  afin  de  satisfaire  à la  coudition  que  la  première 
de  ces  deux  variables  soit  moyenne*  proportionnelle 
entre  x et  une  quantité  constante  p.  Ce  problème 
mis  en  équation  , donne 

y=Vpx ..(û). 

Faisant  successivement 

x=o , i , 2 , 3 co 

on  a ^=o,  l/p , S/zpt  ÿZp.  ..y/pco 

et  les  termes  correspondans  de  ces  deux  séries  satisfont 
toujours  à la  condition  exigée  par  l’énoncé  du  problème. 

Mais  de  l’équation  (c)  on  tire  celle  x t et  faisant 

successivement  dans  cette  dernière  équation  , 


et  de  même  que  ci-dessus , les  termes  correspondans 
de  ces  deux  séries  satisfont  toujours  à la  condition 
exigée  par  l’énoncé  du  problème.  Mais  dans  les  deux 
séries  (b)  , les  différences  premières  de  x étaient  cons- 
tantes, et  celles  de  y étaient  variables  ; au  lieu  que 
dans  les  deux  suites  (c) , ce  sont  les  différences  pre- 
mières de  y qui  sont  constantes,  et  celles  de  x qui  sont 
variables.  Donc  il  est  indifférent  pour  la  solution  du 
problème  proposé  , de  prendre  les  Ax  ou  les  A y cons- 
tantes. 
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M^is  suivant  la  notation  du  calcul  différentiel , les 
variations  de  la  différence  d’une  variable  étant  indi- 
quées par  la  considération  que  la  différentielle  de  cette 
même  variable  n’est  pas  constante,  et  la  constance  de  la 
différence  d’un  certain  ordre  d’une  variable  étant  in- 
diquée par  la  constance  de  la  différentielle  du  même 
ordre  de  la  variable  (art.  3g  et4o) , il  est  clair  que 
ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  différencies  Ax 
et  Ay  des  variables  xet^  , a également  lieu  pour  les 
différentielles  djc  et  dy  des  mêmes  variables. 

4ao.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer , il  s’ensuit* 
évidemment  qu’étant  donnée  une  équation  différentielle  ^ 
d’un  ordre  supérieur  entre  deux  variables  xet y , dan» 
laquelle  la  différentielle  première  de  l'une  d’elles , par 
exemple,  dx , a été  considérée  comme  constante,  on 
pourra  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre 
où  ce  sera  la  différentielle  dy  qu’on  considérera  comme 
constante,  et  la  différentielle  dx  comme  variable  , 
sans  que  cette  transformation  altère  la  vraie  solution 
du  problème  qui  a donné  UenJ.iVqnatian.eo  question. 

Pour  opérer  une  telle  transformation , on  complet- 
tera  la  proposée  par  la  méthode  enseignée  à l’article  5s  ■ 
ensuite  on  la  réduira  à la  transformée  demandée,  en 
faisant  évanouir  les  termes  où  se  trouvent  les  différen- 
tielles d'ordres  supérieurs  de  celle  des  deux  variables 
qui  , dans  la  proposée,  avait  sa  différentielle  de  même 
ordre  que  l’équation  qu’on  veut  transformer.  *■*  i 
Rendons  ceci  plus  sensible  par  le  calcul  d’une  sem- 
blable transformation  que  nous  ferons  éprouver  à une 
équatipn  différentielle  d’ordre  supérieur , dans  l’inten- 
tion de  rendre  plus  aisée  l’intégration  de  cette  équation. 

Exemple.  Intégrer  l'équation 

(*a — 3x)  dyddx  -j-  (6— 4*)  dydx3 — aydx3  ^ o . . . (a).. 


2lS  INTÉGRATION  UES  DIFFERENTIELLES 
dans  laquelle  la  différentielle  dy  a été  considérée 
comme  constante. 

L’intégration  demandée  présentant  trop  de  difficul- 
tés , nous  allons  transformer  l’équation  («)  en  une  autre 
où  dx  sera  considérée  comme  constante  et  dy  comme 
variable  , dans  l’espoir  que  nous  aurons  plus  de  facilite 
à intégrer  la  transformée. 


■(*)• 


Divisant  l’équation  proposée  (a)  par  dy% , il  vient 
ddc  dx1  dx' 

Mais  lorsque  dy  est  constante  , la  seconde  équation 
du  groupe  (5i)  [ait.  493  > <*ans  ^quelle  iHaut  mettre 

y pour  x,  et  réciproquement,  nous  donne  -^r  = (*'>  » 
donc  l’équation  (2>)  deviendra 

(a:*  — 3x)  (p,)  -f-  etc.  = o Cc) , 

et  mettant  actuellement  à la  place  de  (<p.)  sa  valeur 
donnée  par  la  seconde  équation  du  groupe  (50  en  y 
prenant  d x constante,  c’est-à-dire  , y faisant  ddx=  o , 
l’équation  (c)  se  changera  en  celle 


(3x  — x3) 


dxddy 


-(6-40 


dx1 

df 


dx * 


d\3 

qui , multipliée  par  -4~  , donne  1 équation 


(3x— a?)  ddy  + (6  — 4x  ) dxdy  — aydx*  = o , 

qui  est  la  transformée  demandée  que  nous  intégrerons 
sans  peine  j car  la  comparant  identiquement  avec  l’équa- 
tion (4o8)  [art.  4»  43  > on  a 

B=3x— • JC*,  E— — -s y,  H=o  et  K.=6— ^x. 


e 
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Or , ^—  = o,  valeur  identique  avec  celle  de  H ; donc 

la  première  équation  de  condition  [^groupe  (4to)]  est 
satisfaite  •,  et  pour  qu’aussi  la  seconde  soit  satisfaite , 

r . e dy[fx(—ùydx)-\-fy+e] 

il  faut  que  6 — soit  = 

d*  ( 3x  — x *) 


dx 


ou 


dfy 


6 — 4x  = — 2X  + -jy  +3  — 2-r , 
d'où  ^-  = 3 ou  dfy  — Zdy  et  fy=3y. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (/(i  i)£art.4»43> 
on  a 


O = — î îyxdx  -f-  3ydx  -j-  3xdy  — x'dy  -f-  cdx ....  ( d ) , 

qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée  (a)  , et 
qui,  intégrée  elle-même,  donne  pour  intégrale  finale 
de  la  proposée, 

o=d  — x%y  rfc5ay  -b r-s.  , 

4a  î.  Si  d’une  équation  différentielle  dans  laquelle 
dx  ou  Sy  a été  supposée  constante , on  veut  passer  à 
une  autre  équation  dans  laquelle  ce  soit  une  fonction 
de  ces  différentielles  qui  devienne  constante  , à la  place 
de  la  simple  différentielle  dx  ou  dy  de  variable  qui 
l’était  d’abord , alors  on  complettera  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  par  la  méthode  enseignée  à l’art.  5a, 
en  considérant  les  différentielles  de  variables  comme 
étant  variables  ; ensuite  différentiant  la  fonction  de 
différentielles  qu’on  veut  considérer  comme  constante, 
on  égalera  sa  différentielle  à zéro  , et  prenant  dans 
l’équation  résultante  la  valeur  de  ddy  ou  de  ddx  t on 
la  substituera  dans  l’équation  différentielle  proposée 
complettée.  - 


« 
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Par  exemple , nous  savons  intégrer  l’équation 
ddy  =fydx * [équat.  (416)  , art.  4*5  , 2'  casj, 

dans  laquelle  dx  est  constante.  Mais  si  par  de  nouvelles 
recherches  relatives  au  problème  qui  a donné  beu  à 
cette  équation , on  veut  avoir  son  intégrale  dans  l’hy- 
pothèse que  l/(c?ya-f-<£ra)  est  une  quantité*constante, 
ce  qui  donne 

dy/i  dy 1 -f-  dx2  ) — o ou  dyddy  -f-  dxddx  =0 

j,  , dyddy  ,,  dxddx 

d ou  ddx  = —<lx  ou  ““7  — dy~’ 

alors  complettant  la  proposée  comme  ^ dx  était  va- 
riable , ce  qui  change  cette  équation  en  celle 
dxddy  — dyddx  —fydx?  , 

il  n’y  aura  plus  qu’à  substituer  dans  cette  dernière 
équation  la  valeur  de  ddx  ou  de  ddy  trouvée  précé- 
demment d’après  la  condition  que  [/ dy2-^-  dx2  est 
constante , ce  qui  donnera  l’équation 

( dx 2 -f-  dy 3 ) ddy  x=fydx 
ou  celle  ( dy2}  ddx  = — fydx^dy , 

qui  sont  également  les  transformées  demandées? 


CHAPITRE  IY. 

Intégration  des  équations  linéaires  de  tous  les 
• ordres  entre  deux  ou  un  plus  grand  nombre 

de  variables. 

I . 

422.  On  appelle  équation  linéaire,  celle  dans  laquelle 
la  différentielle  première  de  l’une  des  variables  étant 
considérée  comme  constante , toutes  les  autres  variables 


/ 
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et  leurs  différentielles  de  tous  les  ordres  ne  se  combinent 
jamais  par  voie  de  multiplication  ou  de  division , et  ne 
sont  élevées  qu’au  premier  degré  dans  tous  les  termes 

de  l’équation.  Ainsi  représentant  par  A , B , C X 

des  fonctions  où  n’entre  pas  du  tout  y , l’équation 
Aydxn-j-Bdydxn',-\-Cdydxn~i. . = . . (4a4) 

est  u^e  équation  linéaire  de  l’ordre  n entre  deux  va- 
riables. 

M.  Lacroix  trouve  que  cette  dénomination  de  linéaire 
est  impropre  , parce  qu’il  considère  ce  niot  « comme 
n relatif  à la  Géométrie  , et  qu'en  l’appliquant  aux 
n équations  , on  a en  vue  la  ligne  droite  , dans  l’equa- 
n tion  de  laquelle  l’ordonnée  ( et  l’abscisse  également  ) 
n ne  se  trouvent  qu’au  premier  degré.  On  ne  saurait 
« donc  (ajoute  ce  Géomètfe  ) regarder  comme  linéaires 
» des  équations  telles  que  dy  -f-  Vydx  = Qt/x  qui 
» appartiennent  le  plus  souvent  à des  courbes  trans- 
i*  rendantes.  * (Voyez  le  renvoi  de  la  page  2i5  di^ 
second  volume  du  7’raité  intégral  de  Lacroix).  Cepen- 
dant malgré  l'opinion  de  ce  savant . il  me  semble  que 
ce  que  nous  appelons  , comme  l’ont  fait  beaucoup  de 
grands  Géomètres , équation  linéaire  , peut  être  consi- 
déré abstraitement  ; et  quoique  sa  dénomination  em- 
prunte de  la  Géométrie  un  mot  relatif  aux  lignes  qui , 
au  reste , peuvent  être  droites , ou  courbes , ou  même 
transcendantes , il  ne  peut  résulter  aucune  équivoqtie 
lorsque  le  calcul  ayant  pour  objet  la  Géométrie  , on 
dira  que  telle  équation  linéaire  dérive  de  tel  problème 
relatif  aux  surfaces  courbes  ou  aux  volumes  ; car  ici 
le  mot  linéaire  indique  seulement  la  forme  de  l'équa- 
tion et  non  celle  de  l’objet  géométrique  auquel  elle  est 
relative.  D’ailleurs  pour  remplacer  ce  mot-là,  il  fau- 
drait, à mon  avis,  employer  une  autre  dénomination 
qne  celle  dont  il  faut  se  servir  suivant  l’opinion  de 
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M.  Lacroix;  car  dire  que  l’équation  (4^4)  est  une 
équation  du  premier  degré  de  tordre  n , me  paraît  im- 
propre , puisque  cette  équation  est  du  degré  n par  rap* 
port  à doc , et  qu’elle  pourrait  être  d'un  degré  supé- 
rieur par  rapport  à x ; il  faudrait  donc  ajouter  aux 
mots  précédens  écrits  en  lettres  italiques,  les  suivans, 
en  en  exceptant  la  variable  dont  la  différentielle  pre- 
mière est  constante  , ce  qui  serait  beaucoup  trop'long 
lorsque , comme  nous  le  ferons  dans  la  suite , on  a 
à indiquer  plusieurs  fois  dans  le  discours  de  pareilles 
équations.  » 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d’intégrer  les 
équations  linéaires  de  l’ordre  n entre  deux  variables, 
telles  que  celle  (4^4)  , dans  laquelle  nous  n’avons  pas 
donné  de  coefficient  à d"y  ; Ce  qui  peut  toujours  avoir 
lieu  , ou  du  moins  s'obtenir  par  la  division  , et  rend  les 
calculs  beaucoup  plus  simples. 

$ 4a3.  Soit  d’abord  considéré  le  cas  où  les  coefficiens 


A,B,C,D sont  des  quantités  constantes , et 

X une  fonction  de  x. 

Faisant  y ==  em*  ffxdx. . . .(a)  , 

m représentant  une  constante  indéterminée  , et  dilïe- 


rentiant  successivement  cette  équation  jusqu’à  l’ordre  n, 
on  aura  les  n équations  • 

dy=  emxdx  £ m ffxdx-^-fx} 

ddy  = em*dx'  / fxdx-\-amfx 

tfy  ~ emTJx!^rn3 / fxdx-\-’5m'ifx-{-'5m 


dny=:e^xd  c"f~ m"  f fxdx+nmn~'fx-\-  — — 

U a , 2 


m 


«-a 


dfjt 

dx 


+ 


n (n — i)(n — 2) 
2^3 


m 


n— 3 


, dn-'fxn 

dx — * J’ 


f 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4^4)  , et  divi- 
sant par  emndx,  il  viendra 

£A  -f-  Bm  -f-  Cms+  Dm3. . . . dxn~'  ffxdx 

N -f-  [B  + sCm-f-  3Dm*. . . .+  nmK~'~\fxdxa~' 

+ [C  +3Dm. . ..-f  a]  dfxdx »— 

-f-^D,....+  "(."—'K*—*)  m— 3~J  ddfxdx?-3 
, e Xdx*~l 


Mais  à cause  que  m est  une  quantité  constante  indé- 
terminée , on  pourra  la  prendre  de  manière'  que  le 
coefficient  de  dx nr~l  ffxdx  soit  = o , on  aura  donc 
pour  déterminer  la  valeur  de  m , l’équation  dn 


nlimt 


degré 


m*. . . .-f-  Dm3 -f-  Cm* -f-  Bm  -f-  A = o (4a5) , 

et  pour  déterminer  fx , on  aura  l’équation  linéaire  de 
l’ordre  n — i 

Bfxdxn~'-\-C'dfxdxm~*-i-D'dfxdxn~3 -\-dn~fx 

_ Xdxn-‘  . 

— W’ 

dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger, 

B'  z=B+2Cm+3Dmî...-j-«/n',‘~‘ 

C'  =C-f  3Dm + — mn~t 

D'=D. * !..  .+  ?("~1Xn~~a)roH 

a.  o 

etc. 


Faisant  maintenant 

fx  = etm  / fxdx. 
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en  représentant  par  (mi)  une  quantité  constante  indé- 
terminée , et  differentiant  successivement  l’équation  ( d ) 
jusqu’à  l’ordre  n ■ — 1 , on  aura  r 

dfx~e^m'^xdx[iimi)  f f'xdx-\-frx] 

d°fx = e(m,)*r?xa  ^(mi)1  ff  xdx-\-u  (m  1 yf'  x -f-  "j— 

dn-’fx=e(m  1 )n~'ff'xdx-\-(n — 1 ) (m  1 )n~*fx 

, 3dfx  d'-'j'x- J 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (£)  , et  divisant 
la  résultante  par  e^""^zdx , il  vient 

[B'-f-C,(i7u)+D'(uu)V. . dxn~:iff'xdx 

-f- [C'+sD'fmi). . . — i)(mi)n~*2f'xdxn~1 


+ [d'....+ 


(n— i)(n— 2) 


xdxn~3. . . . 


Xdx*-* 


Jrdn  ~fx  — ; 

et  à cause  de  (mi)  indéterminé,  on  peut  faire  éva- 
nouir dans  cette  dernière  équation  le  coefficient  de 
dxn~*  ffxdx , ce  qui  donne  pour  déterminer  (mi)  , 
l’équation 

(mi)""1. . . .-f-  D'(mi)a-j-  C'  (mi}  +B'  = 0. . . ,(e)  , 

» 

et  pour  obtenir/*'# , l’équation  linéaire  de  l’ordre  («-a), 

X*£rn“a 
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dans  laqullle  noua avons  fait,  pour  abréger 
C"~  C'-f-  aD,(7ni). . .-J-  (n — i(mi)"“! 


*a3 


D"—  D' 4.  (” — I)(n — a) 


(mi)'*— 3 V-.-Cg-).- 


etc. 

Faisant  encore 


fx=eW*ff'xdx (h), 

(ma)  représentant  une  constante  indéterminée  , et  dif- 
férentiant  successivement  l’équation  (h)  jusqu’à  l’ordre 
n — 2 , on  a 


dfx  = e^>dx  [(ma)  ff'xdx  +/"*] 


1 •t'-T* 

dxn~s 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (/) , et  divi- 
sant par  eC**) *dx,  on  a 

[ C'  4 D'tWïJv  VT^(ma)»^]  dx*~3  ff'xdx 
+ [D". . . . -f- ( n— 2 ) (m 2 ) ’l~1']fxdx''-3  . . .4 dn~zfaX 
Xdx"--3 

et  à cause  que  la  quantité  constante  (m.2)  est  indé- 
terminée, faisant  le  coefficient  de  t/x"~3  ff"xdx=.o 
on  aura  pour  déterminer  (ma)  , l’équation 

(nw)s-‘....4D'(ms)4C'=o (i)# 

et  pour  trouver  fx,  l’équation  linéaire  du  (n 3VVm« 

ordre  v J 1 

Wfxdx*-'. . .4 d'-3fx  = 

eCnH-twO-Kma^ .(«),' 


P 


sa 4 intégration  des  différentielles 

dans  laquelle  ' • 

D*  = D" . . . > . ( n — a)  (ma)*-5  ) 

etc.  J 


* 


Enfin  , continuant  d’opérer  de  même,  on  parviendra  à 
ce  que  faisant 


f(n—%yx  _ g{m(n— i)]x  f f(.n~ lY xdx  . . . . . . (m)  , 


il  résultera  l’équation 

/O-1)  X = gSTTCi^+Çlir»)].  ..4-[m(«-,)]x  W* 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  racines 
(nu) , (m 2) . . . [m  ( n — .2)]  des  équations  (e)  , (i) . . . . 
ne  sont  que  les  différences  , de  deux  à deux  , de  cha- 
cune des  racines  de  l'équation  (42 5)  , en  partant  de 
la  seconde  racine,  à celle  qui  la  précède.  En  effet,  mul- 
tipliant l’équation  (e)  par  (mi) , et  ajoutant  au  produit 
l’équation  (425)  , on  a 

(nu)n. . . .-+<  D'  (7/u)*-f-  C (7ni)1-}-B,(nu)  . . . 

4-  Dm’+  Cm‘+  Bm  + A = o ; 

et  substituant  à la  placp  des  coefficiens  B',  G',  D'. . . . . 
leurs  valeurs  données  par  les  équations  du  groupe  (ç) , 
il  vient 

|^mn+nmn^,(mi)  + ^mn~a(mi )».-.. .■+(mi)n^| 

. . .-{-D  (mH-3m*(mi)+3m  (mi)*+  C™1)5] 

+ C[]m1'f-2m(mi)+(^ii)'‘D+B^tn-4-(7nt)3+A=o. 

Mais  faisant  attention  que  chaque  série  renfermée  entre 
des  crochets  , est  le  développement  d’une  puissance 
entière  et  positive  de  m-f-  CmO»  on  en  conclura 
aisément  que  l’équation  précédente  se  réduit  à celle 

rm+(ml)3“. . . . + D [m-f-(7ni)33-f  C [m+(mi)]‘ 

4-  B [>+ (nu);i-f  A = o. 

Or,  ^ „■ 
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Or  , cette  dernière  équation  est  du  même  degré  et  a les 
mêmes  coefliciens  que  celle  (4a5)  ; donc  si  l'une  des  n 
racines  de  l’équation  (4a5)  est  m , l’une  de  ses  n — 1 
autres  racines  que  je  représente  par  mf,  sera=m-j-(mi), 
ce  qui  donne  (nu)  —m  — m ; et  généralement  repré- 
sentant par  m , m',  m " , . les  n racines  de  l’equa- 

tion  (4a5)  , et  par  (mi),  Çnu)',  (nu)". .. (nu 
les  n — î racines  de  l'équation  (e)  , il  est  clair,  d’aprèa 
ce  que  nous  venons  de  démontrer  pour  la  première 
racine  (nu)  de  l’équation  (e)  , qu’on  aura 

(nu)  = m' — m 
(nu)'  = m" — m 
(nu)"  = m* — m 

Maintenant  multipliant  l’équation  (i)  par  (ma),  et 
ajoutant  au  produit  l’équation  (e)  , il  vient 

(ma)"*"1 D"  (ma)*-+-  C"  (ma) -f-  (nu)"-1 
-f-D'  (/ni)*+  C'(mi)-f  B'=o, 

et  substituant  les  veleurs^Bes  coefliciens  C",  D* < 

groupées  en  ( g ) , ensuite  indiquant  les  puissances  du 
binôme  (mi)  -+-(nia)  au  lieu  de  mettre  les  déyelop- 
pemens  de  ces  puissances , on  aura 

[(nu)  -h  (ma)]"-.. ..+  D'[(nu)-f(m2)]* 

-+■  C'  [(mi)  (ma)]  -f* B'  o. 

Or,  cette  équation  est  du  même  degré  et  a les  mêmes 
coefficiens  que  celle  (e);  donc  (mi)'  étant  l’une  des 
» — i autres  racines  de  l’équation  (e) , nécessaire- 
ment on  aura 

(nu)'=  (nu)  -f-  (ma)  , d’où  (ma)  = (mi)'—  (nu)  ; 

et  généralement  (mi) , (nu)',  (nu)".  ..(mi)tn_a)'  étant 
a-  i5 
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les  n — 1 racines  de  l'équation  (e)  , et  (rrtu),(m 2)', 
(ma)",.! . (mî/"-35'  étant  les  n — 2 racines  de  l’equa- 
tion  (t),  on  aura  <• 

(1712)=  (/ni)'  — (mi),  (m2)'  = (mi)"-  (mi) 

(ma)^*-8^ sa  (nu )(““*)' — (mi). 

Enfin  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de 
(7711),  (ttï-i)' groupées  en  (o) , il  viendra 

(ma)  = m" — in 

(7712)'=  m” — ni 


(m2)^*— 3),=  m(n  l)' — m! 

On  démontrerait  de  même  parle  moyen  de  l’équa- 
tion (i)  et  de  celle  analogue  du  ( n — 3),im‘  degré  qui 
la  suit , et  que  nous  n’avons  pas  considérée  particuliè- 
rement , que  représentant  par  (m3),  (m3)'.r..(m3)t"~^' 
les  n 3 racines  de  cette  dernière  équation , on  aurait 

(m3)=(/na)'-(ma)  ,..(mî)(My=(m2j(-3)'-(ms), 

et  substituant  dans  ces  deriîières  égalités  les  valeurs  de 
(ma)  , (ma)' i.i. (ms)^5'  groupées  en  (p ) ; on  durait 

| (m3)  = m" — tw*  . . - (m3)^-^'=  . (9) . 

Enfin  , la  continuation  d’un  pareil  calcul  conduirait  en 
dernier  lieu  à l’équation  j 

r m (in  — 1 )]  = m(nr?y ......  (»> 

I.  ■ 

Donc  généralement  , prenant  seulement  la  première 
équation  de  chacun  des  groupes  (o) , (p),  (</)...;, 
«t  enfin  l'équation  (r)  , on  aura 

I ! « 

I 


a 
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* m = m 
(mi)  — m'  — m 
(m2)M—  m"  — m' 

(tt*3)  — m*  — m" 

[771  (n — 1)]  = 7n(*—|y. — 

Or,  si  l’on  ajoute  toutes  ces  équations  et  qu’on  mul- 
tiplie les  deux  membres  de  la  somme  par  x , on  aura 

{ 77l-f-(77H)*-f-(777a)-{-(7n3)...4-[777(n — 1 )]  }x'=77l^‘~‘^'Jb, 

et  par  conséquent  l’équation  (n)  se  réduira  à celle 

f^x  = -^r (O. 

em  x 


Rappelant  ici  l'équation  (a),  et  mettant  dans  celles 
(d)  , (h). . . .les  valeurs  de  (/ni)  , (ma). . . . groupées 
en  (s),  on  aura  la  suite  d’équations 

y — emx  ffxdx  , fx  = eC"1'— ”0*  ffxdx , 
fx  = eO"-«0*  ffxdx,  fx=e^m~^' ffxdx. . ... 

(11— iV  (*— aV 

/ C«- O'x  = et1'1  — " > ffi^Yr-Ary 

= e[  3 Je,>-y7[equat-  (03- 

Donc  par  des  substitutions  successives  dans  ces  équa- 
tions ; de  plus  , ajoutant  une  constante  arbitraire  à 
chaque  intégrale  , et  représentant  ces  constantes  par 
c , c,  c" . . . .dJl~ 'y,  on  aura 


y—  emx{  fe^-^dx  yj.O"— *>'  ^dxfe^-^^dx 

. . .fel^-^-^^dx  f + cfe^'^dx 

fe0n"-m0*dx. . .felmCn~‘y-^a~2yl*dx+cfe(m'-m>*dx... 

f£**-*y-»<-'-3y}*dx 4-  c^y  fe<.m'-m^dx 

+ cC“~ay} 
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* 

ou , tant  que  l’équation  (4a5) , que  dorénavant  noui 
appellerons  Y auxiliaire , aura  toutes  se?  racines  inégales, 

y — 'e™*  fe(~m"~m'^xdx  fe^”"~m">dx 

, . f—T—x-  x 

J gmv*  xf x 

-j-cC'—’O'e"*0'-27*. . .+c"em'*-+-c'em':r-f-cemx. . « .(427), 


en  représentant  respectivement  par  <*"—*)',  çC«-ay....c', 

c les  combinaisons  de  c,  c' c(n— »y>  cC*— O'  dans 

l’état  primitif  où  se  trouvent  ces  constantes  arbitraires 
avant  les  développemens  des  intégrales  multiples  affec- 
tées de  constantes  arbitraires,  avec  les  racines  m, 
m',  ni1 . . . de  l’auxiliaire,  après  ces  développemens  qui 
ne  présentent  aucune  difficulté  j car , par  exemple  , 


c fe(-m'~n^xdx  fe(m“~m')Idx  fe<-mm~m‘')xdx 
t /eCm' ~m>dx  fe(mH~m')xdx  eC"**-™")*  c 

— r HT  II  “~5 

m T7l  771  — 

C 


ni 


X/e^-^dx  fe<im',-m^xdx=  ’y-g — — -,-fe<-mm~m>dx 
J (ni  -m)(m ~m  ) 

„ f . — rn)x  . 

“ (mm-m“)  (m*— m') 

et  effectuant  la  multiplication  par  emx  qui  n’est  qu’in- 
diquée dans  la  formule  (4a6) , on  a , relativement  à 
l’intégrale  multiple  que  nous  avons  prise  pour  exemple, 
et  qui  n’est  que  triple  afin  de  fixer  les  idées , la  quantité 

y * c 

t'"en,i  en  faisant  c*  = — ; rrxr-xr, ttts r. 

(m  — m )(m — m j(n*  — m) 


Afin  d’appliquer  la  formule  (427)  , proposons-nous 
premièrement  d’intégrer  l’équation  linéaire  du  troi- 
sième ordre 

GpiycLc?-*  7 p*dydx*-\r<Py  = x^dx3 (u). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  la 


I 


• Digitized  by  Google 


DES  ORDRES  SDPÉRIECRS.  '•  aaj 
générale  (4a4)  > on  a 

n=3,  A = 5 p3,  B = — 7p* , C=  o et  AT = .r*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'auxiliaire  générale  (4a5), 
on  a pour  l’équation  (u)  , celle 

m3 — 'jp^TTi  -4-  6p3=  o, 

dont  les  trois  racines  sont  m=— 3 p,  m'—zp,  m“—p. 
Ainsi  l’équation  (427)  donnera 


'x*dx 


y = e-3?*  fë>rzdx  fe~r*dx Ç -f-  cV* 

00 

[1*+F  + 3(*)i 


Or 


-4-  cV<’*  -f-  ce-3?* 
Vit  e“<“ 


/X*dx 

>x 


donc 


P P 
3x 


r*f~-ïèrC*+7  + £l 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (v)  , on  a 


7 = ^ [-■  + ^ + 7^3+  c'^+^+c-M, 
ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée  (u). 

Proposons-nous  pour  second  exemple , l’équation  du 
second  ordre 

d?y  -J-  pdydx  — Çp^ydx*  = cfdx? ......  (x)  ; 

comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 


(*)  Voyez  ponr  cette  intégration  et  le»  inivantes,  la  formule 
(ai4j[art.  aG6]. 
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(4a4) , on  a 

A — fip* , B =p,  71=2  et  X = ar; 

donc  l'auxiliaire  de  la  proposée  (x)  est 

ma  pm — 6ps  = o[form.  (425)], 

dont  les  deux  racines  sont  m=  ap  et *m'  = — 3p; 
ainsi  l'équation  (427)  donnera 

y = e*rxfc~brxdx + c'e~3rx+  ce*?* {y). 

Mai.  /^=/C-^=g|; 

e - - , /’a'iix  (ae-5'’)* 

donc  /e  5"<*xJ  7W*  = {la+'5pXla^y 

«t  substituant  cette  valeur  dans  1 équation  (y)  j ü 
•vient  pour  intégrale  complète  de  la  proposée  (x)  , 
l'équation 

v ?! 1-  c'e- 3pr+  ce***. 

■>  (/a-f-3p)(/u  — 2P)^ 

424.  Proposons-nous  actuellement  de  développer  la 
formule  (426)  en  une  suite  de  termes  qui  ne  ren- 
ferment chacun  qu’une  intégrale  simple;  et  pour  fixer 
les  idées , faisons  n = 4- 

On  a par  les  tèçles  ordinairësdu  calcul  différentiel , 

^0*  rjUx-1  =e^)xdx  fXdx 
L m”—m"  J em"x  J J e' 

eX(nB_m,0x  Xfix  ... 

• • • • • Cû)  > 


“ ~ÜT  _m**ac 

m — m e 


donc  faisant -attention  que  le  dernier  terme  de  cette 
équation  est  = ^7 . il  viendra,  en  prenant 
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la  valeur  du  premier  terme  du  second  membre  de 
1 équation  ( a ) ,et  intégrant, 

f'Xdx e(,m«l—mir)x  rXJv 

‘ J dXJ  7^ 


m 


_J rXdx 

’ — m"  J 


. .S  --  J 


donc  fetm"~m'>dx fe^mm-m^zdx  f'--f 

— ïfe(m"-m/)*dx  I 

m—m,J  Je"'"*  mw—m" 

X/eC  (c). 

îilais  les  valeurs  des  doubles  intégrales  qui  sont  dans 
chacun  des  deux  termes  du  second  membre  de  l'équa- 
tion  (c),  sont  directement  données  par  l’équation  (h) 
en  accentuant  Qonvenablement  m.;  donc  par  les  substi- 
tutions de  ces  valeurs  dans  l'équation  (c)  , on  aura 

fe^’-^dx  fiC"’’-m"l*dx  T^££  == 

%S  & 

fXdx  ft-'-m')*  rxdv 

( "l“  "") (nt"' — m )J  Cn‘m*  {rii’-ni'){ni'-m')J  7*?  ' 

at: 


, [ rXiir 

em'*  * 


fe(m'~m>iix  fe<-m"-m'ï*dx  fe(mm~m")xdx  f' 

J e” 


donc 


'lliBItflOO 

•Xdx  A 


/ 


' Xdx 


. ( m*— m')' 

~gwi  („■•-,»■)  *■****/%£ 

+ K--»')  ?£■ 
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Développant,  par  le  moyen  de  la  formule  (6)  , en 
intégrales  simples  les  doubles  intégrales  qui  se^trouvent 
dans  chacun  des  trois  termes  du  second  membre  de 
cette  équation , substituant  et  faisant  attention  que 

t t 

(m* — Tn){ni — m')(in — m)  m) 

1 1 

( m'-m ) (m-mr)  * 

on  aura 


y^(m' — m)xdx  f6*t—r>*dx  fe(mm~*n")xdx 

rr:=ïôJ 


•Xdx 


em"* 

‘Xdx 

em"x 

‘Xdx 


“ (m'"— m")(nï"— mr)(m" 

c(m*— m)*  ' f'Xdx 

+ (mu—m'")  K—  m ')  (m''— m)  J 

'•  gC*'— m)-»  /’Xc/x 

+ (m'— m'")  (m'— m")  (m'— m)  J em'x 

■ i ftél (d). 

(m  — m'")  ( m — m")  (m  — m')  J e™ 

Mais  cette  intégrale  est  encore  incomplète,  et  nous 
allons  la  compléter , en  observant  que  si  à l’intégrale 

I -mjrx  on  ajoute  une  constante  indéterminée  cr",  cette 

constante  devra  être  multipliée  par  la  triple  intégrale 
fe(m°—mr)xdx  fé-m"~m“)xdx  ; or , 


gÇm» — m,rye 


__//  » 

m —m 


donc  fe^'-^dx  f#*-«*dx  — J 
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et  pan»  conséquent , 

c'"  féJrt-rt^dx  /e(«"—0*djî  f^m"~m"^xdx 

tu  r etm*-m)xÆc 

~C  J (jri" — m")  (jri"— tri), 

— (mw— m")  (m'"— m')  (m'"— m) W* 

/*YJr 

Mais  à l’intégrale  de  fe(mm~m'">xdx  J , il  faut 

encore  ajouter  une  constante  indéterminée  c",  qui  par 
conséquent  devra  être  multipliée  par 

e(m"— m')* 

fe(m/-m>dxfe(m"—n'>dx=fe(m'-m)*dx  X —3 r 

J J m — m 

/eCm"— m)jc^  

m" — m'  (m" — m')(m" — m)  * 

ainsi  il  faudra  encore  ajouter  à l’intégrale  (d)  la  quantité 
c“e Cm"— m)*  , 

(jri'—mY 

De  même  devant  encore  ajouter  à l’intégrale 
feOn"-«^dx  fé'm‘m~m‘r)xdx- 

une  constante  indéterminée  c',  il  faudra  ajouter  à l'in- 
tégrale ( d ) , la  quantité 

-.'.(m'— m)* 

c'fe^*dx*=C-±-  ( g ). 

m — m 

Enfin , on  complettera  entièrement  l’intégrale  (d)  , en 
ajoutai^  encore  la  constante  indéterminée  c qui  est 
relative  à l’intégrale  finale.  Cela  posé  , ajoutant  à 
l’intégrale  (rf)  les  quantités  (e) , (/) , (g)  et  la  cons- 
tante c ; ensuite  faisant  attention  que  tout  ce  qui  en 
résultera  doit  être  multiplié  par  emx  pour  avoir  la 
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en  représentant  par  (mi)  une  quantité  constante  indé- 
terminée 4 et  difierentiant  successivement  l’équation  ( d ) 
jusqu’à  l’ordre  n — i,  on  aura 

dfx  z=e(-mi  '>xdx[(rn  1 ) f f xdx-\-f  x] 

d*fx = e(m,)*tJxs^(m  1 )*  ff'xdx-}-u(m  1 yf'  x -f- 

dn-'fx=e<-ml>dx’''  ' Qm  i y-'ff'xdx-\~(n—  i)(mi  )H~*fx 

+ <ZX.'X"r?Û. . . .+  ‘‘pf’*']. 

2 J dx  — dxn~*  J 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (£)  , et  divisant 
la  résultante  par  e^m'^xdx , il  vient 

[B'-fC'(77u)-4-D'(7rei)\  . . dxn~*ff'xdx 

-f[C'4-2D'(/ni). . . . -f(n—  i ) (> 0 —*}  fxdx*-* 

4-  . . . + (?— (mi)"'3]  df'xdxn~\ . . . 

......  -f  - dn  °f^x  — ; 

et  à cause  de  (mi)  indéterminé,  on  peut  faire  éva- 
nouir dans  cette  dernière  équation  le  coefficient  de 
dx"~*  f f'xdx , ce  qui  donne  pour  déterminer  (/ni)  , 
l’équation 

D,(mi)a-f-C,(mi)-)-B,  = o....(e)  , 

» 

et  pour  obtenir  f'x , réquation  linéaire  de  Tordre  (rc-a), 

Xdxn““ft 
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^ dans  laqullle  noussavons  fait,  pour  abréger 
C*=  C'+  aD'(mi). . .+  (rt-i(mi)”'3 
D"=D' + (n~l)(n~2)  (m i)"-5  Y • -(g) 


etc. 


Faisant  encore 

fx  = eCn1)*  f fxdx (h) , 

(ma)  représentant  une  constante  indéterminée  , et  dif- 
férentiant  successivement  l’équation  (h)  jusqu’à  l’ordre 
i»  — < a , on  a 

df'x  = eCm“)Idx  [(ma)  / fxdx  -{-f'x'} 


da'afx=e(-m^zdxn''^(mn)'''ff'xdx-\-^n-a.'){ni2)',~3fx 
, d^f'x 
dx — 3 ’ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (f) , et  divi- 
sant par  r,  on  a 

C C'  + D'  {mij:  iT^ma)"-’]  d.r"-3  ff'xdx 
-f-  [ D" . . . . -f-(n — ^){mi)n-T]fxdxn~'i . . .-{-d'l~3f"x 
Xdx"~3 

et  à cause  que  la  quantité  constante  .(ma)  est  indé- 
terminée, faisant  le  coefficient  de  dx"~3  ff'xdx=o  , 
on  aura  pour  déterminer  (ma)  , l’équation 

(ma)-*....+  D"(ms)+C*  = o (i). 


et  pour  trouver  f’x,  l’équation  linéaire  du  (n~3  )i,!m*. 
ordre 


DT^->. . .+d-rx=7^*£iss. m. 


I 
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dans  laquelle  ’ « * 

D*  = D" -f  ( » - a ) (ma)-’  j 

etc.  J * . 

Enfin  , continuant  d'opérer  de  même,  on  parviendra  à 
ce  que  faisant 

f(n —a)'x  __  gtin(n— 1)]*  f f(n~ 'Y xdx-,  . . . (m)  , 

il  résultera  l’équation 

/C"  0 X SS  (S7)'+~(mu)] * ' Cn)‘ 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  racines 
(mi) , (ms) . . . [m  ( n — a)[]  des  équations  (e)  , (i) . . . . 
ne  sont  que  les  différences  , de  deux  à deux  , de  cha- 
cune des  racines  de  l'équation  (42 5)  , en  partant  de 
la  seconde  racine,  à celle  qui  la  précède.  En  effet,  mul- 
tipliant l’équation  (e)  par  (mi) , et  ajoutant  au  produit 
l’équation  (42 5)  , on  a 

(/ni)" 4^  D'  (mi),-f-  C'CmO^-f-B'Ç/ni)  4-mn. . . . 

....  — f-  D/n'^-f-  Cma-f-  B/n  *4-  A.  o j 

et  substituant  à la  place  des  coefliciens  B',  C',  D' 

leurs  valeurs  données  par  les  équations  du  groupe  (ç) , 
il  vient 


*ooa 


.....+(//ll)"^J 


E.  . n (n — 1 ) „ 

mn+nmn  ‘(mi)  4 ma 

. . .+D  [zn3-f-3m*(/ni)  + 3m  (/ni)s4-(/ni)53 

-f-  C [m‘+2m(m  1 )-f-(m  1 )“]  4-B(/n-f-(//i  1 )] + A=o . 

Mais  faisant  attention  que  chaque  série  renfermée  entre 
des  crochets  , est  le  développement  d’une  puissance 
entière  et  positive  de  m •+■  ( mi  ) > on  en  conclura 
aisément  que  l’équation  précédente  se  réduit  à celle 

rm-K/ni)]".  • • . + D [m-f-(/ni)33-|-  C [m+C/ni)]1 
-f  B [zn-|-(zni)3+  A = o. 

Or,  ' 
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Or , cette  dernière  équation  est  du  même  degré  et  a les 
mêmes  coeificiens  que  celle  (4a5)  ; donc  si  l’une  des  n 
racines  de  l'équation  (4a5)  est  m,  l’une  de  ses  n — 1 
autres  racines  que  je  représente  par  m',  sera=m-f-(/ni), 
ce  qui  donne  (mi)  =m' — m ; et  généralement  repré- 
«entantparm,  m',  m" , . les  n racines  de  l 'équa- 

tion (4a 5)  , et  par  (mi),  (nu)'l(mi)',..(mi)i*“i)'I 
les  n — î racines  de  l'équation  (e)  , il  est  clair,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  démontrer  pour  la  première 
racine  (mi)  de  l’équation  (e) , qu’on  aura 

. I 

(mi)  = m' — m \ 

(mi)'=  m"  — m f 

(mi)'  = m* — m f (o). 

(m  i)Cn— — m) 

Maintenant  multipliant  l’équation  (t  ) par  (ma)  , et 
ajoutant  au  produit  l’équation  (e)  , il  vient 

(ma)"“* D"  (ma)*4-  Cf  (ma)  + (mi)"_I 
. . . .-+-D'  (mi)*-f-  C'(mi)  -f-  B'=o  , 

et  substituant  les  valeurs  TIes  coeHTciëns  Cf,  D' . 

groupées  en  (g)  , ensuite  indiquant  les  puissances  du 
binôme  (mi)4-(ma)  au  lieu  de  mettre  les  dévelop- 
pemens  de  ces  puissances  , on  aura 

[(m  i ) -f-  (ma)]*- 1 ....  -4-  D'[(m  i ) 4-  (ma)]* 

+ C [(mi)  + (ma)]  -f  B'  = o. 

Or,  cette  équation  est  du  même  degré  et  a les  mêmes 
eoefficiens  que  celle  (e);  donc  (mi)'  étant  l’une  des 
n — i autres  racines  de  l’équation  (e) , nécessaire- 
ment on  aura 

(mi)'=(mi)  + (ma)  , d’où  (ma)  = (mi)'—  (mi) ; 

et  généralement  (mi) , (mi)',  (mi)'. , .(mi)CB”,y  étant 
a.  i5 
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les  n — i racines  de  lequation  (e)  , et  (ma),  (7712)', 
(ma)"...  (ma)!"-3)'  étant  les  n — 2 racines  de  l’equa- 
tion  (i),  on  aura 

(7712)=  (mi)'- (mi),  (77j2)'=(7ni)"—  (/tu) 

(77Ï2)0-3>'=1  (mi)!"-")'-  (771  i ) . 

Enfin  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de 
(mi),  (7711)' groupées  en  (o) , il  viendra 

(771a)  — m" — m'  j "1  , 

(ma)' = m’ — m'  ( ,,  v 

> ••(?>• 

(7n2)C*—3)'= 

On  démontrerait  de  même  par  le  moyen  de  l’équa- 
tion (i)  et  de  celle  analogue  du  (n  — 3)iim‘  degré  qui 
la  suit , et  que  nous  n’avons  pas  considérée  particuliè- 
rement , que  représentant  par  (tti3),  (rno)' . (r7i3)("— ■•)' 
les  71  — 3 racines  de  cette  dernière  e'quation , on  aurait 

(77i3)=(ma)' — (ma)  (7712/»-'’)' — (ma), 

et  substituant  dans  ces  derriières  égalités  les  valeurs  dé 
(771a)  , (ma)'. . ..(ma)(R~jy  groupées  en  (p)  ; on  durait 

|(m3)  = m* — 77i" . . • (77i3)!"~')'=  tu !rt  *)' — 771®  J ,...(q). 

Enfin  , la  continuation  d’un  pareil  calcul  conduirait  en 
dernier  lieu  à l’équation 

[tu  (ïti  — 1 )J  ==  m^n~iy  — TiiC"- 2)' ...... (,y. 

Donc  généralement , prenant  seulement  la  première 
équation  de  chacun  des  groupes  (o) , (j>) , 
et  enfin  l’équation  (r) , on  aura 
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3*7 


* „ _ 

m = 

m 

(mi)  = 

7 ri 

— m 

(ma)«— 

ni 

— 771 

(n*3)  = 

Tn* 

— m" 

[m  (n — 1 

)]= 

= mO-' 

> 0)* 


Or,  si  l’on  ajoute  toutes  ces  équations  et  qu’on  mul- 
tiplie les  deux  membres  de  la  somme  par  x , on  aura 
{ 77i-f-(m  i ) -f-(ma)-f-(/n3) . ..+[m(n — i )3  }x=m(-a~' 
et  par  conséquent  l’équation  (n)  se  réduira  à celle 


/C—y*  = -7S=!7 


■(*)• 


Rappelant  ici  l'équation  (a),  et  mettant  dans  celles 

(d)  , (h). . . .les  valeurs  de  (mi)  , (ma) groupées 

en  (s) , on  aura  la  suite  d’équations 

y — e"“  ffxdx  , fx  — e(m'— "0 * ffT  xdx , 
f'x  ■=.  y~ f" xdx,  fx=e(-inm~ m")x  ff“xdx.. .. 

/ c«-»yx = et'»''  -«'•  ; j»  f f^-'yjcdx 

= e[  -«  J J^c^ô^Cequat-  CO]- 

Donc  par  des  substitutions  successives  dans  ces  équa- 
tions ; de  plus  , ajoutant  une  constante  arbitraire  à 
chaque  intégrale  , et  représentant  ces  constantes  par 
c , c ,c" . . . .d-a~ 'y,  on  aura 

^-e“{  fe(-"',~m^zdx /eO" ~m' )xdxfe(-m'‘~m"^dx 

. . ./etmC"~,y-mC““°>dx  J'  -X-i^^+cfe^’^dx 

feO*°-mO*dx. . .fdmCn~iy-mia~iylzdx+cyetm'-m)*dx. . . 
/et«t""iy-'nCs-3y]*dx -f-cO-’ 'yfé-m'~m>dx 

+ e^y) (4*6) . 

j5.. 


, i 
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* 

ou,  tant  que  l’équation  (4a5),  que  dorénavant  nous 
appellerons  Y auxiliaire , aura  toutes  se?  racines  inégales, 

y — ‘emxfe<-m/-m>dxfe(-m‘,-m,'>xdx  fe^"~m">dx 

, . .fe^n-,y-^m-iy)*dx  j' +<* «~0V»C"“°'* 

4-c(',-ayemCn"iy;t. . .+c"em'x+c’em'x-\-cemx . . « . (427) , 

en  représentant  respectivement  par  c(n~ *)', 

c les  combinaisons  de  c,  c' et"-*)',  dans 

l’état  primitif  où  se  trouvent  ces  constantes  arbitraires 
avant  les  développemens  des  intégrales  multiples  affec- 
tées de  constantes  arbitraires,  avec  les  racines  m, 
m',  m“ . . . de  l’auxiliaire,  après  ces  développemens  qui 
ne  présentent  aucune  difficulté  j car , par  exemple  , 

c fe<~m'~m^xdx  fe(-mU~m'>dx  fe^mm~m"^zdx 

c fe(.m>-myxdx  fe<-m"-m'>dx  c 

” m" — m"  m" — m" 

^r^nJ-myxdx  fei^-m'>dx=  y-g £ys TT  dx 

(m  -m  )\jn  —m  ) 

C „(><»— m)x . 

(m*— m")  ( m. " — m ) ( m“ — m) 

et  effectuant  la  multiplication  par  emx  qui  n’est  qu’in- 
diquée dans  la  formule  (426),  on  a,  relatiyement  à 
l’intégrale  multiple  que  nous  avons  prise  pour  exemple, 
et  qui  n’est  que  triple  afin  de  fixer  les  idées , la  quantité 

en  faisant  cm 

Afin  d’appliquer  la  formule  (427)  , proposons-nous 
premièrement  d’intégrer  l’équation  linéaire  du  troi- 
sième ordre 

Gp3ydj&—  ’jp‘ldydx,+cPy  — x^dx3 .....  (u) . 
Comparant  identiquement  cette  équation  avec  la 
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générale  (4^4)  , on  a 

71=3,  A = 6p3,  B = — 7p* , C=  o et  A" = x*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’auxiliaire  générale  (4 a5), 
on  a pour  l’équation  (u)  , celle 

m3 — 7 psm  4“  6p3=  o. 


« 

dont  les  trois  racines  sont  m= — 3p,  m'—  zp , m“—p . 
Ainsi  l’éauation  donnera 

+ cV* 


équation  (427)  donnera 

_y  = e->x  f£fxdx  fe-r*dx 

+ c'e%t*  + ce-3?*- 

x“c?x  e~rx 


e<’x 

•M- 


Or 

donc 


^/^=^[>+7  + £l 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (v)  , on  a 

y =^Lx'+¥P+ 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée  ( u ). 

Proposons-nous  pour  second  exemple , l’équation  du 
second  ordre 

dy  -f-  pdydx  — Gptydx*  — axdx? (x)  ; 

comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 


(*)  Voyez  pour  cette  intégration  et  le*  tuivantes,  la  formule 
(at4J[art.  aG6]. 
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(4a4) , on  a 

A =?  — Bp' , B =p,  71=2  et  X = ar j 

donc  l’auxiliaire  de  la  proposée  (x)  est 

Tri1  pm  — 6p*  =0  [_  form.  (4^5)  ] , 

dont  les  deux  racines  sont  m— ap  et *m'=  — 
ainsi  l’équation  (427)  donnera 


y = *r*: fé~*r*dx fÿfx  + ce~3rx+  c^x (y).  ' 

Mai,  = 

j I 

Ca*dx  (aeT1*)* 

donc  fc-^dr  J ^ = (/a+3p)  (/a— } » ’ 

et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( y ) , Ü 
vient  pour  intégrale  complète  de  la  proposée  (x), 
l’équation 

v ‘C- + c'e- 3pr+  cesp*. 

^ (/a-j-3p)  {la  — 2 p) 

■ . r 

424.  Propofeons-nous  actuellement  de  développer  la 
formule  ( 426  ) en  une  suite  de  termes  qui  ne  ren- 
ferment chacun  qu’une  intégrale  simple;  et  pour  fixer 
les  idées , faisons  « = 4- 

On  a par  les  règles  ordinaires  du  calcul  dilférentiel , 

dr--—  ^ fXJx 

m"  J em"xJ  J e 


O m»x 


eX.*m-mryt  Xdx 


m- — m 


donc  faisant -attention  que  le  dernier  terme  de  cette 

1 Xdx 

équation  èst  = —3 — —57  -^7 

* 771  mmm * Tn  c 


O)  ; 

terrai 

, il  viendra , en  prenant 
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la  valeur  du  premier  terme  du  second  membre  de 
1 équation  (a)  , et  intégrant, 

' J J emmx  m"- — m"  J cm,x  ' 

1 r*<h 
m — m"  J 

donc  fe(-m”—m“)Tdx 

fM £ (c). 

ÎHais  les  valeurs  des  doubles  intégrales  qui  sont  dans 
chacun  des  deux  termes  du  second  membre  de  l’équa- 
tion (c),  sont  directement  données  par  l’équation  (é) 
en  accentuant  qorivenablement  rn.-,  donc  par  les  substi- 
tutions de  ces  valeurs  dans  l’équation  (c)  , on  aura 

fXdx  eC»'-m/)«  rxdl: 

»«*)(i,r— «.'JJ  ***  (Jhm-mu)(m‘’-nïjj  ’ 

I J Z1 XcLc 

(m-— m')7  7^  ; 


donc 


lu;) 


fe Cm'-m)r^  fe(.m«-m^xdx  reCmm-m.l)xjx  PXdx 

/ gm»j' 


*J£ 
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Développant,  par  le  moyen  de  la  formule  (&)  , en 
intégrales  simples  les  doubles  intégrales  qui  se  -trouvent 
dans  chacun  des  trois  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  , substituant  et  faisant  attention  que 

i 1 

(m!* — rri)(m' — rri)(rri — m)  (rri*-m”)(mm-m')(rri-  m) 

] - i 

on  aura 

nXdx 


feW~™>*dx  fe^n-m’>dx  J' 

e(m»-m)x  p 

“ (m"’— m)  J ' 


êm  * 

Xdx 


,m,0x 


+ (ma— m'")  (m'—m 


4- 


) (m"— m)  f 

(m' — m'")  (m' — m")  (jri — m)  f e 


e 

%.dx 


eC  m)x 


■Xd£ 


, i ÇùÈ £ rj). 

^ (m  — m'")  (m—  m'')  (m-m')  J e"~ 

Mais  cette  intégrale  est  encore  incomplète , et  nous 
allons  la  compléter , en  observant  que  si  à l’intégrale 

7 

J ~mli  on  ajoute  une  constante  indéterminée  c'",  cette 

constante  devra  être  multipliée  par  la  triple  intégrale 
yeCin'-«)xjx  feim"—mr)xdx  fé-m"~m“^xdx  ; or , 


e(mm—m,ryc 

j~e(.mm~m"')xdx  = ; 


donc  fe^'-^dx  fe^-^dx  = J 


\ 
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et  pas»  conséquent , 

c'"  fetma~~mr)*dx  fifi^-^dx 


a33 


p é-’nm-"'>xdx 

~C  J ) 


C'"g0»— m)* 


(/n'"— O (m"'— m')  (m"'— m)  ’ 


.(«)• 


Mais  à l’intégrale  de  fe^~m,^xdx  > il  faut 

encore  ajouter  une  constante  indéterminée  c",  qui  par 
conséquent  devra  être  multipliée  par 

feW-m>dxfe(m"-m'>dx:=:fe(m'-m>dx  X — t 

J J m — m 


/e(n"-m>dx  _ 
m" — m' 


e(m«— m)x 


m" — m'  (m" — m'Xm" — m)  ’ 

ainsi  il  faudra  encore  ajouter  à l’intégrale  ( d ) la  quantité 

cV”'-)'  , r* 

(m"~  m')  (jn—m)"  ’ * ” ^ 

De  même  devant  encore  ajouter  à l’intégrale 

yc(««_«^x  /e(—— <0*^ 

une  constante  indéterminée  c',  il  faudra  ajouter  à l’in- 
tégrale (</) , la  quantité 

c7e(»'-»)*ic=îi (g). 

m — m ° 

Enfin , on  complettera  entièrement  l’intégrale  Çd)  , en 
ajoutai^  encore  la  constante  indéterminée  c qui  est 
relative  à l’intégrale  finale.  Cela  posé  , ajoutant  à 
l'intégrale  (c?)  les  quantités  (e) , (f) , (g)  et  la  cons- 
tante c ; ensuite  faisant  attention  que  tout  ce  qui  en 
résultera  doit  être  multiplié  par  enl*  pour  avoir  la 


I 


I 


23 4 INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 

valeur  de  y [équat.  (426)],  on  aura  • 

• em"x  / fXdx  , A 

y ~ \J  e™"*  + C ) 

, «r*  • ( r^é. f _i_  „a 

(m" — ro'")(m.lr — ni)  (m" — m)  \J  em"x  J 

, L / rxdx  A 

{m' — — m"){ni — m)\J  em'x  C ) 

, / rxdx  \ 

(m — — m")(m — m')\J  emx  * ° 1 


Donc,  généralement,  faisant  pour  abréger, 

£ = (m  — m')(/n  — m"). . . . \jn  — m(«— O'j  "V  , 

fi’  — (mr—  ni)  (m! — m") ....  Qm' — m (n~  O'J  I 

W/n 


/S "=(m"—m)(m"—m').  . . .[m"— «C— 0'] 


/'•  »#*•  y y»  • • 11*'  ' j /' 

— [mC-0'__n,][mC“-0'_m'3. . . [n»C-0'_  mC'-)']) 


(4»8), 


on  aura 


_ cmr  [c  -f-  fe~mxXd c]  em'i  [«'-f- ye 


<85 


•+ 


€™"x  [c"  + /e—^Xrfx] 

r 

)'x  pci.-.y+  fT*"~'V*  Xrf.r] 
^7=0'  • 


C429). 


425-Lemme.  Des  équations  (272)  et  (274)  £art.3cg], 
on  déduit  aisément  celles  • * 

. fsin  bx  az  fsin  bx  , — cosbx  , 

^{co8^=6q^{cos&xX^+sin  ù.rX  b}^' 

Or,  • 

d [X  fqxdx  sin  bx~\  = dX-  fqTdx  sin  bx-^-Xqxdx  sin  bx  ; 
d’où  

/ XqTdx  sin  b. K—  X fqxdx  sin  bx  — fdX  fqxd  * sin  bx  , 
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et  substituant  la  valeur  de  fqxdx  sin  bx[_ ir*  éq.  (43o)], 
il  vient 

fXqxdx  sin  bx  = ^ - ( sin  bxlq—b  cos  bx ) X 


b 7 


qxdx  sin  bx 


b'+W 

f~J£<1*dxco*  bx (a)- 


b'+W 

On  trouvera  de  même  , 

pX  - • 

/ Xqxdx  cos  bx  — ( cos  bxlq  + b sin  bx  ) X 

b * rdx  . . , ,.x 

—p+WJ^'1 ()' 

Substituant  successivement  dans  ces  formules  (vz  ) 
„ , . x , ■ . dX  f d*X  d‘X  d X 

et  (i)  les  quantités  et  et  -r-; 


et  , etc.  , à la  place  de  celles  X et 
dx3  dx*‘  ’ ^ 

dX 
dx 


, on  aura  une  suite  d’équations  qui  donneront 

sin  bx 
cos  bx  ’ 


successivement  les  valeurs  de  <7 Xdx  | 

/d2X  , f sin  bx  , , . . 

s — aIdx  < . . etc.;  et  par  des  substitutions  suc- 

dx*  7 l cos  bx  ’ ^ 

cessives  jusqu’aux  valeurs  de  fXqxdx  j ^ ^ j don- 
nées par  les  équations  (a)  et  ( b ) , on  aura  celles  * 
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fXq*dx  P'11  \X  = Sl\~ sin  b*lq  — b cos  fcc”! 

l cos  bx  m L_cos  éx/t/  -f-  b sin  bx_ J ^ 

(x—  — ~ _l  n'—b*  ^X  nÇ^-361)  (PX  \ 

\ m dx  ' m 2 dx*  m3  ~ rtrï'^~etc' ) 


_j_  /cos  bxlq  4-  b sin  bx\ 
m*  \sin  bxlq  — b c os  bx/'*' 
(dX  vn  d‘X  , 3«a — b2  d*X 


+ 


«*«•) (430. 


\dx  m dx*  r m*  dx 3 

dans  lesquelles  nous  avons  fait  pour  abréger, 

{*i  = b*  + (lq)*  et  n = ^} (c). 

Faisant  « 

q ~ e~“>  d’où  lq  — — a et  (/q)4a=o*, 
les  équations  (c)  deviennent 

m = a*  -}-  ù*  et  n — ~ a : 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (430  il 
vient  celles 

fXe~axdx[  S'n  ^ x e~ax  (c  sin  bx  b cos  bx) 

Icosix  l a cos  3x — b sin  bx) 

/Y  a dX  a* — b*  d*X 

X \ + aa-f64  dx  ***  (a2-J-ia)4  dx 4 

, a (a2— 3b')  d3X  , \ 

*+  (o‘4-i4)3  rf.*3  + etc. j 

/ . be~a*  (b  sin  bx  — a cos  bx) 

(a2-f-ù“)4lù  ensbx  -f-  a sin  ùrj 
/ <fX  aa  3a2 — b 2 cFX  • \ 

XVdx:  + aH-é2  dx*  + a2+62  2P*  +etc.  j...(43fl), 

dont  nous  verrons  tout  à l’heure  l’utilité. 

4^6.  Nous  n’avons  considéré  dans  ce  qui  précède, 
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l’équation  linéaire  (4a4)»  que  dans  le  cas  où  toutes  les  ra- 
cinesde  son  auxiliaire  (4a5)  sont  réelles;  mais  cette  équa- 
tion (4a5)  peut  avoir  des  raciues  imaginaires,  et  à cause 
que  celles-ci  se  trouvent  toujours  de  deux  à deux,  nous 
ne  chercherons  à connaître  que  ce  que  deviennent  deux 
des  termes  de  la  formule  (4aq)  ,qui  sont  chacun  affec- 
tés de  l’une  des  deux  raciues  imaginaires  conjuguées  en 
question  ; et  afin  de  présenter  d’une  manière  claire  l’en- 
semble de  ce  calcul , nous  supposerons  que  l’équation 
proposée  étant  d’un  ordre  quelconque  n , on  a 

m~  a b l/ — I et  ml —a — b \/ — 1, 

et  nous  représenterons  par  la  seule  lettre  Q les  termes 
suivans  affectés  des  racines  réelles  m",  m'" 

Substituant  les  valeurs  de  met  de  m'  dans  les  équa- 
tions du  groupe  (4a8)  , il  est  clair  que  les  valeurs 
de  /S  et  de  0 , respectivement  affectées  des  facteurs 
m — m'=zby/ — i et  m' — ’m— — ab\/ — i , pour- 
ront être  imaginaires  , et  alors  elles  seront  réductibles 
aux  formes 

/S  = M -f-  N V/ — i et  /3'  = M — N \/ — i . . . (a} 

(•voy.  mon  Algèbre,  pag.  29  5 , et  mes  Mélangés  ma . 
thématiques  , pag.  27  et  suivantes).  Mais  les  valeurs  de 
0‘,  0" . . ... . resteront  toujours  réelles  ; car  si  l’on  re- 
présente par  q celle  des  racines  réelles  m",  ml" qui 

se  trouve  dans  tous  les  facteurs  binômes  de  la  valeur  de 
l’une  des  quantités  0‘,  0" . . . , il  est  clair  que  cette 
valeur  sera  affectée  des  deux  seuls  facteurs  imagi- 
naires q — a — b [/ — 1 et  q — a-f-by  — t,  dont  le 
produit'est  la  quantité  réelle  (q  — a)a+  b1;  donc  Q 
sera  une  quantité  réelle , et  l’équation  (423)  prendra 
la  forme 
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eaxetey'—i  [>  _J_  fe~axS~ijÿ~'’K.dx~\ 

?=—. — ^m+wv^t À 


+ 


M — INI  Ÿ — 1 


O. 


■(*). 


ou  , réduisant  au  même  dénominateur  les  deux  pre- 
miers termes  du  second  membre  de  cette  équation  (é>)  , 
faisant  attention  que  e—lx*'~l  = cos  bx  d t[/ — i sin  bx, 
et  représentant  respectivement  par  2c  et  ac'  les  cons- 
tantes indéterminées c -f-  c'  et  (c — c')  \/ — i , on  aura, 
toutes  multiplications  et  réductions  faites , 

f (M cos&.r-f-N sin  bx)(c  -f-/é““xX cos bxdx)  1 

l -f-(M  sin  bx — N cos  ix)(c,-f-/ê"JXX  sin  bxdx ) J 

y~~  Ma+  N» 

+ Q-. (433). 

Or  , nous  avons  trouvé  dans  l’article  précédent,  les 
valeurs  des  termes  intégraux  de  cette  formule  (433) 
Qéquat.  (43a)]]  j donc  l’intégration  de  toute  équation 
différentielle  linéaire , dont  l’auxiliaire  a des  racines 
imaginaires,  n’offre  plus  aucune  difficulté. 

427.  Il  pourrait  se  faire  que  les  deux  termes  de  la 
formule  (429)  que  nous  supposions  dans  l’article  pré- 
cédent être  affectée  d’exposans  imaginaires  m=a-f-é  \/~  t 
et  m'=  a — b\ / — 1 , eussent  leurs  dénominateurs  res- 
pectifs /S  et  ff  réels;  ce  qui,  conséquemment  , rendrait 
ces  deux  dénominateurs  égaux  : il  faudrait , dans  ce 
cas-là,  faire  M -=  au  dénominateur  commun  à ces 
deux  termes , et  faire  N =0  , et  alors  la  formule  (433) 
donnerait  de  même  l’intégrale  demandée.  Par  exemple, 

1 équation 

d}y  — Zd*ydx  -f-  jdydx*  — Sydx3  — x'dx* 
a pour  auxiliaire 

m3  — 3m*  -f-  7m  — 5 = o, 
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dont  les  trois  racines  sont  ro=i-f-a  ÿ-i,m'=i — sÿ- 1 
et  m"  = 1 ; donc 

£=(m-m')(m — m")= — 8,  — m)(m' — m1')— — 8 

et  — m)(m“ — m')~4; 

ainsi,  faisant  M = — 8,  N = o,  et  divisant  liant  et 
bas  par  M=— 8 , la  formule  (435)  donnera  celle 


y =3 [cos  2 je  (c-f-  fc~xx‘dx  cos  2x) 

+ sin  SX  ( c'  -f-  fe~xx^dx  siu  2x)] 


+ 7 (c"  + /e  *x',rir) , 

- 4 

dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  substituer  les  valeurs 

W- 

I COS  U JC 

des  deux  intégrales  fe~xx3dx  j . données  par  les 

formples  (432),  et  celle  de  l’intégrale  je~xx’dx  donnée 
par  la  formule  (210)  [art.  2653- 
428.  De  notre  formule  (433)  , nous  déduirons  aisé- 
ment l’intégrale  de  l’équation  linéaire  du  second  ordre 
ddy  -J-  Bdydx  -f-  Aydxt 3 = Xt/x* .....  . (434)  > 3 

lorsque  les  deux  racines  m~t  m‘  de  son  auxiliaire  sont 
imaginaires.  En  elTet,  pui>que  m = a -}-  b [/ — 1 et 
m'  = a — b j/ — r , on  aura 


- m — m'  3=  2 b 4/ — 1 et 
donc  M = o , N — 2 b 


m ' — m = — sb  y/ — 
et  M*V  N*=:4A%. 


» 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (433  ) dont 
nous  supprimerons  Q qui  est  nul  lorsque  l’ordre  de 
l’équatiou  ne  dépasse  pas  2 , nous  aurons 


eaz 

y = -j-  [sin  bx  ( c -j-  fe  tx 


cos  AxXrZx) 


-f-  cos  bx  (c' — fe~dx  sin  bxXjixy] (435)  , 

ce  qui  est  l’intçgrale  complète  de  l’équation  (434)- 
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Exemple.  Intégrer  L'équation  linéaire  du  second 
ordre 

ddy  -f-  2dydx  -f-  2ydxa  = xdx1 (a). 

Donc  A = fl,B  = fl,X  = x,ce  qui  donne  l'équation 
auxiliaire 

ma  -f-  2 m -f- 2 = o,  % 

d’où  m= — i -f  y/ — 1 et  m'= — 1 — \/—i; 
donc  a = — î et  b — i. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (43i)  , on  a 

fe*xdv  $ 81  n x **  r x sin  x — x cos  x ■+■  cos  x~| 

1 cos  x 2 l_x  cos  x -f-  x sîh  x — sin  x * 


et  enfin  substituant  dans  l’équation  (435)  ces  valeurs 
intégrales,  ainsi  que  celle  de  a et  de  b , on  a,  toutes 
réductions  faites , y ; 


c sin  x -f-  c'  cos  x 


H(x-i)...,(i),- 


4 


é 


ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée  (a). 

429.  Nous  ne  devons  pas  oublier  de  mentionner  le 
cas  où , dans  l’équation  (434) , on  aurait  B = o ; car 
le  fameux  problème  des  trois  corps,  l’un  des  plus 
intéressans  de  la  physique  céleste,  se  réduit  à l’inté- 
gration d’une  éqifttion  de  la  forme 

ddy  -f-  Aydx*  = Xdx * (43 S). 

Or,  il  est  évident  que  l'auxiliaire  de  cette  équation 
étant  ma~f-A=o,  d’où  m—y'Ay-i  et  m'=—  y A y'-J, 


Puisque  « = — 1 , on  a e~a*  — e*  : ainsi  les  valeurs  des 
termes  intégraux  de  l’équation  (435),  appartiennent,  dans  eet 
exemple,  à la  formule  (43t),  en  y faisant  q—  e , d'où  lq  ac  I. 

on 


Digitized  by  Google 


DES  ORDRES  SUPERIEURS.-  * s/tl 

on  aura  a=o  et  tf=  \/A  ; donc  l’equation  (434)  se 
réduira  à celle 

r sin  (x  \/ A)  [c  -f-  fXdx  cos  (x  1/  A)]  i 
l -f-cos  (xV/A)  [c' — fXdx  sin  (x  V'A)]J  - . 

y = ~yk ■•,(437)* 

qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (436)  du 
problème  des  trois  corps. 

43o.  Si  toutes  les  racines  m , m',  m" de  l’auxi-4 

liaire  (4 a5)  sont  égales  entre  elles,  c est-à-dire,  si  l’on 
a à intégrer  une  équation  de  la  forme 

pnydxn — npn~'dydx"~'-\-  — — ^ — — pn~id1ydxn~I 

— n("  1 )(/'.  :.)  p*—3(Pydxn~3 . . .-\-d'ty=X(fyun . . . (438) , ' 
2 , 0 « 

• » 

dont  l’auxiliaire  est  (m—- p)'1  = o ; alors  tous  les  déno- 
minateurs $ , .£ (n— O'  de  la  formule  (429)  étant 

nuis , cette  dernière  formule  ne  pourra  ^servir  pour 
avoir  l’intégrale  demandée,  Mais  en  remontant  à la 
formule  (4a6) , celle-ci  donnera  immédiatement  pour 

intégrale  de  l’équation  proposée  (438)  , 

* 

y ■=  e?z[_fdxfdxfdx . . ~ _j_c  fdxfdx. . .fdx 

+ c' fdx.  ..fdx.,.  4-  et— O'/dx+c  C—O'] , 

. • ** 

qui , évidemment*  est  le  développement  par  intégra- 
tions répétées  de 

* 

/nXdxH  ' * ■ 

—^T (fl)  [équat.  (4o3)  , art.  40g  j, 

en  se  réservant  d’ajouter  les  constantes  c , c'. . . 
à mesure  qu’on  développe  le  terme  intégral  de  l’équa- 
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tion  (a).  Mais  nous  avons  dans  l'équation  (4°4) 
[art.  4io],  le  développement  complet  et  général  en 
intégrale*  séparées , des  quantités  de  la  forme  de  l’inté- 
grale nu?u  de  l 'équation  (a)  ; donc  mettant  dans  cette 
X 

formule  (4o4)>  à la  place  de  <f>x  t nous  aurons 


^-i.s.3...(m)L  J e?x  ^ X)V^J  ePx 
* , (n-i)(n-2)  fx'Xdx  fx*-'Xdx 

H ^ J eP*  -J  eP* 

-f  cx»-1  + crÆ"-»4- c'x— 3 . . + c(«-0'“| . (43g) , 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (438). 

. Si  l’équation  linéaire  de  l’ordre  n n’a  qu’une  partie 
de  ses  racines  égaler,  il  est  clair  qu’on  devra  tou- 
jours avoir  recours  à l’équation  (426),  qu’on  déve- 
loppera ensuite  convenablement. 

Par  exemple  , soit  proposé  d’intégrer  l’équation 
linéaire 

Sy  — 8 cPydx  -f-  a3 d'ydx* — aiïdydx?  * 

-f-  iay<£r*  = xdx* (6). 

On  a A =12,  B = — 28  , C=u3,  D = — 8 et 
X = x;  donc  l’auxiliaire*  est 

rrd—  8m3  -f-  23m3 — 28m -f- 12=0 , 

r>  ' * 

qui  a pour  racines  rn  = 2 , m'  = 2 , m"  = 1 et  m"  =3. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’ équation  (4a6)  , on  a 

y — etx  \_fdxfë~sdxft?xdx  Ç 
-f -cfdxfe~xdxfe**dx  *J-  c /dxfe~zdx  -f-  c"/dx-j-c'"J  , 
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et  développant,  il  vient 

y—^  + ^-h^t+c'e*+c’rxS*+c'"e'*, 

: • ’ \ ■ 

qui  eit  l’intégrale  complète  de  l'équation  (5). 

43 1.  Considérons  maintenant  l’équation  linéaire  de 
l’ordre  n 


Aydxn-±-Bdydx^'-{-Cd'ydxn~* . . .-+-rty=X<£r* 

f équat.  (4a4)j^^ans  Ie  cas  °ù  les  coefllcien»  A , 
sont  constans  et  X = o;  ce  qui  réduit  l’équa- 
tion précédente  à celle  * • N- 

Aydxa-\-1Bdydxn~l-+‘Cdydx',~* . . .-{-dl>y=: o. . . (44°)» 

dont  l’intégrale  complète  se  déduit  immédiatement  de 
celle  (437)  qui,  à cause  de  X = o , se  réduit  tout  de 
suite  à l’équation  * 

^=cem*-j-  <?em'*+cem"* 4-cc"_,2/emC"-°,*—(44  ' )• 

432.  Si  l’auxiliaire  de  l’équation  (44°)  a des  racinq^^ 

imaginaires  ; par  exemple,  si  m = a~~ f-  b \/ — 1 «3 
m'=a — b v/ — 1 , alors  l’intégrale  (440  devient 

y = e“  ( cehxy,~'-\-  c'e'^-')  + c"em"*  + etc.  ' 

Mais  ‘ — cog  bx  ±.  y/—  1 sin  bx  ; 

~ donc 

m r 

y = ef*  [(c  -f-  c')  co»  bx  -f-  (c  — c')  ]/ — 1 sin  Ar)] 

-f  c"em"*+  etc. , **  f 

ou  représentait  respectivement  par  c et  c'  les  cons- 
. tantes  arbitraires  c + c'  et  ( c — c')  y' — 1 , on 
aura 

y = e"  ( c cos  -j-  c sin  bx  ) -J-  c'em**+  etc. .....  (a) . 

« 16.. 
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Exemple.  Intégrer  l'équation  du  cinquième  ordre 

d5y — 1 2d4ydx+6nd3ydx* — 1 72d*ydx3+a56dydx4 
— i6oydx5  = o (è).' 

L’auxiliaire  de  cette  équation  est 
m5 — i amf+  62m3 — 172111’+  a5  6m — 160  = 0; 

dont  les  racines  sont  ro= 2+2^/-i,  m'=  2 — 
m"=3+  V/—  1 , m'"=  3 — J/ — m,v=2  ; donc 
faisant  successivement  a=a  ,b  = sp n a =3,  b~i , 
laformnle  (a)  donnera  f équation 

^=eax£(ecosax+c'sin*x)+e*(c"cosx+c'"sinx)+c,v] 
qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (à). 

433.  Lorsque  l’auxiliaire  de  l’équation  qu'on  veut 
intégrer  a des  racines  égales , il  est  évident  qu’on  na 
peut  se  servir  immédiatement  de  la  formule  (429)  > ea 
y faisant , comme  cela  doit  être , X = o , parce  qu’alora 
ce' 

les  constantes  ^ en  même  nombre  que  celui 

is  racines  égales , et  que  nous  avons  respectivement 
irésentées  par  c,c'. . . .(art.  43 1) , seraient  des  quan- 
tités infinies  j il  faut  donc  alors  recourir  à la  formule 
(4*6)  , en  faisant  convenablement  le  développement  de 
chacun  des  facteurs  des  constantes  c , d ... . Mais  si 
toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  sont  égales  entre  elles , 
c’est-à-dire , si  l’équation  proposée  est  de  la  forme 

U p*ydx”  — npn~'dydxn~l 

n(n— 1) 


pn~*dydxn~* ± +y=< 


(443)» 


alors  l’éqnation  ( 426  ) , dans  laquelle  il  faut  faire 

— ; — -tt-=  o . se  réduisant  à celle 
a"'0’”0*  . . ’ 
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y = erx  [cfdxfdxfdx -f-  c'fdxfdx 

• • . -\-c(*~2Yfdx  -f-  c^*- '^3  » s .. 
on  en  conclura  tout  de  suite  que  l’intégrale  de  l'équa- 
tion C442)  est  . 


y = eP*  f ex*"*'  -f-  c'x*“s+  c"xn~ 5 ....... 

.....+  cC—J'x  + rf"-,3,3 ......  (443). 

Exemple  I.  Intégrer  réquation 

tPy  — i4d*ydx  -}-'64dydx*—  gSydxs=  o. 

L'auxiliaire  de  cette  équation  est 

m3 — >4m»  -f-  64m  — 96  = o , 
qui  a pour  racines  m — 6,  m'  — 4 et  m“  — 4 > donc 
ne  prenant  dans  l’équation  (4a6)  que  les  termes  affec- 
tés des  constantes  arbitraires , il  vient 
* 7 


y = e6x[c Je~izdx  fdx  -f-  c fë~*xdx  -f*  c"3- 

a 

Or,  le  premier  terme  entre  crochets  est  =3 cfe~3xxix 

C m , 

= - e_îl*(x^-|)  [for™.  (210),  art.  a650,«t  U second 

**  * ç*  % 

.terme  est  =; — — e~>x  ; donc  représentant  respective- 


> • >*  ' . c 

ment  par  c et  c'  les  constantes  indéterminées  — - 

a 

(c  ac'  ) . . . . , , 

et — - — — — r- 1 on  aura  pour  intégrale  complété  de 
4 

la  proposée  . ls#  * 

y = e**  [ex  -f-  c'-f-  c“esx  J.  '» 


Exemple  U., Intégrer  T équation 
d^y — 8d3ydx-f-26dIydx11 — 48dydx3-f*45ydx^ =0  (*) . 


, * 

(*)  Je  n’ai  donne  ce  second  exemple , qu’afin  de  rendre  plus  sen- 
sible l'utilité  de  noire  théorie,  pour  intégrer  très-facilement  certaine* 
équations  qu’on  aurait  beaucoup  de  peine  à intégrer  «ujvant  l’aqj* 
cieune  théorie. 


« 


, " ' * 

m 
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* • * 

L'auxiliaire  de  cette  équation  est 

m*  ■—  8/n3-f-  26  m*  — 48/n  -f-  45  = o , 

dont  les  quatre  racines  ,sont  m = 3 , m'  — 3 , 
m“  = 1 -+-  2 - 1 , m'"  =1  — 2 1/—  1 : donc  ne 

prenant  dans  la  formule  (426) , dans  laquelle  X = o , 
que  les  termes  affectés  de  constantes  arbitraires  c , 
c'.. ....  on  aura  . 

* ' » . * 

y = e'x£  cfdv  feTaO-v'—'>dx  fe~^~'xdx 

+ cffdx  fe-'l'-V-Oxdx  + c“fdx+  , 

et  développant , en  représentant  toujours  par  c et  c'/ 
les  combinaisons  de  ces  constantes  arbitraires  dans  leur 
état  primitif  avec  des  quantités  constantes  réelles  ou 
imaginaires,  on  a 

y = ex  [te-^^+c'e’xK-1]  _j.  e3,  (c«x  c"'). 

Mais  rr**  v^r- 1 = cos  ax  zp  sin  sx  y' — 1 ; 

donc  représentant  respectivement  par  c et  c les  quan- 
tités c ri—  cr  et  (c' — c)  V/ — 1,  il  viendra  definitive- 
ment  pour  intégrale  complète  de  la  proposée 

y — ex£c  cos  ax -f-  c'  sin  ax  -J-  e3x  ( c"x  -}-  c'")}. 

43 4.  Le  troisième  cas  que.  no^s  allons  considérer 
relativement  à l'équation  linéaire  (4^4)  , est  celui  où 
tous  les  coeiïiciens  A,  B,  C.e.etXsont  des  quantités  « 
constantes,  et  pour  éviter  toute  équivoque  , nousrepré^ 
senterons  par  M la  valeur  constante  que  nous  suppo- 
sons à X ; c’est-à-dire  „que  nous  nous  proposerons  d’in- 
tégrer l’equation  linéaire 

w*  * ^ . . 

Aydxn  -f-  ]idydx"~ 1 -f-  Cdydxn~*. -f-  d"y 

~'Mdxm..*..^ (444)- 

Puisquele  symbole  X,  dans  la  formule  (427)  fart.  423}, 
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représente  actuellement  une  quantité  constante  M , on 
peut  le  faire  sortir  en  dehors  du  signe  d'intégration 
qui  l'affecte , et  successivement  en  dehors  de  tous  le# 
signes  d’intégration  qui  précèdent  ; de  manière  qu’alors 
l’équation  (427)  deviendra 

y = Mcm*  feW-mî*dx  fe^a-mrï*dx 

. . 0 feJn-.y; + ce 


^.^n-ayxgmC *-*Y, -f  c,,e,"''*-|-cV'/l+  ce’"-*. . . . (a)  ; 

• * * 

dx  — m 1 


mais 

donc 


C - 

J e-c—y,  - 


mc *-.ye«c— .y,» 
dx 


rrf»c.-.y_»cs-»y,,dk  f -■  r 

' • J e-C-O',-^07  J 


= .* 

mC— 1}'  m(»-*y  emia~*y*  ’ 

continuant  ces  intégrations  successives  en  remontant 
jusqu’au  premier  signe  intégral  / j effectuant  la  multi- 
plication de  l’intégrale  définitive  par  e“* , et  faisant 
attention  que  le  produit  m.m'.m" . . de  toutes 

les  racines  de  l’auxiliaire , est  égal  au  dernier  terme 
de  cette  équation  , on  aura  pour  intégrale  complète  de 
l’équation  (444)  > 

A 

• 

435.  Si  l’auxiliaire  de  la  proposée  (444)  3 dis  racines 
imaginaires,  celles-ci  se  trouvant  toujours  de  deux  en 
deux , nous  n’avons  besoin  que  d’en  considérer  deux 
conjuguées.  Supposant  donc  que  m ==  a -f-  b — 1 
et  m'  — a — b y/ — 1 , et  représentant  par  la  seule 
lettre  Q , tous  les  termes  de  l’équation  ( 445  ) qui 


t, 

* 


248  # intégràtio:À>es  différentielles 
sont  affectés  des  racines  réelles  de  l’auxiliaire,  on  aura 


M 


VI 

% y = - + e«  [cel^-'+  ] -f  Q. 

Mais  *=  cos  5x  ±1  sin  èx  yV-  1 , donc 


M 

V — -f-e‘;x[(f>4-€')  cos èx-j-(c-t-c')  y' — 1 sin  ix]+Q  , 

. A . 

ou  représentant  respectivement  par  c et  c les  quantité» 
constantes  arbitraires  c + c'.  et  (c  c')  y'—  * > 0n 
aura  définitivement 


y = — -f-  eax  [c  cos  bx  -4-c'  sin  bx~\  -f-c"e"i"  r-|-c"'e 

e(»-iye-C«-,y«.  . (44G). 

45^.  Si  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  de  l’équation 
* (444)  8°nt  égales  , alors  passant  toujours  la  constante 
X = M en  avant  de  tous  les  signes  d’intégration  * 
l'écjuatiOh  (4s6)  donnera 

V— em*  [M  fdx  fdxfd 9. ...  Æ+  cp-'dx ^ 

JG  * 

-f-  c'  fn~ “tix"- : a-f-  c"  fl-Vx"-3 -+-c^_l^']  (*). 

’ir*  * v.  ' 1 # 

Mais  yifdxfdx. ....  J avec  un  nombre  n de  signes 
M 

intégraux,  est  = ±.  - ~ , le  signe  positif  si  n est  un 

nombre  pair,  le  signe ,négatif<lans  le  cas  contraire-,  et 
puisque  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  sont  égales  à m ‘ 
on  a À dr  ± m’1,  les  signes  positif  et  négatif  dans  les 
mêmes  cas  que  précédemment  ; donc  lorsque  toutes  les 

t - ‘ , ’ - , 

f*)  Voyez  pour  les  expressions  des  lermes  affectes  de*  constante* 
atbitraircs  o , c',  c" . . l'équation  (4o3),  en  y faisant  qx  constat!  te 
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racines  de  l’équation  proposée  (444)  sont  égales , son 
intégrale  complète  est 

M 

= — -f- e™1  [ex"-' + c'xn~ ’-f-  c xn~ 5 .... 

. , . eC«— y*  + cC«->)'] (447). 

437.  Nous  allons  enfin  examiner  le  cas  où  tous  les 
coefliciens  A,  B,C,  D....Xde  l’équation  (424)  sont 
fonction  de  la  variable  x.  Mais  avant  de  commencer 
cet  examen,  nous  observerons  que  l’intégrale  complète 
d’une  équation  différentielle  de  l’ordre  n étant , par 
exemple , 

y ~ çFx-f-c'F'x4-c“F'’x . *. . . 4#»- ypC— ^X (a), 

il  est  clair  que  si  I on  fait  snccessivement  tqutes  les 
constantes  arbitraires,  excepté  une,  égales  à zéro;  la 
constant^sonservée  étant  successivement  c , ensuite  c*, 
après  cela  c",  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  jusqu’à 
celle  c(n—lY,  on  aura  un  nombre  n d’intégrales  particu- 
lières , ou  valeurs  particulières  de^'  qui  seront  successi- 
vement cFx,  c/F'x,  c"F"x-  çC'1— O'pC"— ‘Vjf  - donc  si 
l’on  peut  parvenir  à connaître  les  n intégrales  particu- 
lières de  l’espèce  que  nous  venons  de  considérer,  d’une 
équation  différentielle  de  l’ordre  n,  on  en  conclura 
subitement  l’intégrale  enftère  et  complète  de  . cette 
équation. 

438.  Afin  de  simplifier  le  calcul  et  de  fixer- les 
idées  dans  nos  recherches  sur  l’intégration  de  l’équa- 
tion linéaire  de  l’ordre  n (4M)  > lorsque  tous  les  coefli- 
ciens sont  des  fonctions  de  la  variable  x , nous  ne  con- 
sidérerons d’abord  que  celles  du  troisième  ordre  ; 
c’est  - à - dire  que  nous  nous  proposerons  d’intégrer 
l’équation 


25o  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 

dans  laquelle  A,  B,  C et  X sont  des  fonctions  de  x. 

Faisons 

y — <p(x)  //(x)  dx (b), 

en  représentant  par  <p  (x)  et  f (r)  deux  fonctions  in- 
déterminées de  x , que  nous  chercherons  à déterminer 
d’après  la  condition  que  cette  valeur  dey  [equat.  (è)] 
satisfasse  à l’équation  (a). 

Différentiant  trois  fois  de  suite  l’équation  (i),  on  a 

£ ~ rfx  + ip  (x)/(x) , 

ddy  dchp(x)  r r,  s j , af/<p(x)  r,  N , 


+ ?i(x) 


d/CO 

dx 


.(c). 


+^^)+çW^(() 


ttar1 


Substituant  ces  valeurs  et  celle  dey  [équat.  (Z>)]]  dan» 
l’équation  (a) , on  a 


d<p(x)  d’<p(x)  d3<p(x) 

dx  dxi  c 


[]//(*)** 


["a*(*)  + B 
4.  ^B(p(x)4-aC 
+ [C,W+3D^]  ÿg.  +D 


dy(x) 

dx 


=x. 


-C«0- 


(*)  On  a généralement 

n(n— i)  (n — »)  d'J(x) 

• a. 3 dx*-*  dx% 


»{«-»)  df( x) 

a dx </x 


DigitizecJ  by  Google 


* 


•;  - • DES  ORDRES  SUPÉRIEURS.  a5i., 

Or,  a cause  de  la  fonction  indéterminée  ç(x)  de  x, 
on  peut  prendre  le  coefficient  de  ff(x)dx  = o,  ce  qui 
donne  pour  déterminer  p (x)  , l’équation  * * 

AfW+B7T+c'£rT  dx> 

et  pour  déterminer  f (x) , l’équation 

AfM+B'£M+C^=X...(f), 

' ' ’ f # 

dans  laquelle  nous  avons  fait,  pour  abréger. 


D^=o.,...W, 


A'  = BK*)+»C^+3D^i 


■(«)■ 


C'  = D?x  . 

Or,  l’équation  (e)  n’est  autre  chose  que  celle  (a)  , 
en  faisant  dans  cette  dernière  équation  X = o , et  y 
mettant  ? (x)  à la  place  de  la  lettre  y qui  représente 
elle-même  une  fonction  de  x.  Quant  à l’équation  (/") , 
elle  est  d’un  ordre  immédiatement  inférieur  à celui  de 
l’équatioft  proposée  (o).  . 

Faisant  actuellement 

f(x)  = q>l(x)  ff(x)  dx (h), 

en  représentant  par  <p,  (x)  ,f(x)  deux  nouvelles  fonc- 
tions indéterminées  de  x , on  a 

= zàr  Wx)  dx + 


*M  = tytQff{x)dx 


, X)rf^  . . dfJix) 


à5a  intégration  des  différentielles 
Substituant  ces  valeurs  et  celle  de /(i)  [équat.  (A)} 
dans  l'équation  (/),  il  vient 

■ ' ; 

+ [»>,«  + «e  d±L£iy^  ' . ... 

-,  +Ç>,W^  = x....„...{4). 

Or,  à cause  de  l’indéterminée  $,(x)  , on  peut  faire 
dans  cette  dernière  équation,  le  coefficient  de  ffx(x)dx 
o , ce  qui  donne  pour  déterminer  f ,(x) , l’équation 

A>,(x)  + + C = 0 . . . .(  a 

laquelle  est  la- même  que  celle  (J) , en  faisant  dana 
cette  dernière  équation  X = o , et  y substituant  p,(x) 

L équation  (/)  réduit  celle  (A’)  à l’équation 

A'«*)+B-^=x (»);  : : « 

dans  laquelle  on  a fait  . . 

' A"  = B'<p,  (x)  + 

dx  ^ c«), 

B"  = C>,(x)  J 

qui  n’est  que  du  premier  ordre  k et  qui  sert  à déter- 
miner yj(x).  v 

faisant  enfin 

■ f(x)  = dx (o), 

çn  représentant  par  <ptÇx)  et  /,(x)  deux  fonctions  in- 
déterminées de  x , on  a 

dfi(x\ dçt(x)-  r f t ^ j ' . 

dx~  ' — dl~  VaW 
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et  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de/,(x) 
dans  l'équation  (/n) , il  vient  celle 


[a-m*)+b-  /«*)*,+»■ 

dans  laquelle  faisant  le  coefficient  de  ff^ja)dx—ot 
a cause  de  1 indéterminée  ^,(x) , on  aura  pour  déter- 
miner Çt  (x) , l'équation 


A>a(x)+  B" 


(x) 

dx 


qui  est  la  même  que  celle  (m)  en  faisant  dans  cette 
dernière  équation  X = o , et  y substituant  à la  place 
de/  0*0  la  quantité  çu(x).  Enfin  on  aura  pour  déter- 
miner/.  Cx)  , l’équation  sans  facteurs  différentiels 


' ( 

/.G*) 


x 

B>.(x)’” 


Mais  B"  =fC'p,  (x)  [a*  équat.  en  (n)3  , et  C'=  Dp  (x) 
[3‘  équat,  en  donc  B "=  Dp  (x)p,(x)  , et  par 

conséquent 

^ (X)  = Dp  (x)  ^(xj/TC/)' ' (r)' 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (o)  , ensuite 
celle  qui  en  résulte  pour/,  (x)  dans  l'équation  (A)  , et 
enfin  substituant  la  valeur  que  Ton  obtient  de  /(x) 
dans  l’équation  (5)  , on  aura 


y=ctp(x)  /p,  (x)dx/pa(x)fey^ 


Xdx 


D<P(x)  <p,  (x)  pa(x) 


• • • (*), 


Donc  si  l’on  peut  parvenir  à intégrer  les  équations  (e)  , 
(/)  et  (p),  m aura  l'intégrale  de  la  proposée  (o). 
Mais  nous  allons  simplifier  ce  calcul  en  faisait  voir 
que  si  l'on  parvient  seulement  à intégrer  l’équation  (e). 


a54  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 
on  n’aura  plus  besoin  d’intégrer  les  suivantes  (/)  et  (p) 
pour  avoir  q>,  (x)  et  $>,(x).  4 

En  effet,  multipliant  l’équation  (e)  par  /p,(x)  dx , 
et  ajoutant  à ce  produit  l'équation  (/)  après  y avoir 
substitué  les  valeurs  de  A',  B'  et  C'  groupées  en  ( g)  , 
on  aura 


A?  (x)A,(i)<fa+B  A O)  i* +<x)«\  w] 

+ c pjgr  + l »,C*>KOO 

+ D 

+ »(x)^]  = o.  ’ , - . 


Or  ,ril  est  aisé  de  voir  que  les  polynômes  que  mul- 
tiplient B , C et  D sont  respectivement  les  différen- 
tielles des  premier , second  et  troisième  ordres  de 
<f>  (x)  fç,  (x)  dx  , divisées  par  dx  élevée  à une  puissance 
égale  à l’ordre  de  différentiation  ; donc  l’équation  pré- 
cédente se  réduit  à celle 

2k» HO ^3 -O...0), 

. f - 


laquelle  est  exactement  la  nj^ne  que  l’équation  (e)  , en 
mettant  dans  cette  dernièrela  fonction  de  x exprimée 
par  f (x)  f<p,(x)  dx  à la  place  de  celle  représentée  par 
ç(x).  Donc  si  l’une  des  intégrales  particulières  de 
l’espèce  de  celles  que  nous  avons  coiÉidérées  à l'ar- 
ticle 42>7  de  l’équation  (e)  est  p(x)=c$>(x),  une 
autre  intégrale  particulière  de  même  espèce  que  nous 
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représenterons  pat'  c'<t*'(x)  de  l'équation  (e) , sera  égale 
à <p(x)  /^,(x)c£x , ou  plutôt  à c<J>  (x)  Jc,<J>l(%x)dx  , eu 
mettant  à la  place  de  <px  sa  première  valeur  particu- 
lière dans  l’équation  (e),  et  à la  place  de  <pt  (x)  sa  pre- 
mière valeur  particulière  c.fl»,  (x)  dans  l'équation  ( l)  ; 
on  aura  donc  cc,<l>(x) /<t>,(x)r£x=  c'<l>'(x) , d’où  l’ou 
tire  l’équation 

J / cc,  <1>  (x) 
qui , différentiée  et  divisée  par  dx , donne 

. • 

S 

De  même  représentant  par  c'< fc"(x)  la  troisième  inté- 
grale particulière  de  l’équation  (e) , et  par  cî<t>'  (x)  la 
seconde  intégrale  particulière  de  l’équation  (/),  on 
aura  , par  un  raisonnement  semblable  au  précédent , 


* * * '« 

Si  actuellement  on  considère  que  l’équation  (p)  est 
à l’égard  de  celle  (/)  , ce  qu’est  cette  dernière  équa- 
tion par  rapport  à celle  (e)  , on  en  conclura  aisément 
que  l’intégrale  de  l’équation  du  premier  ordre  (p)  étant 
' ç*  (x)  = r a<t>,  (x)  , on  a 


■ --  - ■ 1 ■ ■ 1 — — — ■ ■ ■ - 

[*]•  D’ailleurs  si  l’on  veut  se  convaincre,  à priori , de  la  vérité 
de  ceue  équation  (w) , On  n’a  qu’à  multiplier  l’éqoation  (l)  par 
/<*•  M dx  , ajonter  au  produit  l’equatiou  (p)  , eX  y substituant  les 
valeurs  de  A|'  et  de  B"  groupées  en  (n)  , et  rassembler  les  termes  qui 


a5S  ' intégration  des  différentielles 
Substituant  dans  cette  équation  les  yaleurs  respectées 
de  4>;  (x)  • et  de  4»,  (x)  [ équat.  (v)  et  (u)]  , on  a 

Ces  valeurs  étant  obtenues , commençons  à mettre  dans 
l’équation  (s)  les  symboles  <fc(x),  4>,(x)  , 4>n(x)  qui  re- 
présentent les  premières  intégrales  particulières  des 
équations  (e)  , (/)  et  (/>)  divisées  par  les  constantes 
arbitraires  correspondtntes  c,  ct  et  ca,  à la  place  des 
symboles  respectifs  4>(x),  4>,(x)  et  4>3(r),  et  ensuite 
substituonsà  la  place  de  O^x)  et  de  4>»(x)  leursyaleurs 
respectives  [équat.  (u)  et  (x)3,  ce  qui  donnera  , toutes 
réductions  faites , 


ont  le  même  coefficient , ce  qui  donnera 

A'<? , (x) /<y, (jr)cfx-hB'  + W'T»  (*)J 

+C'  [ dx>  f<t,(x)dx+1  4-  <?.(*)  -57-J  — «• 

Or  les  polynômes  qui  multiplient  B'  et  C'  sont  respectivement  les 
différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  <?,  (x)dx 

divisées  par  dx  élevée  h une  puissance  du  même  degré  que  l’ordre 
de  différentiation  ; donc  l’équation  précédente  se  réduit  A celle 


A'<y.(x )f<t,{x)dx+ 


B'rf[e>(x)/o1(x)dx]  t C'dJ [3.  (x)f<j{x)dx]  . 


dx  dx * * 

Or,  cette  dernière  équation  est  du  même  ordre  ct  a les  mêmes  coeffi- 
ciens  que  celle  (/);  doue  si  l'une  des  intégrales  particulières  de 
réquation  ( / ) est  c»fl>i(x)  T l’autre  intégrale  particulière  de  la  même 
équation,  que  je  représente  par  c'  (x),  sera  égale  à <p,  {x)f <| >*(x)</x, 
on  plutôt  à c,c»$i(x)/ *a  (x)dx,  en  représentant  par  (xjtzrc.^x) 

♦îm- 


l’intégrale  de  l'équation  (p)  ; donc  dx~  ■ 


, d’oi» 


CiC,-  ®,  (x) 

par  la  différentiation  et  divisant  par  dx  , on  tire  l'équation  (tv). 

, •-  v my  — H*) 
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^ V L(x)l/  L d<t>\x)—<P'  (x)t//< t>(x)  J 


Ce  qui  est  l’intégrale  demandée  de  l’équation  (a),  et 
dans  laquelle  il  n’entre  que  les  intégrales  particulières 
de  l'equation  (e)  , que , par  analogie  avec  la  théorie 
développée  dans  les  articles  4a3  et  suivans , nous  appel- 
lerons auxiliaire  différentielle ; ainsi  toute  la  difficulté 
pour  intégrer  les  équations  de  la  forme  (a)  , se  réduit 
à celle  de  l’intégration  de  l’auxiliaire  différentielle  (e); 
mais  malheureusement  cette  intégration  offre  la  plupart 
du  temps  des  difficultés  presque  insurmontables.  Cepen- 
dant nous  remarquerons  que  si  l’on  peut  parvenir  à con- 
naître deux  seules  intégrales  particulières  c4>(r)  , 
de  l’auxiliaire  différentielle  (c),  on  aura  l’intégrale  de  la 
proposée  , en  intégrant  l’équation  différentielle  du 
premier  ordre  (m)  dont  les  coefficiens  A"  et  B"  seront 
connus,  puisqu’on  connaîtra  alors  les  deux  intégrales 
$(x)  et  <p,(x),  ou  plutôt  c<t>(r)  , £équat.  (u)] 

qui  entrent  dans  leurs  valeurs  £ équations  groupées 
en  (g)  et  («)]. 

On  voit,  en  suivant  attentivement  les  raisonnemens 
précédées  sur  l’intégration  des  équations  linéaires  du 
troisième  ordre  à coefficiens  fonctions  de  la  variable  x, 
qu’on  pourrait  aisément  les  étendre  aux  équations  de 
cette  espèce  d’un  ordre  quelconque. 


Si  l’équation  proposée  n’est  que  du  second  ordre , 
e’est-à-dire  de  la  forme  • 


♦ 
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Alors  son  auxiliaire  différentielle  étant  seulement  du 
second  ordre  et  de  la  forme 

. , X . B dç(x)  , cd‘<p(r) f ^ 

A?  CÆ)  + je  (hF~  °’  • • • va  J • 

n’aurait  plus  que  les  deux  intégrales  particulières 
c*(x)  et  c>'(x)  ; ainsi  l’équation  (s)  se  réduisant  dans 
çe  cas- là  à celle  J' 

y = * <x>  /■*• (x)  Jx/c*  (x)  ' 

dans  laquelle  j’ai  mis  respectivement  c<D  (x)  et  c.O.C*) 
à la  place  de  <p(x)  et  de  p,(x)  , et  C à la  place  de  D , 
on  n’aura  plus  qu’à  substituer  la  valeur  de  «.(r)  don- 
née par  l'équation  («)  , ce  qui  donnera 

r.  r<t>'(x)  r Xdx* 

y=*  (xl/ d L W)J  " 

Exemple  J.  Intégrer  l'équation 


6ydx3 — 6xdx*dy-+-3x,dxdly — x3d,y-f-xdx3=o. . . .(c'). 
Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle  (n), 
il  vient 

A==G,B=r=  — 6x,C=3x‘,D  = — x3etX=—  x. 
Donc  l'auxiliaire  différentielle  de  la  proposée  est 
6<f(r)dxi—Sxdx'd<p(x)+3xidxd*<p  (i)— x3d3ç  (x)  = o , 

dont  l’intégrale  complète  est 

f (x)  = ex  ■+■  c'x*  -f-  c'x3  ; 
donc  c*  (f ) = xx , ^ ou  * (x)  — x ; 

de  même  «•'(*)=;  x1  et  «."(x)  =*S- 

Substituant  ce*  valeurs  dans  l’équation  (y) , on  a, 

,«V  ' ’ v>  • ■ 

ï • - .. 
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tontes  réductions  faites , « 


y = xfdxfdxj'^=x  f3~lê q.  «o3)f  art  409] 

-î*1/  ^3  - ®*y  «**+  + c*] 


C voyez  la  form.  (4o4)*,  art.  410]  , et  effectuant  les 
intégrations  , on  aura  l’équation 


y V*  + CX3  -f  c'x‘4-  c"x. . , ...  (c?')  , 

en  comprenant  dans  la  citante  arbitraire  c"  la  quan- 
tité constante  * 4.  c*. 

* ** 

Supposons  qu’on  ne  connaît  que  les  deux  intégrales 

particulières  4>(x)  = x et  «>'(x)=x»  de  l’auxiliaire 
^ / 
différentielle,  ce  qui  donne  <Dt(r)  = [équat.  (a)]; 

on  aura  donc  A'=Æ  et  B*=^[  équat.  ; 

mais^  les  équations  (g)  donnent  B'  =;  Ccx  -f  3Dc 
C = Dcx;  donc  B'  = 5cjc5  — .dex^xx  o et  C'=  — 
fj4*  ce  <lui  donne  A"x=c  et  B"  = •—  c'x*.  Mettant 


ces  valeursdans l’équation  ( m ) , il  vient  c'x3  df'^~  . 

Æc  # ~ 

on^/,(x)  = ~,  et  intégrant  on  a/(x)  — L_ 

2 cf  JC^ 

+ c''.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (A)  , il 

Vient  /(x)  =—  — y'ÿ  + ~~x,  et  intégrant  en 

ajoutant  une  constante  c • à l’intégrale  de  — , 0n  a 

/•  — 1 . c'c"  *** 

-'x~  ^ + ~c~  ent*n  8ui>stituant  cette 

leur  de /x  dans  l’équation  (A),  ainsi  que  celle  de 

— ux,  et  ajoutant  une  constante  c1T  à l’intégrale 

l7'r 


va- 


a6o  intégration  des  différentielles 

de  f (x)  dx  , on  a y = ? J*  ~ + c' d'xfxdx  — xfdx 
c'd'r?  1 c*x® 

4-c,vx  -=xl\/x+  — f — — + c,Tx  ; ou,  repré- 

sentant respectivement  les  quantités  constantes  arbi- 

c'c"  c"  ■ 

traires  , — et  c,T  par  c , d et  c",  on  a 

a a 

y — xl  ex3-!-  c'x*+  c^x  , *■'  • 

résultat  identique  avec  celui  de  (d')  trouvé  précédem- 
ment. * 

Exemple  II.  Intégrer  réquation 

ydx® — xdydx-j-x4  (lx— -i)  ddy-f-  -j— “ — O (e'). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(z)  * on  a A = i , B = — x , C^=x*(4r  — 1)  et 

••  3C  •••*'« 

X = — — : donc  l’auxiliaire  différentielle  de  la  propo- 
Lx 

sée  est  l’équation 

ç (x)  dx* — xdf  (x)  dx- f-x*(  /x — 1 ) dd<p  (x)  — O , 
qui  a pour  intégrale  complète  * t 

. <p(x)=  clx  + c'xj 

donc  <t>  (x)  = /x  et  <d'(x)  = x.  Substituant  ces  valeurs 
dans  la  formule  (é')  , on  a 

. /”(  /x  — • 1 ) dx  r — dx 

XJ  (ix  )“  J x(/x — i )*’ 

— C. — — — = ^ f-  d,  donc 

* Jx(/x 1 )*  /x 


Or 


/(/x— i)dx  f —dx  _fdx  , , f'(lx-\)dx  L ~ 
~WF~J  X ( /x—i)*  ~ J (lx)'  . 't'c 

c'x  /*  dx 

+J(zg-- 


* 
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*t  par  conséquent  on  a pour  intégrale  complète  de  la 
proposée 

y^clx+dx  + lx Cf). 

Si  l’on  veut  effectuer  l’intégration  indiquéejkns  le 

dernier  terme  , il  faudra  mettre  sousj^tomie 

' xd,x  „ . (ix)'  _ 

(/x)a  * e*  ^a'san^  ér  = * , d’où  x = e*7%n  aura 

» e*</z 

à intégrer  ~ - • Or,  la  formule  (ai4)  [art.  n6G]  donne 


donc  remettant  a la  place  de  2 sa  valeur  Ix  , on  aura 


il  n y a donc  plus  qu’à  substituer  cette  valeur  dans 
l'équation  ( ' f ). 


L’équation  (c/)  du  premier  exemple  de  l'article 
précédent , et  généralement  tontes  celles  d’un  ordre 
quelconque  n de  la  forme  de  l’équation 

aydxn+ bxdxn-'dy+Sx*dx*-*d'y+hx3dx'-:>æy 

. . . .+x"d’f^Xdxn. . . .(448)  , 

dans  laquelle  a,  b ,g , h représentent  des  quan- 

tités constantes  déterminées,  peut  toujours  s’intégrer 
par  les  méthodes  enseignées  aux  articles  4a3..  .430  ; 
c’est  à-dire  qu’on  pourra  toujours  transformer  l’équa- 
tion (448)  en  une  autre  dans  laquelle  il  n’y  aura  de 
coefficient  fonction  de  x que  celui  X de  dx *,  dans  le 
second  membre. 

Le  premier  moyen  qui  semble  d'abord  devoir  opérer 


aSa  INTÉGRATION  DBS  DIFFÉRENTIELLES 
d’une  manière  très-simple  cette  transformation , est 
' de  faire. 

, x = e*. , . .(a)  ; 

car  prenant  dx  constante  , d’où  dxn~r  — e('n~T^tdzH~r , 
tous  latîermes  de  la  transformée  seront  multipliés  par 
e"\  ^^Kisaiit  par  ce  facteur  commun , il  ne  restera 
plus  premier  membre  aucun  facteur  fonction 

t!e  la  primitive  a.  Mais  observons  que  d’après 

l’équ^PWie  relation  (a)  pour  la  transformation  , on  ne 
peut  faire  dx  constante  qu’en  prenant  z — oo.  En  effet, 
difTérentiant  deux-fois  de  suite  l'équation  (a),  en  con- 
sidérant dx  comme  constante , on  a e?(ddz+dz*)  = o ; 
or  e qui  est  la  base  du  système  des  logarithmes  natu- 
rels étant  élevée  à la  puissances,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  cet  exposant , ne  peut  être  = o j on  ne  peut  donc 
satisfaire  à l’équation  précédente  qu’en  faisant  ddz-^-dz* 

= o , d’où  ou  dldi,  = —</»,  équation  qui  étant 

intégrée,  donné  Idz  — — t -J-'c  ; mais  ldz  = — ^-t 
donc  î-t-c  = zou;  = s.  Ainsi  ce  moyen  de  transfor- 
mation que  je  n’ai  exposé  ici  qu’afin  d empêcher  les 
commençât!»  dé  s’e»  servir , est  des  plu»  mauvais  ; il 
faut  donc  en  chercher  un  autre , et  voici  celui  qui 
nous  paraît  réunir  à l’exactitude  le  plu»  de  simplicité. 
Divisant  l’équation  (448)  PV  dx?,  on  la  complettera 
sous  le  rapport  différentiel,  en  considérant  toutes  les 
différentielles  de  dx  jusqu’à  l’ordre  n — 1 comme  va- 
riables, par  le  moyen  enseigné  à Fartitle  5à  ; ensuite 
faisant  x — ez,  et  prenan t dz  constante  , ce  qui  dbnne 
dPx  ■=  «*</»'■,  on  substituera  dans  l’équâtion  différen- 
tielle complète  obtenue  , les  valeurs  respective»  e*dz, 
e‘Üx3. . . .de  dx,  d*x,  $x. .....  ce  qui  donnera 

une  équation  linéaire  de  l’ordre  n entre  les  deux  va- 
riables v eti , et  dans  laquelle  tou»  le»  coefficient  de» 
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termes  où  se  trouve  y , et  les  différentielles  de  cette 
variable  seront  constans.  Ainsi  l’intégration  de  la  trans- 
formée de  la  proposée  rentrera  dans  les  cas  que  nous 
avons  examinés  aux  art.  4^3.  • • .43o. 

Pour  rendre  ceci  plus  sensible  , proposons-nous  d’in- 
tégrer par  cette  méthode  l’équation  (c')  de  l’article 
précédent , qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (448). 

Cette  équation  (c')  [ art.  438  ] étant  divisée  par  tir3, 
donne  celle 


g*+«=o w. 

• f - « G? V 

Substituant  dam  cette  équation  les  valeurs  de  -j-7- 

dxr 

et  de  , ou  de  (f,)  et  (pa)  prises  dans  la  table  (5i) 

fart.  4.93»  *1  vient  l'équation  dilférentielle  complète 
du  troisième  ordre 

<^4 *. 


fx*  r dx* 

j 1 V t 4 

Mais  faisant  * i=e‘ (d)  , 

et  regardant  dz  somme  constante  (*),  on  a <£r±=e*rfz, 

* *%  \ ' 

«-^ * , 

(*)  Il  est  .H  propos  d’observer  qne  l'équation  X ~e‘  n’est  pas 
incompatible  avea  dz  — eonst.  , comme  l’était  la  même  équation 
avec  <£r=const.  ; car  en  différentiant  denx  fois  de  suite  cette  équa- 
tion , en  considérant  dz  comme  variahle  et  Hz  comme  constante , 
on  a ddz  xxe'dz',  d’o àdx=dz J c,dzs=c,dz+cdz  et  jr =e*4-cx-f-c'; 
mais  x ==e',  donc  ci-f-c'=  o , équation  qni  ne  peut  exister  tant 
que  z représente  une  variable , qu’en  tant  que  e = o , et  par  consé- 
quent d—  o ; ainsi  l'hypothèse  de  dx  variable  et  de  dz  constante 
nous  ramène  k l’équation  de  relation  x — e‘  ou  z = /.<  , pour  la 
transformation  , au  lieii  que  l’bypothèse  de  dx  constante  et  de  dz 
variable , bien  loin  de  ramener  à l’équation  a sr  Ix.  mène  k z = oo. 


m 


J>64  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 
dixx=e*dzi  et  d?x  = etdzi  ; donc  par  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente , on  a », 
toutes  réductions  faites. 


Or , l’auxiliaire  de  cette  équation  est 

m3 — 6m*  -f-nm  — 6 = o £ équat.  (4a5)3  $ 


qui  a pour  racines  m = 1 , m!  — a et  m"^=  3.  Donc 
l’équation  (429)  donnera  pour  intégrale  de  la  trans- 
formée , l’équation 


ou , effectuant  les  intégrations , il  viendra  l’équation 

I 

y = ~ + ce*  + cV*4 - cV*. . . «(/)  , 

dans  laquelle  nous  avons  représenté  par  c la  quan- 
tité constante  indéterminée  : mais  e*=x,d‘où 

4 . 

z — Ix  ■,  donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 
(/) , il  viendra 

y — 4-  ex  + c'x*  4-  c0!?, 

qui  est  l'intégrale  complète  demandée,  et  est  identiqne 
avec  celle  ( d ')  trouvée  à l’article  438. 

44o.  L’intégration  de  l’équation  (44$)  nous  conduit 
d’une  manière  bien  simple  à celle  de  toute  équation 
de  la  forme 

».  4 * 

aydx"+  b Cp  -+-  qx ) dxn~'dy  -fg(p4-  qr  )*<LeB-*<fy 
....+  (p  + qx  )ndy  = lLdxn (44g) , 


{ 
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dans  laquelle  p , q , a , b , g sont  des  quantités 

constantes , et  X une  fonction  de  x.  En  effet , fai- 
sant p + qxx=qz , d’où 

(à) x ~z  — - et  dx—dz’, 

«7 

ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  J’équalion  (44.9)  » 
«t  représentant  par  Z ce  que  devient  X lorsqu’on  y 
a substitué  la  valeur  de  x £ équat.  (a)] , on  aura  la 
transformée 


aydzn-\-bqzdzn~,dy-t-gqtz1dzH'*dty...-\-qnzndnyx=Zdz"ï 

qui  est  de  la-  forme  de  l’équation  (448) , et  que  par 
conséquent  nous  savons  intégrer  (art.  4^9  )• 

44 1*  Etant  donnée  entre  les  trois  variables  x , y , z 
l’équation  linéaire  par  rapport  à y et  z , et  telle  que  celle 

A,*B£+Cg+Dg...+Qg+A,l+B,£ 


, r d*z  , n dH 


■+È=X- 


.(45o), 


d«ins  laquelle  les  coefïiciens  A , B. . . .A, , B4.. . . sont 
constans  ou  fonctions  de  x , et  X est  une  fonction  de  x, 
il  est  clair  qu’on  pourra  y satisfaire  d’un  nombre  infini 
de  manières , en  faisant  le  polynôme  du  premier  mem- 
bre qui  ne  contient  que  z et  x , ou  celui  qui  ne  con- 
tient que  y et  x , égal  à une  fonction  indéterminée 
de  x que  je  représente  par  Sj,ce  qui  donne  l’autre 
polynôme  = X — £ ; on  a donc  deux  équations  diffé- 
rentielles linéaires  de  l’ordre  n , l’une  par  rapport  à 
y et  x,  l’autre  par  rapport  à z et  x qui  étant  inté- 
grées séparément  suivant  les  méthodes  enseignées  pré- 
cédemment , donneront  des  équations  primitives  telles 
que  y = F(x,£)  et  z = F’(x,£;)  qui , évidemment , 
devront,  satisfaire  en  même  temps  À la  proposée. 

. 4» 
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Les  problèmes  qui  donnent  lieu  à de  pareilles  équa- 
tions différentielles  (4£>o),  sont  indéterminés,  à cause 
de  l’indéterminée  jjj  qui  entre  dans  les  valeurs  de  y 
et  de  x , et  qui  permet  de  trouver  un  nombre  infini 
de  valeurs  différentes  de  y et  de  z qui  satisfont  en  même 
temps  à la  proposée  (45o). 

44^-  Remarque  I.  Puisque  les  équationsy=F(x,  £)  ’ 
et  *=F'(x,  t)  satisfont  à l’équation  (45o),  quelle  qu^ 
soit  la  fonction  de  x représentée  pari-,  et  que  pour 
une  seule  de  ces  fonctions  prise  à volonté , les  deux 
équations  précédentes  sont  les  projections , ,1’une  sur 
le  plan  des  xy  , l'autre  sur  le  plan  de  xz  d’une  courbe 
à double  courbure , nous  en  conclurons  qu’il  y a un 
nombre  infini  de  courbes  à double  courbure  qui  sa- 
tisfont à l’équation  (45o)  *r  car  outre  la  fonction  indé- 
terminée de  x qui  entre  dansles  valeurs  dey  et  de*, 
c’est  qu’encore  il  entre  dans  chacune  de  ces  valeurs 
un  nombre  n de  constantes  indéterminées. 

443.  Remarque  II.  Si  l’état  de  la  question  qui  a 
donné  lieu  à une  équation  différentielle  de  l’ordre  n , 
telle  que  celle  (45 o) , indiquait  que  cette  équation  ap- 
partient à une  surface  courbe  , alors  faisant  successi- 
vement z et  y = o , on  aurait  les  deux  équations 
linéaires  de  l’ordre  n , 


Ar+üg  + cg +Qg=x. 

dnz 


A‘a+b*Ê+c,È* 


dxa 


X, 


qui  étant  intégrées  , donneraient  respectivement  les 
traces  de  la  surface  en  question  sur  le  plan  des  xy  et 
sur  le  plan  des  xz. 

444.  Pour  rendre  plus  sensible  ce  que  nous  avons 


t 
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dit  dans  les  trois  articles  précédens  , par  des  exemples, 
proposons-nous  d’abord  de  trouver  les  valeurs  de  y 
et  de  z en  fonction  de  x qui  satisfont  en  même  temps 
à l’équation 

1 5ydx * — ao dydx  -f-  5 dy  — G3zdxt  -f-  adzdx 

d*z  an  e%xdx% .......  (a) 

• ' ' » 

ou  , parlant  géométriquement , cherchons  les  traces 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  des  surfaces  cylin- 
driques qui , par  leurs  intersections  dans  l’espace  , 
engendrent  des  lignes  à double  courbure  dont  tous  les 
points  satisfont  à l’équàtion  (a). 

•r 

Faisons  pour  cela  Jj  = Sx , C représentant  une  cons- 
tante indéterminée,  et  par  conséquent  commençons 
à poser  l’équation 

— - 63zdx*-(-  a dzdx  -f-  d“z  = eCxdx* ....  a (è)  , 


ce  qui  réduit  la  proposée  à l’équation 

5 ydx% — /ydydx  -f-  dy  — — dx% . . . . (c). 

Or,  l’intégrale  ie  l’équation  (i)  est 


z = ce7X-f-  c'e-s*4- 


Jx 


(C — 7)  (f-f-q) 

«t  celle  de  l’équation  (c)  est 


. (<i)[art.  424] , 

* 


y =c,e3x — c\e~a — 


5(£—  i)(G— 3)  5 


.(«)• 


Telles  sont  les  équations  des  projections  des  lignes  à 
double  courbure  dont  tous  les  points  satisfont  à 
l’équation  (a) , et  ces  projections  peuvent  varier  à 
l’infiqi  de  figure,  à cause  de  la  quantité  indéterminée  C. 


4 
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Mais  ai  l’équation  (a)  étant  considérée  comme  appar- 
tenant à une  surface  courbe,  on  voulait  déterminer 
ses  traçes  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  ; alors  il 
faudrait  faire  successivement  dâns  la  proposée  (a), 
z — o et  jr  = o , ce  qui  donnerait  les  deux  équations 

3 ydx?—  4dydx  +dy=  (/) 


et  63zdx* — a dzdx — d'z  -f*  e^dx*  = o (g). 

Or,  l’intégrale  de  l’équation  (f)  est 

iy=c,e3,+  c;«i--|e“ (h), 

et  celle *de  l’équation  (g)  est 

e** 


x=  ce7*—  c'e- 9* — 


55 


(0- 


Ainsi  ces  deux  équations  sont  respectivement  celles  des 
traces  sur  les  plans  des  jcy  et  des  xz  de  la  surface 
courbe  ayant  pour  équation  différentielle  du  second 
ordre  , la  proposée  (o). 

Si  l’on  fait  £ — a , alors  l’équation  (e)  se  réduit 
à celle  , 

y = c.e3*—  cje-* \k)  , 

et  celle  (d)  se  réduit  à l’équation  (t);  donc  cette 
dernière  équation  est  celle  de  la  projection  de  la  sur- 
face cylindrique  qni  contacte  la  surface  courbe  de 
l’éqnation  différentielle  (a)  dans  tous  les  points  de  sa 
trace  sur  le  plan  des  xz. 

44 5.  Si  l’on  proposait  de  trouver  les  valeurs  d'un 

plus  grand  nombre  de  variables  s , u , y,  z 

en  fonctions  de  x qui  doivent  satisfaire  en  même 
temps  à une  équation  différentielle  de  l’ordre  n et 
linéaire  par  rapport  à ces  variables  s , u , y , z. . . 


* 


Digitized  by  Google 


DES  ORDRES  SUPÉRIEURS.  2Çq 

il  faudrait  faire  chacun  des  polynômes , moins  un  , 
qui  ne  renferme  qu’une  seule  de  ces  variables  et  x , 
égal  à une  fonction  indéterminée  de  xj  et  alors  on 
aurait  autant  d’équations  différentielles  de  l'ordre  n 
et  linéaire  par  rapport  à une  seule  variable  s , u , 
y , z. . . qu’il  y a de  ces  variables  , et  les  intégrant 
toutes  particulièrement , on  aurait  les  valeurs  deman- 
dées de  ces  variables.  Le  problème  qui  aurait  donné 
lieu  à de  tels  calculs  , et  qu’on  ne  peut 'plus  considérer 
géométriquement  lorsque  , outre  la  variable  x à diffé- 
rentielles constantes  il  y a plus  de  deux  variables , 
renfermerait  autant  de  fonctions  indéterminées  de  x 
qu’il  y aurait  de  variables,  compris  celle  x,  moins 
deux  , dans  l’équation  proposée. 


44S.  Mais  si  entre  un  nombre  m de  variables  , on 
a m — î équations  différentielles  linéaires  de  Tordre  n, 
alors  il  n entrera  plus  de  fonctions  indéterminées  de 
la  variable  à différentielle  première  constante  , dans  les 
valeurs  des  m — 1 autres  variables  qui  satisfont  en 
même  temps  aux  m — 1^  équations  proposées  ; car 
l’on  parviendra  par  l’élimination  à une  équation  linéaire 
de  l’ordre  n -f -m — 1 , dans  laquelle  il  n’y  aura  plus 
que  la  variable  à différentielle  première  constante  et 
l’une  des  m — 1 autres  variables.  Par  exemple,  soit 
proposé  de  déduire  des  deux  équations 


À^+BÈ+cS+A‘i+BE+È=x 

dz 


I^+£i+fê+D-*+E'S+3?=x. 

dans  lesquelles  les  coefliciens  A,  B. ..B, , X,  D...E, , X, 
représentent  des  fonctions  déterminées  de  x , les  valeurs 
de  y et  de  s en  fonctions  de  x qui  satisfont  en  meme 
temps  à ces  deux  équations. 


>-C45i), 
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Prenant  dans  la  première  des  deux  équations  (45 1) 

la  valeur  de  -5 — , et  la  substituant  dans  la  seconde 
dx1 

équation  (45 1)  , on  aura  une  équation  de  la  forme 


.(a) 


Aiy+BÆ+Csë+DlZ‘f  ^ f X* 

difïërentiant  cette  dernière  équation , et  divisant  par 
dx , il  viendrasine  équation  delà  forme 

ÆiUHS’UE.i 


B!|+C,g+HS+EjS+F~=X,..W. 

‘ * . V 

Substituant  encore  dans  cette  équation  (5)  la  valeur  de 
<Pz 

-, — tirée  de  la  première  «les  deux  équations  (4oi) , 
on  aura  une  équation  de  la  forme 

^ +d3s+e+ê== x*- 

DilFérentiant  cette  dernière  équation  et  divisant  par  dx,  \ 
on  a une  équation  de  la  forme 

Bâ  Jx + Cs  ë + H<  K % + Es  Tx 
. ' +F1g=xs...,...(d).  ; 

Substituant  enfin  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  -f?-  , toujours  tirée  de  la  première  des  deux  équa» 


dx a 

tions  (45 1)  , on  aura  celle 


A#+  Bs  J + ^ -f-  H,  g + K g 


dz 


*+•  D iz  -f-  Es  Xg (e). 


/ 
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Par  le  moyen  des  trois  équations  (a)  , (c)  et  (e)  , élimi- 
dz 

nant  z et  ^ , oh  aura  une  équation  différentielle  li- 


néaire du  quatrième  ordre  par  rapport  à la  seule  va- 
riable à différentielles  variables  jr,  et  intégrant  cette 
équation,  si  du  moins  on  peut  parvenir  à intégrer 
^on  auxiliaire  différentielle  (art.  <£58  ) , on  aura  l’équa- 
*on  primitive 


y ~f(.x  > c> 


en, 


et  substituant  cette  valeur  de  y , ainsi  que  celles  de 
dy  et  de  ddy  que  l’on  en  déduit  dans  l'une  des  deux 
équations  (45 1)  , on  aura  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  par  rapport  à la  seule  variable  à diffé- 
rentielles variables  z , d'où  l'on  tirera  par  l’intégra- 
tion l'équation  primitive 


zz=zfXx,c,c'tc”,  c'",  c,,c;) (g-), 

et  ces  deux  équations  satisferont  en  même  temps  aux 
deux  équations  (45 1). 


Il  est  évident  que  chaeun*  des  deux  équations  (45i) 
étant  considérée  comme  appartenant  à une  surface 
courbe,  les  équations  (f)  et  (g)  seront  respectivement 
les  projections  sur  le  plan  des  xy  et  des  oez  de  la  ligne 
à double  courbure  formée  dans  l’espace  par  l’inter- 
section des  deux  surfaces  courbes. 


447-  Le  calcul  indiqué  dans  l’article  précédent  se 
simplifie  beaucoup  lorsque  les  coefliriens  A, ....  B, , 
D,....E,  des  deux  équations  (q5  j ) sont  constans  ; 
car  alors  l'équation  finale  à laquelle  on  parvient  étant 
de  l’espèce  de  celles  que  l’on  sait  intégrer  par  les 
méthodes  enseignées  aux  articles  4*3.... 43o,  on 
pourra  toujours  obtenir  les  valeurs  demandées  de  y 
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et  de  z en  fonctions  déterminées  de  x ,.  qui  satisfont 

en  même  temps  aux  deux  équations  proposées. 

448-  Enfin  lorsque  lescoefficiens  A, . . .B, , D,. . .E, 
étant  constans , on  aura  , outre  cela  ,X  = oet  X,  = o, 
on  parviendra  a trouver  les  valeurs  demandées  de  y 
et  de  z par  un  moyen  encore  plus  simple  que  nous 
allons  faire  connaître.  ♦ 

Soit  fait 

(a) .y  — ce"*  et  z = cqem * (b)  , 

c étant  une  constante  indéterminée  arbitraire , met  q 
deux  constantes  indéterminées,  mais  non  arbitraires  , 
et  que  nous  allons  déterminer. 

Substituant  ces  valeurs  de  y et  de  z dans  les  équa- 
tions (45 1)  et  divisant  par  cemx,  on  aura,  pour  déter- 
miner m et  q , les  deux  équations 

A -}-  Bm  -f-  Cm1  -f-  ( A,  -f-  B,m  -f-  m*)  <7=0 (c), 

D -}-  Em  -+■  Fm*  -f  (D,-f-  E,m  -f-  m“)  q — o ( d ). 

Eliminant  q entre  ces  deux  équations , il  vient  l’équa- 
tion du  quatrième  degré  , 

(A  -f-  Bm  -f-  Cm*  ) (D,-f-  E,m-4-  m1) 

= (A,  -f-  B,m  -f-  m“)  (D  + Em  ■+■  Fm®  ) (e), 

qui  étant  résolue,  donne  quatre  racines  que  je  repré- 
sente par  m,  m',  m"  et  m'".  Substituant  successive- 
ment ces  quatre  racines  dans  l’une  des  deux  équa- 
tions (c)  et  (d),  on  aura  quatre  valeurs  de  q que  je 
représente  par  q , q',  q"  et  q'".  Donc  les  valeurs  de 
y et  de  z qui  satisferont  en  même  temps  aux  deux 
équations  proposées,  seront 

fy—cemx,  y=u:'em'xi  y=c"em"x_  y=cmem"x 
t z—cqemx, z—c'q'em'z,  z=c“q"em''x,  z=c"qaén0x 

dans 
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flans  lesquelles  m,  m , m",  m ' ; q,  q',  q",q"’,  sont 
actuellement  des  constantes  déterminées.  Or  , nous 
observerons  que  si  céfijuatre  systèmes  différens  de  va- 
leurs de  y et  de  a,  pris  séparément,  satisfont  en  mémo 
temps  aux  deux  équations  proposées , les  quatre  pris  en- 
semble y satisferont  de  meme  ; car  par  la  nature  des 
différentielles  de  tous  les  ordres  des  quantités  expo- 
nentielles , lorsque  la  différentielle  première  de  l’ex- 
posant variable  x est  constante  , la  différentielle  d’un 
ordre  quelconque  de  la  quantité  exponentielle  étant 
toujours  affectée  de  cette  dernière  quantité  dans  son 
état  primitif,  il  s’ensuit  que  par  la  substitution  des 
quatre  systèmes  des  valeurs  de  y et  de  z pris  ensemble , 
on  aura  quatre  polynômes  respectivement  multipliés 
par  emx,  em'z,  em"x,  em*x  qui  seront  chacun  ce  qu’on 
aurait,  en  employant  séparément  chaque  système  de 
valeurs  dey  et  de  z,  et  qui  par  conséquent  s’évanouiront 
tous  en  meme  temps  5 ainsi  en  employant  les  quatre 
systèmes  ensemble,  c’est-à-dire,  faisant 

y r=  cemx + c'em,x  4-  c“emUx  + d’em'“z ..........  (g) 

z = cqemi  -f-  c'q'em'x  ■+■  cttq"eml’x  cmqmemWx. ...  ( h ) , 

ces  valeurs  de  y et  de  z satisferont  en  même  temps 
aux  deux  équations  proposées  , et  je  dis  de  plus , que 
ce  sont  ces  dernières  valeurs  de  y et  de  z dont  on  doit 
6e  servir,  et  non  pas  celles  monomes  groupées  en  (f)  ; 
car  tant  que  les  coefliciens  de  la  première  des  deux 
équations  proposées  diffèrent  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  seconde  , il  est  évident  que  par  la  mé- 
thode d’élimination  enseignée  à l’article  (44^)  , et  que 
l’on  pourrait  également  employer  dans  le  cas  de  sim- 
plification que  nous  examinons  actuellement , on  par-r 
viendrait  à une  équation  différentielle  du  quatrième 
ordre  entre  x et  y linéaire  par  rapporta  cette  dernière 

18 
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variable  et  de  lafcfrme  de  l'équation  (44°)  C Art.  43 1)  ; 
donc  son  intégrale  (44*  ) aurait  quatre  constantes  c,  cf,  c* 
et  c'"  indéterminées  et  arbitrages,  et  seroit  consé- 
quemment identique  à l'équation  (g). 

Etant  démontré  que  la  valeur  de  y doit  être  celle 
donnée  par  l’équation  (g)  , celle  de  z doit  évidemment 
être  celle  donnée  par  l’équation  (A).  D’ailleurs  les 
quatre  valeurs  de  y et  les  quatre  de  z groupées  en  (f) 
sont  les  intégrales  particulières  dont  les  réunions  res- 
pectives doivent  donner  les  intégrales  totales  ( s ) et 

(A)  [Art.  437].* 

Exemple.  Trouver  les  valeurs  de  y et  de  z en 
fonctions  de  x qui  satisfont  en  même  temps  aux  deux 
équations. 


■ ad*y 

r dx* 


dz 

+z+d-^ 


CO 


-sr + 96  % + 15.  + 5o  g +||=o . . .(A). 


Comparant  identiquement  les  équations  (i)  et  (A) 
avec  les  respectives  premièreet seconde  équations (45t), 
osa  A = i , B = i,C  = a,Al  = i,  B,  = 1 , X = o, 
D=  — 9 , E = q6,  F=i  , D,  = 1 5 , E,  = 5o, 
X,  = o , et  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équa- 
tions (c)  et  (e)  il  vient 


1 -f-  m -f-  am* 

^ 1 -f-  m -f-  m2  ’ 

et , toutes  réductions  faites , l’équation 

m*  -f-  4ms  — ym*  — 22m  + 24  = o, 
dont  les  quatre  racines  sontm=  i,  m'  — a,  m"  = — 3, 
et  m'"= — 4.  Substituant  successivement  ces  valeurs 

dans  celle  de  q,  ona  q~ — ~ , q =—  — , n = — — 

o L7  7 


c 


• '1 
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2Q 

a sr= S.  Enfin  mettant  ces  valeurs  de  m et  de  g 

7 îo  T 

dans  les  équations  (g)  et  ( [h ) , il  Viendra  * 


y*  — ce*  -f-  c/ela  -f-  c"e  3*  -f-  c" e- 4* 

s = — 5 ce* — — cV* — — c"e~ 3x  — ^ c'e-*-** , 
37  7 i3  * 


qui  sont  les  deux  équations  demandées. 

44g-  Il  est  évident  d’après  le  calcul  indiqué  à l’ar- 
ticle 446 , pour  éliminer  z et  ses  différentielles  entré 
les  deux  équations  (45i)  , que  si  les  troisièmes  termes 
de  Ces  équations  étaient  identiques,  c’est-à-dire , si  l'on 
avait  l’équation  de  condition 


C = F ..... . (a), 

l’équation  linéaire  finale  ne  serait  que  du  troisième 
Ordre,  puisqu’alors  l’équation  (a)  de  l’article  446  étant 


. , . _ ddy  , . d’y 

qmvee  du  terme  C»  , le  terme  H manquerait 


dans  les  équations  (A)  et  (c)  du  même  article  , et  que 

conséquemment  le  terme  K manquerait  dans  fies 

équations  (d)  et  (e)  de  l’article  446-  Il  peut  même 
arriver  que  l’équation  finale  ne  soit  que  du  second  ordre , 
ce  qui  aura  lieu  si , outre  l’équation  de  condition  (a) , 
on  a encore  celle 


B — E = C (B,  -‘•E,  ) (£). 

Ainsi,  dansle  cas  où  les  coefficiens  D...E, , sont 

Constans  et  X±=X,=o,  les  valeurs  de  y et  de  s 
données  paf  les  équations  (g ) et  (A)  de  l'article  pré- 
cédent, se  réduiront  à trois  termes,  lorsque  la  seule 
équation  de  condition  (a)  aura  lieu  , et  elles  se  rédui- 
ront à deux  termes,  si  les  équations  de  condition  (a) 
«t  ( b ) ont  lieu  en  même  temps, 

18.. 
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45o.  Remarque.  Ce  que  nous  avons  dit  dans  les 
articles  précédeas,  relativement  à l'intégration  de  deux 
équations  linéaires  du  second  ordre  entre  trois  va- 
riables , pouvant  aisémentse  généraliser  pour  un  nombre 
quelconque  m — i d’équations  linéaires  d’un  ordre 
quelconque  entre  m variables  , nous  ne  nous  arrêterons 
pas  davantage  sur  cet  objet,  pour  passer  à d’autres 
objets  d’un  plus  grand  intérêt. 

- 


CHAPITRE  Y. 

Quelques  observations  essentielles  sur  les 
équations  différentielles  de  tous  les  ordres 
et  méthodes  que  nous  déduirons  de  ces  ob- 
servations 3 pour  obtenir  plus  facilement 
l’intégrale  finale  de  certaines  équations  dif- 
férentielles. 

• 

45i.  Une  équation  primitive  entre  deux  variable* 
étant  écrite  sousdifférentes  formes  , etdifférentiée  sous 
ces  différentes  formes,  donnera  autant  d’équations  dif- 
férentielles qui  seront  distinctes , non-seulement  dans 
l’arrangement  de  leurs  parties , mais  encore  dans  le 
fait  ; car  on  ne  pourra  jamais, quels  que  soient  les  chan- 
gemens  qu’on  fera  éprouvera  leurs  formes  respectives , 
Tes  ramener  à être  identiques;  enfin  ces  équations  dif- 
férentielles seront  les  traductions  analytiques  d’énoncés 
de  problèmes  absolument  différens  entre  eux , mais 
qui  cependant  auront  la  même  solution  , c’est-à-dire. 
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que  l’intégration  de  ces  équations  différentielles  don- 
nant une  même  intégrale  primitive , celle-ci  sera  la 
solution  de  chacun  des  problèmes  dont  l’énoncé  est  la 
traduction  en  discours  des  équations  différentielles  en 
question  , ce  qui  est  précisément  l’inverse  de  ce  qu’on 
rencontre  souvent,  même  dans  l’analyse  algébrique, 
où  un  seul  problème  qui  a conduit  à une  équation 
à une  seule  inconnue  d’un  degré  supérieur,  a autant  de 
solutions  réelles  et  prises  dans  le  sens  de  l’énoncé  de 
la  question , qu’il  y a de  racines  réelles  et  positives 
dans  cette  équation. 

Pour  donner  un  exemple  de  ces  problèmes  différens 
qui  ont  une  même  solution  , proposons-nous  de  trouver, 
1 la  courbe  dont  la  sous-normale  est  égale  à une  quan- 
tité constante  y p. 

20.  La  courbe  qui  a chacune  de  ses  ordonnées  moyenne 
proportionnelle  entre  l’interceptée  correspondante  et 
une  quantité  constante  donnée  p_ 

3°.  La  courbe  qui  a chacune  de  ses  sous-tangentes 
double  de  l’abscisse  correspondante. 

Ces  trois  problèmes  essentiellement  différens  , mis 
en  équations  , donnent  respectivement 

=l W C équat.  ($4)  , art.  116] 

y_  [ éqnat.  (97)  , art.  1 aa  } 

y^=z  ax (<?)  [ équat.  (90),  art.  101  J. 

dy 

Ecrivant  ces  trois  équations  sous  les  formes 

sJdy—  Pd* 00,  dy  — p Qdxy  X(fyy  • • (0 

a xdy  — ydx  ~ o . . . ( f). 


y 


\ 
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et  prenant  l’origine  des  coordonnées  z et  x à un  même 
point,  ce  qui  donne^  =0 lorsque  x — o,  on  a com- 
plètement par  l’intégration  ; 

ic.  Pour  l’équation  (</),  y%x=px\ 

20.  Pour  l’équation  (e),  y — p^y^f~IÈL  =pfd 

= y>douy  =P*i 

3°.  Pour  l’équatipn  (/) , 2 Ç , d’où 

a/y =/x  -f*  /c,  et  passant  des  logarithmes  aux  quantités 
algébriques,  on  a^*=cx,  ou  prenant  la  constante 
arbitraire  c,  qui,  évidemment,  ne  peut  être  nulle  dans 
ce  cas  ci , = p on  a y = px. 

Ainsi  les  trois  problèmes  proposés  donnent  tous  pour 
solution  la  parabole  vulgaire  qui  , conséquemment,  sa- 
tisfait à toutes  les  conditions  exigées  par  les  énoncés 
des  trois  problèmes.  Or,  remarquons  que  si  l’on  écrit 
l’équation  de  cette  courbe  sous  les  trois  formes  dif- 
férentes , 

y1=px...  (g),y=-j  ...  (fi)  et -=p (0> 

y x 

on  aura , en  dilFérentiant  successivement  ces  trois  équa- 
tions , pour  d(g)  l’équation  (</)  ou  (a))  pour  d (A) 
l’équation  (e)  ou  (ù) , enfin  pour  d ( i ) l’équation  ( f)  ou 
(c)  ; donc  l'équation  de  la  parabole  écrite  sous  trois 
formes  différentes  , et  différentiée  successivement  sous 
ces  trois  formes , donne  trois  équations  différentielles 
(a)  , {b) , (c)  essentiellement  différentes  entre  elles  , 
et  qui  sont  les  traductions  analytiques  des  énoncée  de 
tro;s  problèmes  absolument  différens  entre  eux. 

45a.Toute  équation  différentielle  entre  deuxvariables 
et  d’un  ordre  quelconque  n , dans  laquelle  la  différen- 
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tielle  première  de  l’une  des  variables  est  constante , a 
pour  le  moins  autant  de  premières  intégrales  qu’il  y 
a d’unités  dans  n,  c’est-à-dire,  quêtant  multipliée 
par  un  facteur  convenable  (art.  36o  ),  elle  est  la  dif- 
férentielle première  et  exacte  d’autant  d équations  dif- 
férentielles de  l'ordre  n — 1 , qu  il  y a d unités  dansn. 
En  effet,  si  par  des  intégrations  successives , on  veut 
parvenir  à l'intégrale  finale  , qui  est  une  équation 
primitive,  on  aura  d’abord,  par  une  première  intégra- 
tion , une  équation  différentielle  de  1 ordre  n—  1 , qui 
sera  affectée  du  terme  cdxn~' , c étant  une  constante 
arbitraire  j on  aura  de  plus  un  nombre  n — 1 d autres 
intégrales  d’ordres  inférieurs , et  diminuant  suisant  la 
progression  vn  — a.n — 3.. ..2.1.0,  qui  forme- 
ront la  cascade  depuis  la  seconde  intégrale,  qui  est 
une  équation  différentielle  de  l’ordre  n—  a,  jusqu’à 
l’intégrale  finale.  Or  , ces  n — 1 équations  ont  toutes 
un  terme  affecté  de  la  constante  arbitraire  c \ donc 
prenant  dans  chacune  d’elles  la  valeur  de  c , et  subs- 
tituant successivement  ces  n — 1 valeurs  dans  la  pre- 
mière intégrale  déjà  trouvée  , on  aura  , compris  cette 
première  intégrale , un  nombre  n d équations  différen- 
tielles de  l’ordre  n — 1 , qu’on  pourra  aisément  sou- 
mettre par  les  règles  ordinaires  de  1 élimination  , à 
n’avoir  que  la  seule  constante  arbitraire  c , et  qui , 
conséquemment , satisferont  toutes  à la  proposée.  Par 
exemple  , l’équation  différentielle  du  troisième  ordre 

( 1 — x ) d'y  — 3d*ydx=o. . . . (a), 
a pour  première  intégrale , l’équation 

(1  — x ) d?y  — zdydx  -f  ccfx4  =0. ...  (b)  ; 
pour  seconde  intégrale  , l’équation 

dy  — xdy  — ydx  -f- cxdx  -f-  c'dx  =s  O. . . . (c)  » 
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enfin  pour  l’intégrale  finale,  l’équation 

y — xy  -J-  ex'  c'x  -f-  c*  = o . . . . ( d) 

Prenant  dans  chacune  des  équations  (e)  et  (</)  la  va- 
leur de  c , et  substituant  successivement  ces  deux  va- 
leurs dans  l’intégrale  première  (i>) , il  vient  les  deux 
équations 

.t  ( i — x)  ddy — (i'-f- 1 ) dydx-\~  (y — ct)dx%—  o . . . (c)  , 
et 

x'  ( i — x)  d'y — ax'dydx — nydx*  -f-  2 xydùc? — 2 c xdx* 
2 c"  dx'  — O (f)) 

éliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  la  cons- 
tante arbitraire  c' , il  vient  celle 

x 2 (x — i')ddy-\-axdydx — a (y-J-c*) dx*  = o (»■). 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  équations  diffé- 
rentielles^),^),^) qui  ne  renferment  chacune  qu’une 
constante  arbitraire,  étant  différentiées  , reproduisent 
l’équation  différentielle  du  troisième  ordre  (a)  ; donc 
cette  dernière  équation  a au  moins  trois  premières  in- 
tégrales. Nous  verrons  tout-â-l’heure  qu’elle  en  a da- 
vantage. 

453.  De  même  qu’on  vient  de  trouver  qu'une  équation 
différentielle  de  l’ordre  n,  a au  moins  un  nombre  n 
de  premières  intégrales,  on  prouvera  aus«i  que  chacune 
<ie  ces  intégrales  a au  moins  n — 1 premières  inté- 
grales , et  que  par  conséquent  l’équation  différentielle 
de  l’ordre  n a au  moins  n ( n — 1 ) secondes  intégrales , 
et  par  un  raisonnement  semblable , que  l’équation  en 
question  a au  moins  n ( n — 1 ) ( n — 0.  ) troisièmes  in- 
tégrales; et  continuant  ainsi  de  suite,  on  finira  par  prou- 
ver que  l’équation  différentielle  de  l’ordre  n a au  moins 
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unnombre  1.2.3...  n de  ( n — 1 )m"  intégrales  , les- 
quellessontdes  équationsdifférentiellesdu  premier  ordre. 

Mais  toutes  ces  équations  différentielles  du  premier 
ordre  ne  peuvent  avoir  que  la  même  intégrale,  donc 
l’équation  clifférentielle  proposée  de  l’ordre  n , et  toutes 
ces  intégrales  différentielles  de  différens  ordres  , de- 
puis celui  n — 1 jusqu’au  premier  ordre  , n’ont  qu’une 
intégrale  finale  , laquelle  résout  toutes  les  questions 
dont  les  équations  différentielles  mentionnées  ci-dessus, 
peuvent  être  considérées  , conformément  à ce  qui  a été 
démontré  à l’article  45 1 , comme  étant  les  traductions 
en  langage  analytique  des  énoncés  de  ces  questions. 

454.  Nous  remarquerons  ici , que  c’est  à tort  que 
plusieurs  auteurs  ont  insinué  dans  leurs  ouvrages,  que 
les  équation*  différentielles  de  l’ordre  n n’ont  que  n 
premières  intégrales  j car , indépendamment  de  ces  ri 
premières  intégrales  qu’on  peut  toujours  obtenir  par 
l’élimination  des  constantes  , comme  nous  l’avons  fait 
précédemment,  on  peut  encore  très-souvent  intégrer 
l’équation  différentielle  de  l’ordre  n proposée  de  plu- 
sieurs manières  différentes,  ce  qui  donne  autant  de 
premières  intégrales,  ou  équations  différentielles  de 
l’ordre  n — 1 , qui  différent  essentiellement  entre  elles, 
et  de  celles  trouvées  par  le  calcul  indiqué  dans  l’ar- 
ticle 452. l'ar  exemple,  prenant  encore  la  même  équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre 

( i x )d*y  — 3 dydx  = o (a)  , 

qu’à  l’article  452,  soit  fait  dy—zdx*,  d’où  d’yz=dzd x*, 
ce  qui  transforme  l’équation  («)  en  celfe  du  premier 
ordre , 

, s j ~ j dz  3dx 

( 1 — x)dz — ozdx  — o , ou  — = , 

Z 1— X 

dont  l’intégrale  esta  (i«-ï}3  = c“,  et  substituant 
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rly 

à la  place  de  z sa  valeur  ; il  vient  l’équation  dif- 


férentielle du  second  ordre 


( i — x ydy^=  cmdx? (A)  » 

qui  est  encore  une  première  intégrale  de  la  proposée  (a), 
et  est  essentiellement  différente  de  celles  (A)  , (e) , (g) 
de  l’article  45 a. 

Si  actuellement  on  multiplie  l’équation  (a)  par  i-x, 
et  qu’on  ajoute  au  produit  l’équation  identique 
dydx2  — dydx * r=  o , 

on  aura  celle 


r 0 — x y<Py — 3(  I — x)dydx dydx*  — dydx*  = O, 
ou  K1  — x)  *d.y  — 2 (i  — x)  dydx]  — dydx 
+ [xd*ydx  -f-  dydx2]  — dydx*  = o , 

dont  il  est  aisé  de  voir  que  la  première  intégrale  est 
(z — xydy — dydx-\-xdydx — ydx2y-c'ydx2—0 . . . (c)', 

équation  différentielle  du  second  ordre  qui  est  encore  ab- 
solument différente  de  celles  (A)  , (e)  , (g)  de  l’article 
45a  et  de  celle  (A)  de  cet  article  ; donc,  sans  approfondir 
si  l’équation  (o)  peut  encore  être  intégrée  une  première 
fois  de  quelqu’autre  manière  , nous  voyons  d’abord  que 
v cette  équation  a cinq  premières  intégrales  (A)  , (e),  (g), 
( art.  45a  ) , et  (A)  , (c)  de  cet  article  qui  sont  abso- 
lument différentes.  Or  si , suivant  la  méthode  de  l'ar- 
ticle 4^3  , on  cherche  deux  autres  intégrales  premières 
par  le  moyen  de  celle  (A)  , qu’on  en  fasse  autant  par 
rapport  à la  première  intégrale  (c) , on  aura  quatre 
autres  intégrales  différentes  entre  elles,  ce  qui  fera  en 
tout  neuf  premières  intégrales  de  l’équation  (a)  essen- 
tiellement différentes  entre  elles. 


455.  Il  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  dé- 
montré précédemment , que  si  l’on  peut  intégrer  une 
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première  foi»  de  n manières  différentes  une  équation 
différentielle  de  l’ordre  n entre  deux  variables  , on 
pourra  parvenir  à trouver  l’intégrale  finale  de  la  pro- 
posée, sans  intégrer  les  équations  différentielles  d'ordres 
inférieurs  n — i , n — a. . .a,i  : car  par  le  moyen  des 
n premières  intégrales , on  pourra  aisément  éliminer 
les  n — 1 quantités  dn~ÿ , dn~y. . .d’y  , dy  , ce  qui 
'conduira  à une  équation  délivrée  de  tout  facteur  dif- 
► férentiel , qui  sera  l’intégrale  finale  de  l’équation  pro- 
posée. Par  exemple,  intégrant  une  première  fois  de 
trois  manières  différentes  l’équatiou 

( i — x ) d?y  — Zdydx  — o (a) , 

nous  ayons  trouvé  les  trois  premières  intégrales 
(1 — x)d\ y — o dydx-+-cdx'l~  o [éq.  (è)  art.  45a  3 (*)  , 
(i — x):,dy — c"tir4=o  [éq.  (b)  art.  4543 
( 1 -xydy-(i-x)dydx-ydx‘-j-c"idxt~c[éq(c),  art. 4543» 

éliminant  d‘y  entre  la  première  et  la  seconde  de  ces 
équations , ensuite  entre  la  seconde  et  la  troisième  , et 
divisant  par  dx , il  vient 

a(i — xydy — (cl,-j-c)dx-f-scxdx — cxadx  =z  o 
(i — xydy-f-y  (î — x)dx — {cm+c"')dx-\-c'yxdxx=. o. 
Enfin  éliminant  dy  entre  ces  deux  dernières  équations, 

(*)  Cette  intégrale  non»  a été  donnée  par  la  méthode  des  inté- 
grations réciproques.  En  effet , 

d[  ( i — P)  dy  ] = ( t — x )d'y  — dxd'y  , 

et  retranchant  des  deui  membres  de  cette  équation  idxd'y  , on  a 
d [ ( i — x ) dy  ] — a dxd'y  = ( i — x ) d'y  — ’idxd'y , d’oit 
/ [ (i  — x)  d'y  — 3 dxd’y]  = ( i — x)  d'y  — a fdxd  y -b  cdx'. 
Mais  dx  étant  constante,  on  a f dxd'y  = dxfd  (dy  ) — dxdy , 
donc 

/ [ (> — d'y— 3dx  d'y —o'j—Ki  — x)d'y  — 2dydx+cdx'z=  à}- 


m 
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divisant  par  dx  , et  représentant  respectivement  par 
c,  c' , c"  les  quantités  constantes  indéterminées  et  ar- 
bitraires «IV— -c,  — - ■ - -f-  c’^y  ona l’équation 

primitive  ' 

y ( i — x ) ex a c'x  -f-  c"  — o r 

qui  est  l’intégrale  finale  de  l’équation  (a)  , et  est  iden- 
tique avec  celle  (d)  de  l’article  452. 

4 56.  Nousavons  vuauchap.  IV  delà  seconde  section  , 
que  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  à deux 
variables  est  susceptible  d’être  intégrée  exactement  par 
la  multiplication  d’un  facteur  ( art.  3b’o  ) , et  même 
d’un  nombre  infini  de  facteurs  qui  sont  formés  des 
produits  du  premier  facteur  par  une  fonction  quel- 
conque de  l’intégrale  cherchée  £art.  3b‘8  3 mais 
ces  facteurs  étant  la  plupart  du  temps  extrêmement 
difficiles  à trouver  , on  pourroit  , dans  certains 
cas,  tenter  le  moyen  suivant  pour  intégrer  l’équation 
proposée , et  qui  dispenserait  de  chercher  le  facteur 
propre  à rendre  exacte  l’équation  différentielle  pro- 
posée. 

Différentiant  l’équation  différentielle  du  premier 
ordre  qu’on  vent  intégrer  , on  aura  une  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre  , qu’on  cherchera  à inté- 
grer une  première  fois  de  quelque  manière  qui  pro- 
duise une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
essentiellement  différente  de  la  première , et  éliminant 
entre  ces  deux  dernières  équations  la  différentielle  de 
la  variable  qu’on  a considérée  comme  ne  variant  pas 
uniformément  ; enfin  divisant  l’éqnation  résultante  par 
la  différentielle  de  la  variable  considérée  comme  va- 
riant uniformément , on  aura  une  équation  primitive 
qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 
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EXEMPLE.  Intégrer  F équation 

xdy — ydx — xadx — adx=o (a). 

Dilférentiant  cette  équation  en  considérant  dy  comme 
variable  , et  dx  comme  constante  , on  a,  toutes  réduc- 
tion faites,  l’équation  différentielle  du  second  ordre. 

ddy — a dx'  — o , 

et  intégrant  une  première  fois  , il  vient 
fd  ( dy)  = a dx  fdx  -f-  cdx  , 
ou  dy  — 2 xdx  -f-  cdx  \ 

substituant  cette  valeur  de  dy  dans  la  proposée  (a)  f 
et  divisant  par  dx , on  a l’équation  primitive 

x*  — y -f~  ex  — a — o, 

dans  laquelle  c est  la  constante  arbitraire  et  qui  est 
l’intégrale  complète  de  l'équation  proposée  (a). 


CHAPITRE  VI. 

De  la  résolution  par  approximation  des  équa- 
tions différentielles  entre  deux  variables  et 
du  second  ordre  qu.on  ne  peut  résoudre  exac- 
tement , lorsqu'on  éprouve  des  difficultés  in- 
surmontables pour  trouver  lesf  acteurs  propres 
à rendre  ces  équations  exactement  intégrables. 

457.  E uler  a donné  dans  le3  Novi  Commentant 
Acad.  Petropolitanœ  , tomes  IX  et  XVII , ainsi  que 
dans  son  grand  et  superbe  ouvrage  ayant  pour  titre 
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Institutionum  Calculi  integralis , tome  II,  section  I , 
chapitres  VII , VIII  et  IX  deB  méthodes  pour  ré- 
soudre par  approximation  les  équations  différentielles 
et  linéaires  du  second  ordre  généralement  représentées 
par 

dy  -J-  X dydx  -{-yÇdx*  —O (45a)  ; 

X et  Ç étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  Mais 
ces  méthodes  qui  tendent  toutes  à réduire  les  résolu- 
tions par  approximation  des  équations  du  second  ordre 
à celles  du  premier  , et  qui  changent  suivant  les  mo- 
difications que  l’on  fait  éprouver  à l’équation  géné- 
rale (45a)  , peuvent , ce  me  semble  , se  réduire  à une 
Seule  méthode  qui , satisfaisant  à l’équation  ( 4b2  ) > 
prise  dans  toute  sa  généralité  , satisfait  de  même  aux 
cas  particuliers  qui  dépendent  des  différentes  valeur» 
qu’on  peut  supposer  à X et  En  effet  , soit  fait 

y=-ef^ (453), 

d’où  dy  = efzdx  zdx  et  ddy  — e^tdx[zidx-\-dz']  dx  : 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (45a) , on  a l’é- 
quation différentielle  du  premier  ordre , 

dz  -f-  %*dx  .-f-  zXdx  -f-  %dx  — o (454)  ; 

laquelle  étant  intégrée  par  approximation , (chap.  VII, 
sect.  Il)  , donne  z en  une  suite  indéfinie  de  termes  fonc- 
tions de  x ; d'où  l’on  conclura  par  des  simples  intégra* 
lions  de  fonctions  différentielles  du  premier  ordre  à 
une  seule  variable , la  valeur  de  fzdx  en  une  suite 
indéfinie  de  termes  fonctions  de  x , et  par  conséquent 
on  aura  la  valeur  cherchée  de  y. 

458.  Faisons  l'application  de  cette  méthode  générale 
à la  résolution  de  l’équation 

ddy  -f  axydx*  =s  o, . . . , (455)  , 
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dont  Euler  s’occupe  uniquement  au  chapitre  VII  de 
la  première  section  du  tome  second  de  l'ouvrage  cité 
plus  haut. 

Comparant  la  proposée  (455)  à l’équation  générale 
(45a)  , on  a X = o et  £ = axn , ce  qui  réduit  la  trans- 
formée générale  (454)  à celle 

dz  -f-  z'dx  -f-  axndx  = 0 (a)  , 


qui  est  précisément  de  la  forme  de  l’équation  du  comte 
Riccati  féquat.  (3ia),  art.  35i  3-  Ainsi , tant  quel’ex- 
posant  n de  x sera  égal  à un  des  termes  de  la  suite 
indéfinie,  qui  a pour  terme  général  la  formule  (3i7)  , 
fart.  35i  3.  il  sera  possible  que  la  valeur  de  z soit 
donnée  par  une  suite  finie  de  termes,  et  que  si  tous 
ces  termes  multipliés  par  dxsont  de  même  exactement 
intégrables  , la  valeur  de^  f équat.  (453)  3 soit  exacte  , 
et  alors  l’équation  proposée  (455)  se  résoudra  exacte- 
ment (*). 


(*)  Soit  par  exemple  n =s  o , ce  qui  donnera  à intégrer  l’équa- 
tion , 

ddf  ■+■  aydx * = o (A), 

dont  la  traniforme'c  est 

dz  -f-  z'dx  -f-  adx  — o (B)  , 

d’oil  *=  0ang  = ÿÊS) (C)’ 

en  représentant  par  c nne  première  constante  indéterminée  et  arbi 
traire  ; mais  de  la  transformée  (B)  on  tire 


fzdx  = - C -^-=zl 


p'  a-4-x* 


en  représentant  par  c'  une  antre  constante  indéterminée  et  arbi- 
traire j donc  substituant  celte  valeur  de  f zdx  dans  l’equation  (^53)  , 

C'  y\ 


et  substituant 


H viendra^  = j d’où  * = 


c 
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Mais  supposons  que  l’exposant  n est  un  nombre  en- 
tier et  positif,  ce  qui  rend  l’équation  (a)  inséparable  , 
et  cherchons  dans  ce  cas-là  à résoudre  par  approxima- 
tion l’équation  proposée  (455).  Soit  fait 

2— A-j-B.r-f  Cx’-fDx3. . . -f  Mx— * -f  Px" +Qx',+1  ..{b), 

en  représentant  par  A, B . .P , Q des  quantités  cons- 
tantes indéterminées , et  nous  arrêtant  au  terme  où  x 
est  élevé  à la  puissance  n -f-  1,  parce  que , comme  nous 
le  verrons  tout-à-l’heure  , ces  n 4-  2 termes  sont  suf- 
fisans  pour  faire  connaître  tous  les  autres  termes  delà 
série.  Dilïerentiant  l’équation  (b),  il  vient  celle 

dz  — [B  + sCx  +3Dx\ . 4-  ( n + 1*)  Qx“  3 dx. ...(c) , 
et  substituant  les  valeurs  de  z et  de  dz  [eq.(£)  et  (c)3 

aAP'jx’* 
bBM 

a j ~°’ 

f + B 4-  2C  J + 4-O+OQJ 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
x , donne  les  équations 

B=  — A*, C=A'1,  D = — A*. . .Q=±  A"**— 


dans  l’équation  (a),  on  a celle 

A*  -4-  aAB  ) x 4-  sAC4  x* 4- 

4-  BM  4- 


cettc  valeur  de  z dans  l’éqnation  (c) , il  viendra  celle  x— 

arc  ( rang  = C ) • • - (D)  .1““  estl’intégrale  corn- 

\ y a 4-e  y cf  — fljv 

pli'tc  de  l'équation  (A).  On  aurait  pu  intégrer  directement  la  pro- 
posée (A);  car  étant  de  la  forme  de  celle  (44°)  > Carl-43I  ] > 011  * 
son  auxiliaire  qui  est  m’-t-a  = o,  donc  m~</ — a et  m~ — y'  a, 
d’où  il  résulte  , d’après  l’équation  (a)  de  l’article  43a,  que 

y ~ c cos(  y'aar  ) + c'  sin  ( >Jax). 

Substituant 
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substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (ù)  , on  a 

s==A — A*x-f-A3xa — A^x3. . .±(au**+  ^)x"+'  . .(c), 

les  signes  supérieurs  lorsque  n est  un  nombre  impair , 
les  inférieurs  dans  le  cas  contraire  ; donc 


fzdxt=.  Ax‘ 


Air*  . Air1  Air'* 


a 

±—  (A^dz-^-)] 

n-f-2  \ u-f-i/ 

Or  l’équation  (453)  qu’on  peut  écrire  ainsi  qu’il  suit  , 

ly  — fzdx  , 

étant  complétée  en  y ajoutant  le  logarithme  d’une 
constante  arbitraire  c,  donne  ly  — fzdx le,  ou 

= e fzcix , d’où  y ~ ce^x  : développant  en  série 


4 

rn-+-a 


■(«0* 


le  facteur  exponentiel,  on  a 

y—c  [_ 


ér£  + (Jrr!+«cU- 


et  substituant  la  valeur  de  / zdx  donnée  par  l'équa- 
tion (d)  , en  ne  poussant  le  calcul  que  jusqu'au  terme 
où  x est  élevée  à la  puissance»  + 3 , on  aura,  toutes 
feductions  faites, 

, . caxnJr* 

y~C  C X (»+0(«+2)  ! 

ou  , à cause  de  l’arbitraire  de  la  constante  c qfcie  celle 

A ,qul  est  la  seconde  constante  arbitraire  quMioit  en- 
trer dans  l’équation  primitive  de  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre  (455) , faisant  c'  ±=  c A,  on  aura 
, cox"’*’* 

)'=c+CI-77Tâ7^ (O* 


(»  + i)  (n-f-a) 


2. 


>9 
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Ayant  les  trois  premiers  termes  de  la  valeur  de  y en 
série  indéfinie  , il  nous  sera  aisé  de  prolonger  cette  série 
$us$i  loin  que  nous  le  voudrons.  En  effet , soit  fait 

y=c+ 

+ etc (/)  , 

toutes  les  lettres  grecques  représentant  des  quantités 
constantes  indéterminées.  DilFérentiant  deux  fois  de 

Q 

suite  l’équation  (J),  ona  ddy=  — £ acxK — <t£(£-i)x 

-y»(û>-i)-J'À(x-i);ç^~a-s6(8-i)x®"2-5r'ar('W--i)x'1lr’33djc*. 
Substituant  cette  valeur  de  ddy , ainsi  que  celle  de 
y , £ équat.  ( f)  ] , dans  la  proposée  (455)  , et  divisant 
par  dx* , il  vient , toutes  réductions  faites  , l’équation 

aCÇ—  i)xC"a+7»(<a-i  )x®"9+<r*(A-i)x*_  2 
-î~7r'trQv-i)x'w~u-j-  etc.=| 
f<Z*  can+a—a*xC+n, 


— c ax 


— f— s6(9—  1 )x:° 
-M+; 


(g) 


C«+0(«+a) 

— ayxa~^~n — ufxK+n  — etc. 

dont  le  nombreconvenable  des  indéterminées  exprimées 
par  les  lettres  grecques,  permet  de  faire  chaque  terme 
du  premier  membre  égal  à celui  qui  lui  correspond  dans 
le  second  , et  par  conséquent  de  satisfaire  à l’équation 
(g)  , indépendamment  des  valeurs  de  x , ce  qui  donne 
la  suite  d'équations 

C — £=n-j- 1,  etC(G — i)  = — ac , u — 2=2/1-+-  a, 

, x ta* 

y 1 (» — 1 )—  -, — ; — r> — j — r , A — 2=6+/i , 

* V (»+0(/J-f-2) 

— 1)  = — actfi  — 2 = a -j-n,  tQ'Q — 1)=  — ay , 
<* — a=  A-f-  ( <v — 1 ) = — a<f , 
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d’où  l'on  tire  >■.<.'  . ! . 

gr"+ ’ «=aÇ/z-hs>), 

l X2«+5K"4-^)1  ’ ASÎî3,,  + :3  > 


a9i 


«<,c> 


^ a (ri  -f^5  (Vn+5)(n-t-a  ) * 

_____ — a3c 

~~  a . 3(n+ 1 (n-f-a)  * ’ *==3(n+?')  • 


<r:±= 


1:  t+-  ci*tf  # • .:  . 

a .3(B+3)(2ii4-5X3'H**7X,H-2)i  ’ EtC> 


]| 


Substituant  ceé  valeurs  dans  lYqoatiofl  (f  ) , il  vient 
celle 

r <rr*4‘*  ' n*. 

L 1 *0»-f  0(«4-a) + 1 . 2(/i4-i)(2H43x«+âx 

a!xX<"«0 

r . âïi  (n+  0(2«+b)C3n+5)Cft+3)3+etC 

L^fr.. , • • - ■ n*^*44  | 

L i.(«-f-3)(n-+-a)  ^ 

.■•_  - - e,x3*H^  _ -*q  | 

î.a.  3(n + 5)  (anH-5Xbrt-f-7) +etc- J I 

«jui  est  l'intégrale  demandée,  et  dont  on  peut  sans 
autre  calcul , prolonger  les  denx  séries  d’après  la  loi 
qui  régit  chacune  d’elles,  et  qui  se  manifeste  d'une 
manière  évidente. 

Il  y a différentes  valenrs  particulières  de  n qui 
rendent  la  valeur  précédente  de  y en  partie  ou  en  tout 
Infinie*,  il  fafdra  donc  dans  ces  cas  chercher  de  quel- 
qu’autre  manière  la  solution  complète  de  l’équation 
(455)  ; c’est  à quoi  nous  parviendrons  après  avoir  résolu 
1*  problème  suivant. 

* 

, *Ô** 


,...(455), 


Digitized  by  Google 


aga  intégration  bes  différentielles 
45g.  Problème.  Connaissant  F une  des  deux  inté- 
grales particulières  de  [équation , 

d’ÿ  -f-  Xdydx  + y^dx'=;o  [equat.  (45a),  art.  4$7^> 

que  F on  obtient  de  F intégrale  complète  en  faisant  F une 
des  deux  constantes  arbitraires  c ou  c' = o,  trouver 
F autre  intégrale  particulière , et  par  conséquent  l’in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

Solution.  Soit  y = cf  (x) . . . (a) 

l’intégrale  particulière  connue , et  représentant  par 
ç>  (x)  , une  fonction  inconnue  de  x , soit 

y = cf(x)<p(x) (b) 

la  seconde  intégrale  particulière  cherchée.  DilFérentiant 
deux  fois  de  suite  l’équation  (b)  , substituant  les  valeurs 
< résultantes  de  dyetddy,  ainsi  que  celle  de  y [éq.  (6)], 
dans  le  trinôme  qui  forme  le  premier  membre  de  l’é- 
quation (45s) , il  est  clair  que  l’équation  ( b ) étant 
l’une  desdeux  intégrales  particulières  de  réquation(452), 
le  résultat  de  cette  substitution  sera  égal  à zéro , et 
on  aura  par  conséquent. 

ç('X)[cddf(x)+cXd(fx)dx+rf;f(x)dx%]+(j{x)dd<p(t) 
-\-acdf  (x)f/f(x)4-cXy’  (x)d^(x)<£r=o (c). 

Or  le  facteur  de  $>(x)  , n’est  autre  chose  que  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (45a)  , dans  lequel  on  a 
substitué  à la  place  de  y , dy  et  ddy  , la  valeur  de  y , 
£ équat.  (a)  3 , et  les  différentielles  première  et  se- 
conde de  cette  valeur  ; donc  , puisque  l’équation  (a) 
est  par  hypothèse  l’une^des  deux  intégrales  particu- 
lières de  l’équation  (45a)  , il  s’ensuit  qfce  le  facteur 
trinôme  de  <p(x)  dans  l'equation  (c)  est  — oj  on  a donc 
aussi 

f (x)drfç(x) -}-2dfÇr)dq(x)  -J-Xf  (%x)df(x)dx~0....(d), 
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et  faisant 

d<p(x)=q/ (x)t£x . . . (e)  d’où  <faf  (x)=uff '(x)dx , 
on  aura  l’équation 

/ (*)  <W  (x)  +3 df  (x)  <p'  n+Xf  (x)  $>'  (x)  dx=  o 
qui  étant  divisée  par  f (x)f  (x)  , donne  celle 

~m-+ 7w+1Ux-°: 

dont  l’iutégrale  est 

lc'<p\x) [ /Çx)]*=— /Xdx, ou  c>'(x)[/Çx)]*=  t~fXdx 
d’où  l’on  tire 

e—fJCdx 

f,(l)=TO': 

mais  l’équation  Çe)  donne  ç(x)  = fp\x)dx , donc 

e-£Xdx 


f(x)ss\Æ 


dx 


'[/C*)? 

substituant  cette  valeur  de  <p  (x)  dans  l’équation  (b)  , 
on  aura  pour  la  seconde  intégrale  particulière  de  l’é- 
quation (45s) 

r é~fXdx 

■ y=M7zmrdx-  . 

et  par  conséquent  l’intégrale  entière  et  complète  de  la 
proposée  est  . i ^ / 

y=/(x)[c  + S * • • «57)  » 

en  représentant  par  c'  la  quantité  constante  arbi- 
traire 

c ‘ , , ...  . 

Exemple.  Sachant  que  l’équation 
x*  ( lx  — 1 ) ddy  — xdydx  -J-  ydx*  = o 


(/) 


* 


2.94  1NTÉGBATJOK  DES  DIFf  ÉREXTIELL  ES 

a pour  Vune  de  ses  deux  intégrales  particulières 


, \ • y st*  ex .-%(£)*• 

trouver  l'intégrale  entière  et  complète  dt  la  propo~ 
«*(/)•  ' 

* 

Divisant  l’équation  (/)  p4rx’(/x-i),  et  comparant  l’é- 
quation résuîtaute  avec  celle(45a),  on  a X= 

. • Cf— 

donc  e~-^XrfÆ=  e.  lx  '—e 
que  f (x)  ==  sp  > on  aura 


a(Lv-iŸ 
= /x  — i ; et  pujs- 


r = x[c + c'(/"^ ~/ÿ )]  P*”*-  WW. 

//xdx  /x  t /Vx  1 

— 3=-T-;',-yrF=i 


donc 


ce  qui  est  l’intégrale  conjplète  de  la  proposée  (/’). 

4G0.  Nous  allons*iuaintenant  nous  occuper  des  cas 
où  certaines  valeurs  particulières  de  «,  mettent  en 
défaut  la  solution  par  approximation  (456)  de  l’équa- 
tion (455)  : le  premier  de  ces  cas  que  nous  considé- 
rerons, est  celui  où  n == — a,  c’ost-â-dire  cëlui  où 
l’on  a à résoudre  l’équation 


^v  + ^~=--o,....(458)i 


car  alors  chacune  des  deux  séries  qui  composent  la 
valeur  approchée  (456)  de^ , devient  infinie  çn  gran- 
deur. 11  faut  donc  chercher  de  quelqu’autre  manière 
l’intégrale  complète  de  l’équation  (458)  ; c’est  ce  qui 
va  être  l’objet  de  nos  recherches  dans  cet  article, 
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Soit  fait  yxzcx" (a), 

en  représentant  par  c une  constante  indéterminée  ar- 
bitraire , et  par  et  une  constante  encore  indéterminée , 
mais  non  arbitraire  , et  dont  nous  allons  déterminer  la 
valeur  de  la  manière  suivante.  Différentiaut  deux  fois 
de  suite  l’équation  (a)  , ce  qui  donne 


ddy  = cet  ( et  — 1 )x"  a<Zr* , 

substituant  cette  valeur  de  ddy  , ainsi  que  celle  de  y 
£ équat.  (a)  3 dans  l’équation  ( 458  ) , enfin  divisant  le 
résultat  par  on  a l’équation  complète  du  se- 
cond degré  — ei-f-a—o  , d'où  l’on  tire  et—  ■’  ^ , 

et  substituant  cette  valeur  successivement  avec  le  signe 
H- et  ensuite  avec  le  signe  — dans  l’équation  (c),  ea 
accentuant  c dans  la  seconde  substitution,  on  aura  les 
deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (458);  ainsi 
l'intégrale  totale  et  complète  de  cette  dernière  équa- 
tion est 

*+V0— 4a)  i—  ✓(»— i") 


— ex 


-f-  c'x 


[ * 3 Cette  intégrale  que  nous  avons  tout  de  suite  déduite 
d'une  seule  intégrale  particulière , à cause  du  double  signe  qui 
précède  v’  ( t — 4a  ) • P*ul  cncorc  se  déduire  aisément  de  la 
formule  (457)  [art.  45g]  ; car  ayant  trouvé  que  l’une  des  deux 

»-t-  V(i— 4 «) 


intégrales  particulières  est  y = ex  a , d’uù  f(x)rx 

»-*-✓(»  — 4a)  . . ..  _ 

x a , et  d'ailleurs  X étant  dans  ce  ce  cas  ci  = o,  la  for- 

, 4 «) 

mule  ( 45y  ) donne  y —x  a.  fc  + c'j  Or 

P <ix  a-VO-4-l  L . J J , 

J = — "v/',_v,yi  donc  représentant  toujours  par  c' 
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Cette  valeur  de  y est  affectée  d’imaginaires  lorsqu© 
a étant  un  nombre  positif  dans  la  proposée  (458),  on 
a de  plus  a ; car  alors  l’équation  (45g)  se  change 
en  celle 

Ev/(4«— i)y/—  t — v'(4«— i)  >/-r 1 "1 

ex  2 -f -c'x  2 

Mais  il  est  aisé  d’éliminer  l’imaginaire  \/ — i , en 

± y/(4 n — l)  s/ — t — QV1 — ■ . 

observant  que  x 2 = e 

— cos  lx  ± ! ain  ; donc 

pour  le  cas  de  ç.  )>  £ , on  §t  la  vraie  solution  de  1 équa- 
tion (458),  qui  est 

y—  Vx[c  co»*^° — — /x+c'sin— — — /x~ J- (45®)- 

Il  peut  encore  arriver  que  a = alors  l’une  et  1 autre 
solution  (45g)  et  (460)  ne  donnent  plus  que  l’intégral© 
particulière 

y=c\/x (c) , 

de  l’équation  (458)  qui , dans  le  cas  que  nous  con- 
sidérons , devient  • - • 

+ = ° <*».  ' 

Mais  d’après  ce  qui  a été  enseigné  à l’article  4%  » 
il  nous  est  aisé  de  trouver  l'intégrale  générale  de  la 
proposée  (461).  En  effet,  comparant  cette  dernière 


la  quantité  constante  arbitraire  ---  ,,  ,,n  aura  l’équation 

i-e- y^(t — ’j'd 

y.— a a [ c c'ar-V't'-t")]  qtti  se  réduit  à celle  (459) 
lorsqu'on  effectue  la  multiplication. 
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équation  avec  celle  (452),  £art.  457,  et  répétée  à 

l’article  45g  3»  onaX=o  et  g = ; de  plus  l’é- 

quation (c)  comparée  avec  celte  (a)  de  l’article  (45g) , 
donne/* (x)  = y x ; donc  substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  (457)  , £ art.  45g  3 » il  vient 

y=yx[c  + c'/§3’ 

et  intégrant , on  a pour  intégrale  générale  et  complète 
de  la  proposée  (461),  l’équation 

y =.  \/x  £ c -f-  dix  3 ..... . (462) . 

46i.  La  formule  générale  (456)  de  solution  par  ap- 
proximation de  l’équation  (455)  , ne  donne  que  l’une 
des  intégrales  particulières  et  par  approximation  de 

î — 2 m 


cette  dernière  équation,  i°.  lorsque  n 
( 1 -f-am) 


. lors- 


m 


que  n : 


en  représentant  par  m un 


nombre  entier  et  positif  ; car  dans  le  premier  cas , la 
première  série  de  la  formule  (456)  a tous  ses  termes 
divisés  par  zéro  , à partir  de  celui  où  le  coefficient  de 
n dans  le  dénominateur  est  = m (*)  ; mais  la  seconde 


(*)  En  effet , le»  coelffciens  de  n dan»  cette  première  série , for- 
mant la  progression  par  différence  -î  1 . 1.3.4 m , en  s’arrêtant 

au  m‘e“e  terme;  les  nombres  qu’on  ajoute  à n , an , 3 

forment  la  progression  par  différence  ; I.3.5.7 1 -t-î (m — t); 

donc  au  terme  d«e  la  se'rie  en  question  où  il  commencera  à y avoir 

au  dénominateur  m facteurs  binômes  n -t- 1 , an  3 , 3«  -1-  5 

le  dernier  ou  mUmt  facteur  sera  mn  -t- 1 + a (m—  1)  ou  mn-f-am — 1 , 

mais  par  hypothèse  n = 1- — — 5 donc  ee  facteur  sera  1 — am 
•f-  a m — 1 = o. 
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•érie  conserve  tou»  ses  termes  de  valeur  significative 
et  de  grandeur  limitée;  donc,  représentant  par  S' cette 
série,  on  ne  devra  conserver  de  l’intégrale  générale  (456) 
que  l'intégrale  particulière 


d’où  l'on  conclura  que  l’intégrale  générale  de  la  pro- 
posée est  . ' 

y = S'  [ c'  +cf  £Q...(4G3),  [èq.  (457),art.4591. 

De  même  dans  le  second  cas,  la  première  série  de 
l’équation  (456)  conservant  ses  termes  de  valeur  signi- 
ficative et  de  grandeur  finie  , ceux  de  la  seconde  , à 
commencer  du  (»i*f  1 )'*"*  terme  , seront  infinis  (*)  ;* 
ainsi  on  ne  devra  conserver  de  l’équation  (456) , que 
la  première  série  , et  représentant  cette  sérié  par  S , 
il  s’ensuivra  que  l’on  n’aura  que  l’intégrale  particu- 


mais  par  le  moyen  de  la  formule  (457)  , [ art.  45g  ] , 
on  en  conclura  que  l’intégrale  générale  de  la  proposée 

est  , 

^=s[c-M'/ÿ}.....(4*4). 


(')  En  effet  , le*  premiers  termes  rie»  far  tenu  binômes  do 
(ni-*-!)''***  terme  formant  la  progression  pur  différence  4n.an.3n 

mn,  les  second»  termes  forment  la  progression  par  différence 

43. 5.  .3+  a(m-^i)}  donc  le  m*«“*  facteur  binôme  dé  ce 

terma  sera  mn  3-f-  a-{ nt  — r)  ou  mn  -p  im  -p.  i ; mais  par  liypo- 

( j -4-  an»  ) ■ . „ 

thèse  on  a n = — — — - — donc  ce  facteur  sera  — i anr 

m ' 

+ u»  + i=  s. 


.* 
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Exemple.  Intégrer  par  approximation  l’équation 

ày+^~r==° 00  » 


Comparant  cette  équation  ayec  celle  (455)  , il  vient 

a = i et  n= 1 = ■ ~ 2 — , en  faisant  dans  cette 

dernière  formule  m ~ 1 ; donc  n’ayant  egard  qu  a la 
seconde  série  de  la  formule  (456)  , on  a 

y = (, c'S')  =. i Qr  - £ + 77^3 - 

‘ i . a4. 3a.  4 • 5 J 

Elevant  la  série  entre  crochets  à la  puissance  — a par 
la  méthode  enseignée  à l’art.  33  ( tom.  I , pag.  46)  , et 
multipliant  le  développement  par  dx , on  trouve  bien 
vite  que  * 

éî — *5  . agjf  a etc> 

S'*  X1  ^ Æ ^ 1 * ^ 73  ‘ 80 


d’où 


f^=-t+fa+H+iâ£+|i+«c. 

J W*  X ~ ‘ 13  . l44  ~ 80  * 

Multipliant  cette  série  par  cS'  ex  — + etc.^ , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (463) , on  a , 
foutes  réductions  faites , 


y = (c'+cér)  (x  — Ç + ^ — etc.) 

— cfi  — - x — -cc*-4-  — x3  — etc.'), 
\ a a 7a  - / 
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ce  qui  est  l’intégrale  par  approximation  de  l’équation 

proposée  (a). 


462.  L’application  que  nous  avons  faite  de  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  457 , pour  résoudre  par  ap- 
proximation l’équation  générale  (45a),  dans  le  cas  où 
l’on  a dans  cette  équation  X=o  et  ç=axa,  étant  suffi- 
sante pour  faire<fconnaître  au  lecteur  comment  il  doit 
opérer  pour  toute  autre  valeur  des  fonctions  X et  £ 
de  x,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  s 
résolutions  par  approximation  -,  mais  avant  d’abandon- 
ner entièrement  ce  sujet  , nous  pensons  qu’il  est  à 
propos , et  même  très-utile , comme  nous  le  verrons 
tout-à-I’heure , d’observer  que  l’intégration  de  l’équation 


du-\-u*dx  -f-  axndx  = o . 


■O) 


du  comte  Riccati , peut  aisément  se  ramener  à cellede 
l’équation  (4^5).  En  effet , faisant 


(£). . .y=efu*K,  d'où  ^ = udx. . . (c) , 
(d)...u*dx»=  et  dm£r=Æ  — 

• J JJ 


ensuite  multipliant  l’équation  (a)  par  ydx , ce  qui 
donne  celle 


ydxdu  -f -yu*dx*  -f-  ayx’'dx*  — O, 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeursde 
dxdu  [éq.  (e)3  et  de  u*rf.r*[éq . (d)3.on  a.  toutes  réduction# 
faites,  l’équation  (455)  qui,  étant  résolue , donne  y=fx, 

d’où  ^ou  dlyxsdlfx\ or,  de  l’équation(c)  on  tire  , 

donc 
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Soi 


ce  qui  est  l’intégrale  de  l’équation  (a). 

463.  Cette  manière  de  ramener  l’intégration  de  l’é- 
quation du  comte  Riccati  à celle  de  l’équation  «55)  , 
peut  être  souvent  utile  lorsque  la  première  de  ces  équa- 
tions n’est  pas  séparable , et  qu’on  veut  cependant  la 
résoudre  par  approximation  ; elle  peut  même  être  encore 
utile  lorsque  l’équation  du  comte  Riccati  étant  sépa- 
rable, le  nombre  représenté  par  n est  tel,  que  l’inté- 
gration de  l'équation  (455)  peut  s’effectuer  exactement, 
et  est  plus  aisé  à obtenir  que  celle  de  l’équation  (a). 
Par  exemple , soit  proposé  d’intégrer  l’équation 

du  + ustir+-^;=o (g). 


qui , comparée  avec  l’équation  (a)  , donne 


a=~  et  » = ■ 


■ a. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (455) , on  a 
celle 

Bydx3 


ddy 


3tix* 


qui  est  de  la  forme  de  l’equation  (458),  [[art.  4^°3  * et 
dont  consequenunent  l’iutegrale  donnée  par  l'equation 
(459)  est 


y — ex' 

donc  l’équation  (f)  donnera 


4- ex 
cmle 


/Ts  • 


u = - 


5cx3-\-  c' 
6x(cxM*  O 


3oa  INTÉG.  DES  DIPP.  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS 
ou,  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  c',  et 

* Q 

représentant  la  quantité  constante  arbitraire  -,  par  c, 

C- 

on  aura 

5cx7-f-  i 

“ = \ 

6x  (ex3-)-  x) 

ce  qui  est  la  solution  complète  de  l'équation  (g),  et que 
nous  avons  obtenue  avec  beaucoup  moins  de  calcul  par 
le  moyen  que  nous  venons  d’employer,  que  si  nous 
nous  étions  servi  de  la  méthode  enseignée  à l’article  35 1 , 
en  transformant  la  proposée  en  une  équation  homogène, 
•t  intégrant  cette  transformée,  (art.  33<j). 
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SECTION  IV. 

Supplément  aux  trois  premières  Sections, 


CHAPITRE  I“. 

Intégration  simultanée  de  certains  systèmes 
d’équations. 

464-  Nous  ayons  déjà  fait  voir  à l'article  44^,  com- 
ment, étant  donné  un  système  de  m — 1 équations  li- 
néaires d’un  ordre  quelconque  n entre  un  nombre  m de 

variables  u,  x , y,  z on  doit  s y prendre  pour 

trouver  les  valeurs  des  variables  u , ÿ,  z. . . . , en  fonc- 
tions de  x qui  satisfont  simultanément  aux  m— 1 équa- 
tions proposées.  Nous  allons  dans  ce  chapitre  nous  occu- 
per des  mêmes  recherches  pour  certains  autres  systèmes 
d’équations,  etcommençant  par  celles  du  premier  ordre, 
nous  nous  proposerons  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de 
y,  et  de  2 en  fonctions  de  x qui  satisfont  simultanément 
aux  deux  équations 


(A.z  •+•  By)ir  -f-  Dda  -f-  E dy  = X<ir  l 

= idx  )• 


. . (4S5) 


(Hz  -f-  Iy  )dx  R dz  -f>  L dy 

dans  lesquelles  les  lettres  A. . .E,  H. . .L  représentent 
des  quantités  constantes  déterminées , et  X , £ des  fonc- 
tions quelconques  de  x.  / • 
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Eliminant  successivement  dy  et  dz  entre  les  deux  équa- 
tions (465) , on  a les  deux  suivantes 

[(AL— EH)a  +(BL— El  )/Jdx-+-(DL— EK)<fe  ) 

= (LX— E|)dx( 
[(DH— AK)z+(DI— BK.)y]dx+(DL— EK)dy 

= (D£— KX)dxJ 

lesquelles  étant  divisées  par  DL  — EK,  et  faisant  pour 
abréger 

AL— EH  BL  — El  LX—  E£] 

DL— EK'  “DL— EK’ A~Dt— Ek( 

DH— AK  DI  — BK  D£— KX  j*4bb'  ’ 

m DI EK*  n“DL— EK*  ^ DL — EK  J 


.(467) 


se  réduiront  aux  deux  équations 

(as  4-  by)dx  -f-  dz  — X'dx  1 
(ms  + ny)dx  + dy  = %dx  J * 

Multipliant  la  prèmière  de  ces  équations  par  un  facteur 
indéterminé?,  et  ajoutant  le  produit  avec  la  seconde 
équation  , on  a celte 

[(a£ -j-m)z+(è£-t'n)y]dx+ Gdz~\-dy  = [f X'+ f'  ~]dx , 


ou 


(W+  n^^n^+y^dx-^dzJrdy,[CX'^  yx  (b) . 

Mais  à cause  de  l’indétermination  de  la  constante  G , 
soit  fait 

# 

* oC+m  d.où  6g 

bG-{-n  26 

t 

or  cette  dernière  équation  donnant  deux  valeurs  de  G 
que  nous  représenterons  respectivement  par  G'  et  G ", 
nous  aurqps  en  substituant  successivement  ees  deux  va- 
leur* 


# 


I 


V 


AUX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  3ô5 
valéurs  de  6 dans  l’équation  (6^  les  deux  équations 

(bC'+n)(£*+y)dx+d&z+y)  = (C'X'+Ç)dxX 
(bC'+nXC"zr+y)dx+d(Cz+y') =(£"X'4  f )(bcf • 
ou  faisant  pour  abréger 

p'  = b€'  + n,  u'  = Cz  + y,  X'=C'X'+f  i 
p"  = bC  + n,  u'=C"z+y,  |'=C"X'+f 

on  aura  les  deux  équations 

p'u'dx  + du'=X"dx 
p"u"dx  + du."  — qj’dx , ' 

qui  étant  de  la  forme  de  celle  (ag8)[art.  54a],  ont  res- 
pectivement pour  intégrales  complètes  les  équations 


u'  = e~P'z  (c  -f-/X  V'x<£r)  i 

u*= rt'*(c,+/çV"IJx-)  )••••■’ W7°) » 

dans  lesquelles  c et  c'  représentent  des  constantes  arbi- 
traires. Mais  des  seconde  et  cinquième  équations  du 
groupe  (469)  combinées  ensemble,  tirant  les  valeurs  • 
de  y et  de  2 , on  a 

f C'u"-rC"u'  u'—u"l  ,, 

\y-~  ?_Q"  * *— 

et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les  va- 
leurs respectives  de  C , C ",  u'  et  u"  [equat.  (468)  et 
(47°)],  on  aura  les  valeurs  demandées  de^  et  de  2. 
Exemple.  Etant  données  les  équations  différentielles 

(44a  -f  4a,ÿ)dx  -f-  4<k  + 9 dy  = xdx  1 
(3 ifi  + 38 yjdx  4-  3da  4 7 dy  = ezdx  J ' * ' ^ * 

de  deux  surfaces  courbes , trouver  les  équations  primi- 
tives des  projections  de  î intersection  des  deux  surfaces 
sur  les  plans  coordonnés  des  xy  et  des  xz. 

Comparant  les  équations  ( d ) avec  celles  qui  leur  cor- 
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respondent  respectivement  sous  le  n°  465,  on  a A=  44  » 

B=4fl,  D = 4,  E = 9,  X = x,  h = 34,  1=38,  ' 

K = 3,  L =7  et  £=e*.  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  groupées  sous  le  n°  466,  il  vient  a = 2, 
b=  î,  X'=  7X  — gex,  m = 4,  n=5et£'=4e* — 3x. 
Mettant  les  valeurs  de  a,  è,  ni  et  n dans  l’équa- 
tion (468),  on  a C'=i  et  C”  = — 4j  d’çù  p'  = 6 , 
p"  r=  1 , X"  = 4-ï — 5e*  et  = 4oe*  — 3ix  [équat. 

• du  groupe  (469) Di  donc  fX."eF'Idx  = 4 fxe6xdx 
■ — 5/ elxdx  — | e6x(x  — |)  — f e7x[voy.  la  formule  (2 1 4) 
art.  266  D , et  f^"ei‘”xdx  ■=  ipfé‘xdx — 3 1 f xe*dx 
5=  2oeax — 3ie*(x—  1).  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  (470)  , on  a 


11'  = ce-6* -f  f x — 5 ex  — ±, 
et  u"=c'e~x  — 3ix -f- 20e* -f- 5?  , 

Enfin  mettant  ces  valeurs  de  v!  et  de  u , ainsi  que 
celles  de  C et  C dans  les  équations  (47 O,  on  a pour 
, équations  de  projections  sur  les  plans  coordonnés  des 
xy  et  des  xz  de  l'intersection  des  deux  surfaces,  celles 


y — 4 te-6*  + de  *4yeI — -g 

z = ce"6*—  ifeTx  — ^2  e*  4 ~ 
7 3 


56 

x . 

9 


465.  Tant  que  b et  ni  sont  dè  même  signe,  ou  qu’é- 
tant de  signes  contraires,  on  a ^bm<^  (a  — n)*,  il 
est  clair  qu’il  n’y  a rien  à changer  aux  résultats  trouvés 
dans  l’article  précédent.  S\îais  si  b et  m sont  de  signes 
contraires,  il  peut  arriver  i°.  que  i,bm  = (a  — n)*, 
ce  qui  donne  £'=£";  20.  que  4 bm  >(  a — n )a , ce  qui 
rend  les  valeurs  de  C'  et  de  6"  imaginaires.  Nous  allons 
dans  cet.article  examiner  le  premier  dç  ces  deux  cas  qui 
semble  offrir  beaucoup  de  difficultés,  car  C'  étant 


* 
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chaque  couple  d'équat.(c)  et  (470)  [art.  4^4]  5fi  réduit  à 
une  seule  équation,  et  les  équations  (471)  donnentj'=^ 
et  z — § , sans  pouvoir  déterminer  à priori  les  valeurs 
de  ces  fractions  vagues  £ par  les  méthodes  enseignées 
au  chapitre  VlIIdu  Calcul  différentiel , (art.  Go. .67  ). 
Mais  toute  la  difficulté  disparaîtra  , si  nous^arvenons 
à éliminer  des  valeurs  de  y et  de  z les  quantités  qui 
constituent  la  différence  de  G'  et  C , ainsi  que  des  autres 
élémens  du  calcul  , qui  ne  diffèrent  entre  eux  qu’au- 
tant  que  G'  et  G"  sont  différens.  Pour  parvenir  à ce 
but , soit  fait 


•••  (47 a)  et«=s 


y/ 4bm  -f -(a  — ii)* 
~ ^ ab  ' 


ce  qui  donne  G'  = q -f-  u et  G"  =2  q—  » [ éq.  (468)  3. 
Les  intégrations  des  équations  (47°)  donnent  pour  u' 
et  u"  deux  valeurs  en  fonctions  de  x , qui  diffèrent 
entre  elles  tant  que  G'  diffère  de  G “ ; soit  donc 


{ «'  = F (x)  +/  (x)  et  u"  = F (x)-/(x)} . . . (u)  : 
substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (471) , on  a, 
toutes  réductions  faites,  y=F(x) — q — et  a=  ■ 


donc  t y = F (x)  — qz (473) , 

d’où  dy  = dF  (x)  -*-qdz.  Mettant  ces  valeurs  dey^  et 
de  dy  dans  la  seconde  des  deux  équations  (467) , il 
vient  celle 

* + (-)-»■)  »^="F  „M74)[ 

qui  est  de  la  forme  de- l’équation  (398) , (art.  34a)  , et 
dont  conséquemment  l’intégrale  sera  immédiatement 
donnée  par  l’equation  (299).  Ayant  la  valeur  de  z en 
fonction  de  x,  il  n'y  aura  qu’à  la  substituer  dans 


3o8  - supplément 

l’équation  (47$)  > et  l’on  aura  Par  c0  moy«n  Ie*  deux 

équations  primitives  demandées. 

f Exemple.  Trouver  les  valeurs  dey  et  de  z en  fonc- 
tions de  x,  qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équa- 
tions m 

( i iz  + 3t y ) dx  4-  4dz  +*9cly  = e * 

• (8z  -f-  a4y  )dx  + 3dz  4 ydy  = es®. 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (465),  on  a 
A=  1 1,  B==3i,  D— 4>  E=g , X = e®,  H==  8,1  = 24, 
K = 3,  L = 7 et  ^=e5X  : substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  (466) , il  vient  a sac  5,b=i,  X' rraye^ge**, 
jn  = — 1 , n=  5 et  £'  = 4e**  — 3e*  > donc  q = 1 
[equat.  (472)3  et  l/ 4EÔÏ  4-  (a — n)*=o,d’où  ^ =C"=i 
ce  qui  donne  / (x)  = o,  et  par  conséquent  u'  = F (x), 
f équat.  (a)  3 » niais  p'  —4  et  X"  = 4e*  — 5e’*  C lW 
et  3'“"  équations  du  groupe  (4^9)3  donc  u‘  ou 
F(x)  = e-4®(c44/e5xdx—-  5fes*dx)  [ire  éq.  (47°)3 
— ce-4®  4 | e®  — f e**  ; donc 

dF(x)=(  — 4ce-4*  + tex—  53e’®)dx  : 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (474)  > d vient , 
toutes  réductions  faites  , 

dz  + 4zdx  = ( ^ e®—  ^ e»®  — ce- 4*)<iXj 
et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (399)  £ art. 
342],  on  a pour  la  première  des  deux  équations  de- 
mandées , 

z e®— e*®—  exe-4®  4 *'e-+® 
substituant  cette  valeur  de  z ainsi  que  celles  de  F(x) 
et  de  q dans  l’équation  (473)  , il  vient 
c ( t 4- 35  ) — c' 

y — - 


e4® 


19  e»*  _ IL  6* 
36  s5 


qui  est  la  seconde  des  deux  équations  qu’on  cherche. 
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466.  Si  b et  m étant  de  signes  contraires , on  a 
4bm^>  ( a—  n )* , alors  les  valeurs  de  C et  de  C"  sont 
imaginaires  £ équat.  (468)  3 , ce  qui  rend  aussi  imagi- 
naires les  valeurs  de  p'  et  flep",  ainsi  que  celles  de  X' 
et  de  4*[  é^uat.  (489)].  Mais  la  marche  du  calcul  pour 
l'intégration  reste  la  même  que  celle  indiquée  à l’ar-» 
ticle  484  , si  ce  n'est  ^u’il  faut  substituer  aux  quantités 
exponentielles  imaginaires,  telles  que  leurs  va- 

leurs trigonométriques  cos  gx  i y'  — 1 sin  gx.  Par 
exemple  , soit  proposé  d’intégrer  simultanément  le  sys- 
tème des  deux  équations 


(az-f  3iy)dx+4dz.+  $dy=zexdx\  . 

(z  -4-a4y  }dx  +3dz  + 7dy  = Zdx  / 

On  trouve  à l’ordinaire,  par  le  moyen  des  équations 
(466),  (468)  et  (469),  que  a=  5,  b = I,  X.'=yex — 27  v 
m = — z , n = 3 , = 12  — 3e*,  C'  —1  1/  — 1 , 

— 1 — V — 1 > p'  =4+  V ' — 1 > p“—4 — V — 1 • 
X'=  (4+7  v — 1 > e*—3  (5 +9^—1  ) et 

=*=  ( 4 7 V — : h 

tituant  ces  quatre  dernières  valeurs  dans  les  équations 

(47°)  , on  a celles 

1/  = e— *x  [ (4  -f-  7 V/  — 1 ) /è5*  cx^~'dx 

— 3(5  + 9 V/  — 1 ) / eî*  exv'~'dx  + c J 


uB=  e [(4  — 7V/— 1)  f^e-^-'dx 
— 3 (5 — 9 y' — 1)  / e4xe_iv'~,d.c+  </  ] ; 
et  passant  des  quantités  exponentielles  imaginaires 
e--^'1  aux  binômes  trigonométriques  cosx:±ainxV/-i, 
‘1  vient  . 

u',  = e~*1'(cosx—  t/ — 1 sinx)[(4+7  y/ — i)(  fi^co&xdx 
+V/— 1 /e5x  sin  xdx  ) —3  ( 5+9  \/ — 1 ) ( fe*x  cos  xdx 

+ — 11  fc4*  sin  xdx)  + c] .(b)  ; 

u*=fi-4*(eos  x+  v/ — t si  n x)  [(4 — 7 1/—  1 ) ( feixcos  xdx 

— V/— i /ï+sinxdx  ) — 3(5 — ÿ\/ — i)(feixcosxdx 

— V'  — îyè^'sin  xdx ) + d ] (c). 


3jO  - SUPPLÉMENT 

Or  , par  le  moyen  des  formules  (274)  et  (272),  ( art. 

3og)  , on  a 

/ e^coijcdx  = *+»»*) 

20 

f e<*  cosxdx  = ^-C09x+8in^ 

» ' 17 

. , e5*  (5si*r — coi x) 

J er*  sni  xdx  = 

J . a6 

r . , e^I(4sino:  — cosx) 

f eSx  sin  xdx  = — , 

1 7 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (b)  et  (c) , 
et  ensuite  les  valeurs  résultantes  de  u'  et  de  u",  ainsi 
que  celle  de  G'  et  G“  dans  les  équations  (471)  1 on  aura 
les  valeurs  demandées  de  y et  de  z.  Nous  ne  pour- 
suivrons pas  ce  calcul , qui  n’offre  plus  de  difficultés. 

467  Si  DL  = EK , je  dis  que  lesdeux  équations  (465) 
appartiennent  à une  seule  surface  courbe  dont  l'é- 
quation primitive  est  donnée  par  la  combinaison  des  . 
deux  équations  différentielles  proposées  (465)  , et  que 
conséquemment  le  problème  résolu  dans  les  article*  - 
précédens , qui  a pour  but  de  trouver  les  équations 
des  projections  sur  le  plan  des  xy  et  des  xz  de  l’inter- 
section de  deux  surfaces  courbes,  devient  impossible  à 
résoudre  dans  ce  cas  - ci  ; en  effet , de  l’équation 

DL  = EK,  on  tire  K = substituant  cette  valeur 

dans  la  seconde  des  équations  (465) , multipliant  le 
résultat  par  E , et  la  première  des  équations  (465)  par 
L , on  a les  deux  équations  J . 

L ( Az-\-  Ry  ) dx  -f-L  ( Drfe-f- ,Ec?y)  =LXt£r 
E ( Hz-f*  Iy  )dx  4-L  ( Dt/2,4-  E dy)  =E Ç dx  -, 
d’où  éliminant  L(  Ddz-\-Edy  ) et  divisant  par  dx  * 
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il  vient  l’équation  primitive  d’une  seule  surfacê, 

(LA  — EH)  z + Ç LB  — El  ) y =LX—  E;. 

4S8.  Si  DH=AK,  ce  qui  donne  m=o,  il  est 

a- 


clair  que  les  deux  valeurs  successives  de£  seront 

* b 

et  o [ équat.  (468)3  ; ce  qui  donne  f)'  = o,p'=:n, 

X'=iT — X'+f'  etf  =f  [lr*,3“*,  4metet6n,# 

|,quations  du  groupe  (469)  3 et  réduit  les  équations  (470) 
à celles 

= e—  ç c + /X'W*  ) > 
u"  = e itf+f?  e"*d»)  f ; 

enfin  les  équations  (471)  se  réduisent  dans  ce  cas-là 
à celles 


A 


u"  et  z 


(u — u *)  b 


-W)b  y 

a — n f ’ 


•(47^- 


<$69.  Si  BL  = EI,d’où  &=o  , alors  l’équation  (468) 
donne  pour  £ et  tf ” des  valeurs  infinies  ; mais  dans  ce 
cas-là  , remontant  aux  équations  (467)  , la  première  de 
ces  équations  se  réduit  à celle 

azdx  -f-  dt  — X'diç, 

qui,  étant  de  la  forme  de  l’équation  («98)  , ( art.  342), 
donne  tout  de  suite , parle  moyen  de  la  formule  (299)  , 

( c + fX'e**dx) .'..(477)- 

Représentant  cette  valeur  de  z par  f(x)  , et  la  subs- 
tituant dans  la  seconde  équation  du  n°  (467)  ; on  aura 
l’équation 

nydx  + dy=(Ç'  — mf(x ) )dx,  ' 

• t * i 

qui  étant  de  la  même  forme  que  celle  (238),  a.  pour 


SUPPLÉMENT 


3ïfl 

intégrale  , 

y = e-«*  [ c -+-/(£' — m/C*))  e"*<ir  ] «78) . 

Les  cas  de  AL=EH  ,d’où$=o,  et  de  DI  = BK  , 
doù  n=  o considérés  séparément , ou  même  ensemble  , 
n offrent  aucune  circonstance  essentiellement  remar- 
quable. 

470.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  simulta- 
nément le  système  des  trois  équations 
(Az-f-  By-f-C  l Dtfe-f-  Edy-f~Gdt=  X dx  ï 

(Hs+Iy+K  0^-C+Lc?24-Mrfy+NA=  X'<£rL(47<î); 
(Oa+Py+QO^+R^H-  Sdy  +Tdt~X"dx) 

dans  lesquelles  A G , H N,  O T sont  des 

quantités  constantes  déterminées  , et  X , X' , X" , des 
fonctions  quelconques  de  x. 

Par  le  moyen  des  trois  équations  données,  éliminant 
d’abord  dz  et  dy , ensuite  dz  et  dt , enfin  dy  et  dt , 
oi#a  trois  équations  de  la  forme 


(48o); 


( ay  -f-  bz  -j-  et  ) dx  -J-  dt  = % dx % 

( hy  + iz  -f-  kt  ) dx  + dy=  

(my  + nz  + qt  )dx -±-dzz=  £ndx)  % 
ainsi  il  ne  s’agit  que  d’intégrer  simultanément  ce  der- 
nier système  d’équations.  Pour  y parvenir , multiplions 
!a  seconde  équation  par  C et  la  troisième  pare»,  ces  deux 
facteurs  étant  cohstans,  mais  encore  indéterminés;  ajou- 
tons ces  deux  produits  à la  première  équation  du  groupe 
(48o),  et  multiplionsdansl’équatkm  résultante  , le  coef- 
ficient de  dxdansle  premier  membre  par 
ce  qui  nous  donnera  l’équation 


. . ^ I . , £-f-/£-f-re«  . a-f-hC-f-n  i ~~l 


. , C-\-kC^~qa 

dt  -f-6cfy-f-  o>dz-=  CÇ-hCÇ' -+•  dx. 


dx 

(«)• 


\ • 


r 
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Faisons 

b -f-  iC  -f-  no»  ,,  a -f-  bG  -f-  nu  ) fVtL 

c -j-kG-f-  qu  ' G — 'ic'+kC+q»  J 

et  t -f-  a>z  -f  Cy  = u. . f (c)  , 

d’où  dt  -f-  adz  -J-  Cdy  — du , ce  qui  réduit  l’équation 
(a)  à celle 

(c-f-kG +q»  )i«£r-f-  = -j-6Ç'  +<»£*  3 dx..(d). 

De  la  première  des  deux  équations  en*(ù) , nous  ti- 
rons celle 


- g&>*  4-  ( c — «)  * — b 

* i — h ai 


00. 


et  substituant  cette  valeur  de  G dans  la  seconde  équa- 
tion en  {b),  il  en  résultera,  toutes  réductions  faites , 
une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  â a qu’il 
seroit  trop  long  d’écrire  ici;  donc  résolvant  cette  der- 
nière équation  , nous  aurons  trois  valeurs  successives 
de  a , que  nous  représenterons  pâr  e>  , u"  et  o>"  , les- 
quelles successivement  substîtüéesdans  l'équ^io#  (e)  , 
donneront  aussi  trois  valeurs  successives  de  G,  que 
nous  représenterons  par  C , G’  et  G".  Substituant  *>' 
et  C dans  l’équation  ( d ) , ensuite  &*  et  G " ; enfin  a" 
et  C , nous  aurons  trois  équations  différentielles  de 
la  forme  de  celle  (ug8)  ( art.  3 42  ) qui , par  le  moyeu 
de  la  formule  (299)  , donneront  trois  valeurs  succes- 
sives , u' , u"  et  u"  dé  u en  fonctions  de  x ; et  subs- 
tituant successivement  ces  valeurs  dans  l’équation  (c) , 
ainsi  que  celles  o>  et  G'  , u"  et  C , «"  et  G “ qui  leur 
correspondent  respectivement,  nous  aurons  trois  équa- 
tions primitives  entre  les  quatre  variables  t , x , y , z, 
par  le  moyen  desquelles , et  suivant  les  règles  ordi- 
naires de  l’élimination  , nous  trouverons  les  valeurs 
des  trois  variables  t , y et  z en  fonctions  de  x , qui 


3»4  SUPPLÉMENT 

. satisfont  simultanément  aux  trois  équations  propo— 
sées  (47.9). 

47 1 • Scolie.  Des^méthodes  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  intégrer  simultanément  le  système  des  deux 
équations  (4S5)  entre  troisvariables,  ensuite  le  système 
des  trois  équations  (478)  entre  quatre  variables , on 
voit  assez  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  intégrer 
simultanémqpt  un  système  d’un  nombre  quelconque  n 
d’équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  n-j-i 
variables,  parmi  lesquelles  une  seule  varie  uniformé- 
ment , lorsque  ces  équations  sont  chacune  composées , , 
j°.  de  la  somme  des  premières  puissances  des  n variables, 
variant  inuniformément  , respectivement  multipliées 
par  des  coefïiciens  constans  et  déterminés  , multipliée 
par  la  différentielle  de  la  variable  variant  üniformé— 

• ment.  3°.^  De  la  somme  des  différentielles  des  n pre- 
mières variables  respectivement  multipliées  par  des 
coefïiciens  constan*  et  déterminés.  3°.  D’une  fonction 
qu^co^que  de  la  variable  variant  uniformément,  mul- 
tipliée par  la  différentielle  de  cette  variable.  Passons 
maintenant  aux  intégrations  simultanées  des  équations 
différentielles  d’ordres  supérieurs. 

' 472-  Proposons-nous  d’abord  de  trouver  les  valeurs 

de  y et  de  z en  fonctions  de  x qui  satisfont  simulta- 
nément aux  deux  équations  différentielles  du  second 
ordre 

(A^-HBz)t£ra-f-(Crfy-f-Dd!z)£b>fd£rf3y-f  Hriaz:=Xr£r!‘  1 „ 

(Ly+Kz)ctx*+(Ldy+Mdz)dx+lSdy-l-Od’z==  Çdx* } ^ ‘ 

dans  lesquelles  A. . H,  I. . . O sont  des  quantités  cons- 
tantes déterminées  et  X , ^ des  fonctions  quelconques 
de  x. 
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Faisant  {dy  — udx  et  dz=  vdx  } (fl) 

substituant  ces  valeur»  dans  les  équations  (481)  , et 
divisant  par  dx , on  a les  deux  transformées  • 

(Ay4-Bz4-Cu4-Di'  )dx-\-Edu-\-Udv  =Xctr  î 

( Ij+ÿ.z+Lu+Mv)ir-t-JS'Ju+0<ii'  = dx)' 
qui  ne  sont  plus  que  du  premier  ordre.  Eliminant  suc- 
cessivement  du  et  dv  entre  ces  deux  équations  (b)  , 
divisant  par  EO  — HN  , et  faisant  pour  abréger 

EM-DN] 


El- AN  . EK-BN  EL-CN  , 
~',b  fcO-HlV^  EO-HN’ 


EO-HN’ 
_E^-NX 
A EO-HN* 1 
DO-HM 
m ““ EO-HN’ 


AO-HI,  BO-HK. 


EO-HN’"-  EO-HN** 
et  y-OX-Hg 
ct  ? ~ rn  _ H N ’ 


J = 


EO-HN 

co-hlI 


eo-hn. 


on  a , compris  les  deux  équations  (a)  , les  quatre  sui- 
vantes * 

( a y 4-  bz  -4-  gu  -f-  hv")dx  -4-  dv  ■=  X dx 
( iy  - h fi» -h  lu  mv)dx  + du  — %'dx 
dy  — udx  — o 
dz  — vdx  = o 
Multipliant  la  seconde  de  ces  quatre  équations  par  C , la 
troisième  par  « et  la  quatrième  par  h ; ensuite  ajoutant 
ces  trois  produits  avec  la  première  équaÿon  , et  mul- 
tipliant le  facteur  de  dx  dans  le  premier  membre  de  la 

résultante  par  jr  » on’  a ^ ®<Iuat‘on 


u 4- 


b 4-&*  a 

h + niC  — a. 


4.  dx  + dv+Cdu  4-  ^dz  4-  r dy 

= (X'4 -W)dx.. .(e)- 


i 


V 


* 


, Si  6 SUPPLÉMENT 

Faisant 

c g+lC-»  b + &C  __  a -f-  iC  | 

é-^-mC-K*  h-^-mC-A  a /i-f-mC-Aj 

ensuite 

t = v+€u  + >z  + uy (g),  » 

d’où  dt  = dv  + &£u  -f-  A</z  -f-  a cîy , 

l'équation  (e)  se  réduira  à celle 

(h+mC  — A)  tdx  + dt  = (X'+C?  )dx (A), 

qui,  étant  de  la  même  forme  que  l’équation  (rfq  8)  (art. 
34a) , donnera  d’après  la  formule  (399)  , la  valeur 
de  t en  fonction  de  x,  C,  K et  la  constante  arbitraire 
c : substituant  cette  valeur  de  t dans  l’équation  (g) , 
il  viendra 

F ( x,  C , A , c ) =c v -f-  Cm 4**5+  ny ( i). 

Mais  par  le  moyen  des  trois  équations  ( f ) et  suivant 
les  règles  de  l’élimination , on  parviendra  à une  équa- 
tion du  sixième  degré  par  rapport  à C , ce  qui  donnera 
six  valeursde  C en  fonctions’ des  constantes  déterminées 
a,  b. . . £ équat.  du  groupe  (c)3-  Prenant  parmi  ces  six 
valeurs  les  quatre  qu’on  jugera  les  plus  convenables , 
telles  que  les  réelle»  et  commensurables , s’il  y en  a , 
et  représentant  ces  quatre  valeurs  de  C par  C',  C , C* 
et  C"1 , on  eu  conclura  quatre  valeurs  <*  , «*** 

et  a'  , a",  a'"  , A1’  de  a et  de  A en  fonctions  des  mêmes 
constantes  a,  b. . . Substituant  C , a>'  et  a'  , ensuite  C , 
»"  et  a"  , puis  C9,  a"  et  A*  , enfin  £‘ï,  a),T  et  A’*  dans 
l’équation  ( i ) , on  aura  quatre  équations  entre  l^s 
cinq  variables  r, y,  s,  b et  vau  moyen  desquelles 
éliminant  d’abord  z,  u etv;  ensuite  ys  u et  v,  on  aura 
les  valeurs  demandées  de  y et  de  z en  fonctions  de  x. 

U paraît,  d’après  cette  méthode,  que  les  valeurs  dey- et 
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de  z seraient  affectées  de  la  même  constante  arbitraire  c, 
qui  entre  déjà  dans  l'équation  (i)  , quoique  ces  valeurs 
doivent  avoir  des  constantes  arbitraires  différentes  e 
et  c'  j mais  comme  il  est  présumable  que  dans  les  deux 
équations  Snales  , ou  que  du  moins  dans  l’une  des  deux, 
il  y a une  combinaison  de  c avec  quelque  constante  dé- 
terminée, on  pourra  représenter  cette  combinaison  par 
c'  dans  1’ujje  des  deux  équations,  ce  qui  sera  la  cons- 
tante arbitraire  de  cette  intégrale  , dans  le  temps  que 
l’autre  intégrale  aura  pour  constante  arbitraire  la  pri- 
mitive c de  l’équation  ( i ) , ou  sa  combinaison  avec 
quelque  constante  déterminée.  Au  reste,  l’on  pourrait, 
par  le  moyen  des  quatre  équations  entre  x , y , z , u 
et  v , éliminer  d’abord  y , z , v , ensuite  y , z , u , ce 
qui  donnerait  u et  v en  fonctions  de  x \ apres  cela 
substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a) , et  in-  * 

tégrant  en  ajoutant  à la  première  intégrale  la  cons- 
tant arbitraire  c ; et  à la  seconde , la  constante  ar- 
bitraire c' , on  aurait  les  deux  valeurs  demandées  de 
y et  de  z. 

4j3.  Voici  un  autre  système  d’équations  du  second 
ordre  entre  trois  variahles. 

C Ay  -f-  Ba  -f-  D )dxt  -f-  ~ o I 

( ly  -f-  Ka-f-  L )Æc‘  -f  Mdy  -i-  Nrf’a  = oF'1-4  J » 

beaucoup  plus  facile  à intégrer  que  le  précédent  (481). 

En  effet,  éliminant  entre  les  deux  équations  (4 8a)  , 
d*z  et  dy  , divisant  les  deux  équations  résultantes  par 
MH  — EN*,  et  faisapt  pour  abréger 

HI-AN  . HK-BN  , HL-DN  -j 

a— HM-EN’  HM-EN’  HM-EN’/  * 

AM-EI  BM-EK.  DM-EL  p-tW)» 

m ~ HM-EN  ’ " ~ HM-EN’ q ~ HM-EN’J 

« 


> 


♦ 
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on  a 

/ (oy-f  bz  + h )dx'  + d‘y  = 01 
t et  ( my  -f-  nz  -f-  q )dx 4 -f-  e?*z  = 0/ 

Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  pair  le  facteur 
indéterminé  C -f  ajoutant  le  produit  avec  la  première 
équation  en  (a)  , et  multipliant  le  facteur  de  tir’ par 
a-{-mC 

^f’ona 

(a+mC)[y+b-^z  + h±^dx'+d>y+C*z=.o  ..(6). 

Faisant  à cause  de  l’indéterminée  C . C = - — --'f-  , 

a -f-  mC 

d’où. 

£ = n— a±\/4bm-\-(a  — n )» . , 

am. 

et  posant 

>»=r  + «»+^^ «.* 

d’où  tf  u = c?y  + W‘*  • l’équation  (6)  se  réduira  à 
celle 

( a -f-  mC  ) mür*  -f-d*u  =0 (</)  ; 

mais  à cause  du  double  signe  qui  précède  le  radical 
de  l’équation  (484)  > on  a deux  valeurs  successives  de 
C , que  je  représente  par  C'  et  C , ce  qui  donne  deux 
valeurs  successives  de  u dans  l’équation  (c)  , que  je  re- 
présente par  u'  et  u"  ; donc  l’équation  ( d ) donnera 
successivement  celles 

d2u'  = p u'  dx*  | . . 

d’u"  = 

en  faisant  pour  abréger 

{ = — ( a-f-m£')  et  p"  = — ( a -f-  mC*)  }.  .(485). 


) 


* 
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Pour  intégrera  première  des  deux  équations  en  (e)  , 
faisons  dx  :*  vdu' , ce  qui  donne  dx1  = v*du'*  et 

<&£r=  o = vddu'  -f-  dvdu' , d'où  d'u'  = — „• 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  que  nous  vou- 
lons intégrer,  il  vient  ^ = — p'u  du  , dont  l’inté- 
grale est 


— = p'  u '*  1 d’où  v = 


u'Vp' 


et  substituant  cette  valeurde  v dans  l’équation  dx=*vdu\ 

on  a celle  dx  = -r—n  . dont  l’intégrale  est 
« VP  • r 

x==VPl  7 ou  (A 

en  représentant  par  c une  constante  arbitraire. 

Les  deux  équations  en  (e  ) étant  de  formes  iden- 
tiques , il  est  clair  qu’on  aura  aussi  * 

...(g), 

en  représentant  par  c'  une  autre  constante  arbitraire. 

Mais  à cause  des  deux  valeurs  successives  C , C de 
£ et  des  correspondantes  u' , u"  de  u,  l’équation  (c) 
donne  successivement  celles 

{ u'  =y  + C'a  + P'  et  u"  =y  + Cz"  + P"  } (A) 

en  faisant  pour  abréger 

^Or  , éliminant  successivement  z et  y eutre  les  deux 
équations  (A)  , on  a celles 


320  SUPPLÉMENT 

Cu"  — CV4-C"F  — <TP" 

y= 

u'  — u"-f-P" P' 

r— r - 


a = 


■ ( O» 


et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les 
valeurs  de  u'  et  de  u"  [équat.  (/)  et  (g)],  il  vient 
celles  demandées 


C'  c'e*v>"  — C"ee*vr  + C"P'  — £'P" 
y — c — C" 

ce*VT’ — c'e**?"  -f  P"  — P' 

a _ — 


....(487), 


/ 


qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équations  pro- 
posées (482) . * 

Exemple.  Intégrer  simultanément  le  système  des 
deux  équations 

( 5q  — 17V  — 88z)dx*  -f-  8d*y  ,-f  7d*z  = o » 

( 35  — 11^  — 5az  )dx*  + 5d*y  + 4*7.—  0} # * ' ' 

« 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (48a  ) , 
on  a A = — 17,  B = — 88,  D = 5g , E = 8 , H = 7, 

I — — 11  , K=  — 5a,  L=35,  M = 5,  N = 4,  ce 
qui  donne  d’après  les  équations  du  groupe  (483) 

a= — 3,  b= — 4,  h — 3,m=  j ,n  = — 8,  <7  = 5; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 484  ) > il 
vient 

C = — d’où  C = — 1 et  C"  = — 4: 

2 v • 

\ 

Les  valeurs  numériques  de  a , 771 , C,  C substituées 
dans  les  équations  (485) , et  les  mêmes  valeurs  plus  ^ 
celles  numériques  de  h et  de  q substituées  dans  les 

équations 
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«quations  (486)  , donnent 


p'  = 4,  p"=7,  P ' = i et  P"=lf. 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (487)  , on  a 
celles 


Xce>x — c e**'1  1 ce** — c'e**’'7 

* = * 3~ +7et"= 3 


JL 
J4  ’ 


qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équations  pro- 
posées ( k ) . 


474-  Mais  si  les  deux  quantités  p'-  et  p",  ou  une 
seule  d’elles  est  négative,  alors  les  formules (487)  ne 
donnent  que  des  valeurs  imaginaires  de  y et  de  z ; i* 
faut  donc  recourir  à quelqu’autre  moyen  pour  trouver 
les  intégrales  simultanées  des  équations  (482). 


Les  quantités  p'  et  p"  étant  négatives,  ce  qui  a 
lieu  lorsque  celles  a -f-  mC'  et  a -f-  m£"  sont  positives  ,• 
alors  les  deux  équations  (c)  de  l’article  précédent,  se 
changent  en  celles 

| d*u  = — p'u'dx 2 et  d2u"  = — p"u"dx 2 } . . . . (a)  , 

dans  lesquelles  p'  et  p"  représentent  maintenant  lej 
quantités  positives  a mC'  et  a -j-  mC".  Multipliant 
la  première  de  ces  équations  par  du!  t on  a 

dud  {du!)  — — p'dx2udu' {b)  , 

dont  la  première  intégrale , éh  considérant  dx  comme 
constante , est  l’ équation 

du!2  — — p'u'2dx%  -f - c*dx* (c)  , 


dans  laquelle  c*  représente  une  constante  arbitraire  : 
de  cette  équation  on  tire  celle 

du' 


3aa  SUPPLÉMENT 

* dont  l’intégrale  est  l’équation  . 

x z=-~r3xc  ^sin  —u  ^~)...(e)  [for.  (i34)  art.aoG], 

qui  ,à  cause  de  la  constante  arbitraire  c,  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

x p'  = arc  ^sin  = , 

d’où  l'on  tire 

u'  = c sin  ( x t/p'  ) (/). 

Opérant'  de  même  sur  la  seconde  équation  en  (a) , il 
est  clair  qu'on  aura 

u"  = c'  sin  ( x ÿp") (g)  , 


et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  de 
l’articlg  (473)  , il  viendra 

CVsin  (x  l/p") — 6"csin(x  \/p)  +C'Pr-CP*  ) 
_____  , 


y—- 

csin(x^/p/) — c »\n(xy'p")  -j-P" — P' 
z — C'  — C 


k(488). 


On  voit  assez  les  modifications  qu’il  faudrait  faire 
éprouver  à ceà  formules  , si  l’une  seule  des  quantités 
a _j_  mC  , a + mC  était  positive. 

Remarque.  En  intégrant  une  première  fois  l’équa- 
* tion  (b)  , nous  avons  ajouté  une  constante  arbitraire , 
mais  en  intégrant  une  seconde  fois  , c’est-à-dire  en 
intégrant  l’équation  ( d ) , nous  n'avons  pas  ajouté  une 
seconde  constante  arbitraire,  afin  que  les  valeurs  de 
u1  et  de  u " introduites  dans  les  équations  (t)  de  l’ar- 
ticle (473) , ne  donnassent  aux  valeurs  de  y et  de  z 
que  les  deux  constantes  arbitraires  c et  c qui  sont 
ks  seules  qu’elles  doivent  avoir , puisque  les  équations 


«■  . 


« 
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finales  qu’on  veut  obtenir , ne  sont  que  les  intégrales 
simultanées  de  deux  équations  différentielles  (48a)3lu 
second  ordre.  Mais  si  au  lieu  d’ajouter  à la  première 
intégrale  la  seule  constante  arbitraire  que  l’on  veut 
avoir  dans  l’intégrale  finale  de  l’équation  (i)  , ou  pre- 
mière équation  en  (a)  , on  ne  veut  l’ajouter qn’à  la  se- 
conde ; alors  on  n’aura  plus  pour  première  intégrale  que 

u> 

et  pour  seconde  intégrale 

c 

d où  l’on  tire  u'  — cëzv'*'*'~l. 

Opérant  de  même  sur  la  seconde  équation  en  (a)  , 
on  aura  u"  = c'e*vW-< , et  substituant  ces  valeurs 
dans  les  équations  (i)  de  l’article  précédent,  on  aura 

£"ce*W'v'->  -+-£"P'— £'P"ï 

y ~~  c — c r 

_ ce^P'y'-'  — c'exy/p"'S—1  -f-  p"  __  p/  f ••■W  > 

x _____  — - J 

qui  sont  précisément  les  mêmes  équations  que  celles 
qu’on  aurait  déduites  directement  des  équations  (487) , 
en  y rendant  négatives  p'  et  p" , comme  on  les  a sup- 
posées au  commencement  de  cet  article  ; mais  il  est 
aisé  de  voir  que  même  en  développant  en  fonctions 
trigonométriques  les  quantités  exponentielles 
çxy'rV- * f on  ne  pourra  jamais  ramener  les  équations' 
(Ji)  à des  formes  réelles  de  quelque  manière  qu’on 
dispose  des  constantes  arbitraires  c et  c' , pourvu  que 
ce  ne  soit  pas  contradictoirement. 

475.  Si  m et  b sont  de  signes  contraires  , il  peut 
arriver  , i°^que  les  deux  valeurs  successives  C etC'  d* 


Digitized  by  Google 


« 


3a4  SUPPLÉMENT 

C soient  égales  ; 2°  qu’elles  soient  imaginaires  ; or  dans 
l’i®  et  dans  l’autre  de  ces  deux  cas,  les  formules  (487) 
ou  (488)  ne  peuvent  plus  servir  , puisque  dans  le  pre- 
mier cas  elles  donnent  des  valeurs  de  grandeur  infinie 
à y et  à z , et  que  dans  le  second  cas  elles  ne  donnent 
à ces  variables  que  des  valeurs  imaginaires  ; il  faut 
donc  chercher  pour  ces  deux  cas  des  formules  d’in- 
tégrations simultanées  qui  soient  réelles  et  significatives. 
Pour  parvenir  à ce  but , soit  fait 

<„)...r=2=2  et  . = 

ce  qui  donne  - 

{f'  = r+*  et  C"  = r — *} (c).' 

Or , tant  que  « n’est  pas  nul  , les  valeurs  de  u'  et  de 
1/  en  fonctions  de  x déduites  des  intégrations  des  équa- 
tions (e)  de  l’article  47^ , n’étant  pas  égales , on  peut 
généralement  poser  les  équations 

{ uri=  F (x)  +/(x)  et  u"  = F (x)  -/(x)  } . . . (d) , 

abstraction  faite  des  signes  qui  précèdent  y (x)  , les- 
quels doivent  toujours  être  contraires  dans  les  deux 
équations  (d)  , mais  qui  peuvent  être  placés  en  sens 
inverse  de  celui  suivant  lequel  nous  les  avons  mis , ce 
qui  n’importe  en  rien  à l’objet  de  nos  recherches.  De 
même  les  constantes  P'  et  P"  étant*de  valeur  diffé- 
rente lorsque  celles  de  C et  de  C diffèrent on  peut 
généralement  poser  les  équations 

{P,  = g+A..  et  P“=g—  a} (e); 

pour  lesquel  les  on  fera  la  même  observation  relativement 
aux  signes  de  A,  que  celles  que  nous  venons  de  faire  pour 
lessignes  qui  précèdent  y(x)dans  les  équations  (d). 
Substituant  Ces  valeurs  [ équat.  (c)  , (d) , (e)]  dans 
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les  équations  (i)  de  l’article  /foZ  , on  a 

y=F(x)^g-r^&=^\  et  «=  /(^—  >. 

donc  yz=iT(x)—g—rz (48$)- 

Mettant  cette  valeur  de  y dans  la  seconde  des  deux 
équations  en  (à)  de  l’article  , et  faisant  attention 

que  n—rTur  = [ équat.  (a)  3 1 il  vient  l’équation 

linéaire  du  second  ordre 

d’z  -b  î (a -f-  ri)zdx*  = [mg- — q — mF [pc^dx* . . . (/")  , 

qui  , lorsque  le  second  terme  est  positif , a d’après  la. 
formule  (437) , [art.  429  ] , l’intégrale 

f Sin(xy  1— I'  )tc  -4-/  ( ru  g — q—*m  F (ar»CO«  Ç*\/  ^ ) 

{h-co^ot^  /(.mg— 1— "»F(*))»in^\/— 

*=  vm 

Mais  si  le  second  terme  de  l’équation  (f)  est  négatif, 
alors  d’après  les  formules  (428)  et  (429)  [art,.424  3»i 
l’intégrale  de  cette  équation  (f)  est 

» 

' fe  V' ) * (mg—q—m¥(x))d.r-\  j 

*{/a  (a+n) 

Substituant  dans  l’équation  (489)  la  valeur  dea  donnée 
par  l’équation  (490)  , ou  par  celle  (49  0 , suivant  que 
a+  n est  un  nombre  positif  ou  négatif;  on  aura  la 
valeur  dejr  en  fonction  de  x.  Cette  valeur,  ainsi  que 
çelle  de  a [ équat.  (4go)  ou  (491)1  satisferont  simula 


\ 


•(49')- 


* 
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nément  aux  deux  équations  (48a)  , lorsque  C et  C se- 
ront des  quantités  réelles  ejt  différentes  entre  elles , ce 
qui  est  évident;  mais  dans  ce  cas -là,  il  vaut  encore 
mieux  se  servir  des  formules  d’intégration  simultanée 
(487)  ou  (488)  , qui  sont  beaucoup  plu»  simples.  Il 
nous  reste  donc  à examiner  si  les  formules  trouvées 
dans  cet  article,  satisferont  au  cas  de  C = C"  qui  rend 
infinies  les  valeurs  de  y et  de  z données  par  les  équa- 
tions (487) , c’est  ce  qui  sera  l’objet  de  nos  recherches 
dans  l'article  suivant;  et  ensuite  nous  examinerons  à 
l’article  477  si  les  mêmes  formules  peuvent  servir 
lorsque  C et  C"  sont  des  quantités  imaginaires. 

476-  Les  formules  trouvées  dans  l’article  précédent, 
et  qui  donnent  le»  valeurs  de  * , et  par  suite  , celles  de 
y en  fonction  de  x , ne  sont  pas  indépendantes  de  la 
différence  de  £'  et  de  C , puisqu’elles  sont  affectées  de 
y et  de  F (x)  qui,  elles-mêmes,  renferment  explicite- 
ment ou  implicitement  la  demi-différence  0 de  £' et  £*. 
Examinons  donc  en  premier  lieu , ce  que  deviennent  ce» 
deux  quantités  , lorsque  C'=:C*.  Or  , ce  cas  - là  donne 
p'-=  p",  d’oùf  u'  — u"=  [équat.  (/  ) , art.  473] 

si  a -f-  mC  est  un  nombre  négatif , et  ==c  sin  (x\///) 
£ éq.  (f)  art.  4743  **  a-j-m£'  est  un  nombre  positif;  donc 
omettant  la  constante  arbitraire  c , parce  qu’elle  se 
trouve  déjà  dans  les  formules  (49°)  et  (491)  > on  aura 

{F  (x)  =ex^P'  ou  F (x)  = sin (xV/pO  } (49°), 

suivant  que  a -f-  mC  est  un  nombre  négatif  ou  positif. 
Ainsi  l’on  voit  que  lorsque  C'  3t=  C , F (x)  n’introduit 
dans  les  équations  (485),  (4go)  et(4gi)>  qu’une  quantité 
significative  et  réelle  ; il  en  estde  même  pourg  ; en  effet , 
remontant  aux  équations  (48G)  et  (e)  [art,  47^3  * on  * 


tv  , tv/ aah+(aq+mh)(e,+C")+amqCW  ,_s 

P + P - *g-  ■é+am+<?+C')+m*C'Cir-<a}' 
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Mais  C'-f-  £*=  a r et  £'C  — ( r -f*  »)  ( r — «)  =r* — «* 
[équat.  (c)  , art.  47^3  > donc , substituant  ces  valeurs 
dans  l’équation  (à)  , et  divisant  par  a,  on  aura  celle 

«■ _ ah+  {aq-\-mh)r  + mq  (r*  — Q 
" • a“-f-  aami  m?  (r1  — a*)  "*'  •'* 

Or , si  £'—C‘t , d’où  a>  = o , l’équation  précédente  se 
réduit  à celle 


_ 4[aX  -f-  ( aq-\-mh ) r -f-  mqr®^ 


5 = 


•C494)  >. 


dans  lesquelles  nous  avons  mis  à la  place  de  (a+rnr)* 
sa  valeur  ~~  ^ [ équat.  (a) , art.  47^  3- 

Ainsi  cette  valeur  de  g n’introduit  dans  les  équa- 
tions (48g),  (4go)et  (4g i)  qu'une  quantité  significative 
et  réelle. 

Exemple.  Intégrer  simultanément  lès  deux  équa- 
tions 

( a5y  -f-  36z  — 73  )dx*  — 1 1 ddy — 8ddz=  o V 
( i6y-f-a3z — 4®)dx* — yddy — 5ddz=o/‘" 

Comparant  identiquement  ces  deux  équations  avec 
celles  (482),  et  mettant  les  valeurs  numériques  de 
A,  B. . . dans  les  équations  (483)  , il  Vient 


«=  — 3,  b — — 4.  ^ = 3 , m = i , nx=i  et  q = 5_ 

Substituant  les  valeurs  numériques  de  a , b , met  n 
dans  l’équation  (484) , on  aC  = 2 ± o,  d’où  £'=£"=» 
et  p'  = p"  = t [ équat.  485  ] , donc  F (r)  s=  e*  [ éq. 
(4g 2)]  , et  l’équat.  (a)  (art.  475)  donnant  r=a  , on  a 
g—  — i3  [ équat.  (4g4)  3-  Substituant  ces  valeurs  da 
g,  F (a:)  et  r dans  l’équatipn  (489),  il  vient 

e*  — a*4 - i3 (c). 


* 


« 


Digitized  by  Google 


-SsS  SUPPLÉMENT 

Or  , a-i-n— — 3+  1 = — 3 étant  une  quantité  né- 
gative , il  faudra  en  la  prenant  positive , se  servir  de 
la.  formule  (4gi)>  ce  qui  donnera 

„ g [ç— fer*(i  8+eJ)r£r— e~*(c'— fe*(  1 8-f-e«)<fcc],  ‘ 


.elleçtuant  les  intégrations  , il  vient 


a = — (c— a r -f  i) 


“f"  l8. 


■V), 


et  substituant  cette  valeur  de  z dans  l'équation  (c)*, 
on  aura 

_y=e*(i  — c+a:)  + d e~s — a3. . ; (e). 

11  est  aisé  de  vérifier  que  ces  valeurs  de  z et  de_y 
roquât,  (d)  et  (e)3  satisfont  simultanément  aux  deux 
proposées  ( b ). 

477.  Examinons  maintenant  le  cas  où  Jet  m étant 
de  signes  contraires,  on  a 4 ùm)>(a— n)*,  ce  qui 
rendant  les  deux  valeurs  successives  de  £ imaginaires 
•dans  l'équation  (484)  , donnera 

£/  __  n — « | — (g — n)*  ) \/  — 1 

am  am 

et  C"  — n — a Vi&m  — - (a  — 1 n)*  ) ]/ — 1 

2m  am  • 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (485)  et  fai- 
sant pour  abréger 

{*  = — (~—)  et  **=  i V4!>m—  (a— «)“}  -...(a), 
en  aura 

{p  ^=i  — k\/  — x et  = 1}.... (ù)* 
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v+  ^iv/-o=v/[i±5^±a] 

Tv/[i=j^Lii](A,s.Sl78). 

Vp'^  y/it  V-  , . 

Vp-J^/!^E±n+y/Æ+pEl^-, , 

ou  mettant  à la  place  de  i et  de  k leurs  valeurs  res- 
pectives Qéquat.  (a)]  , et  faisant  pour  abréger 

\ * = ✓vt<-+fa)-l(°+°)  ) C4s5)> 

( et<f=  v/y  (ara  + 6ro)+E(a  + n)  J 
on  aura 

\/p' —et — S'  {/  — t et  |/p"  = a -f  J“  1/ — i ; 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (f)  et  (g-) 
de  l’article  (47^)  , en  omettant  les  constantes  arbitraires 
cet  tf  qui  se  trouvent  dans  lès  formules  (490)  et(4g!)> 
on  aura 

v!  ^=e*x e-txŸ~l  et  u'—e*xe 
Mais  u'  -f-  u"  = a F (r)  [équat.  (J)  art.  47^3  ; donc 

~etxS,~  1 -f  g ix\/—l 


F(a?)=**'£- 


c^cos^x)  (496). 


Ainsi  lorsque  C et  C sont  des  quantités  imaginaires , 
F (r)  n’introduit  dans  les  formules  (4go)  et  (4g  1)  qu’une 
quantité  variable  significative  et  réelle. 

Dans  le  même  cas  de  £'  et  C"  imaginaires , on  a 
« — 4bm  — («  — n)*]  |/  — 1 _ 
am  * 
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d’où  r*  — »a  = r*+  »)_  et  mettant 

4m 

dans  le  second  membre  de  cette  équation  la  valeur  de 
r’  donnée  par  l'équation  (a)  de  l’article  (475)  k il  vient 


ee  qui  réduit  l’équation  (4<p)  à celle^ 

__  ah  -4-  (aq  mh)  r -f-  hq  % 

& en  -fi  mb 

Donc  encore  pour  ce  cas , g n’introduit  qu  une  quan- 
tité significative  et  réelle  dans  les  équations  (490  > 
et  (4qi). 

SCOLIE.  II  suit  de  ce  qui  a été  démontré  dan» 
ces  trois  derniers  articles  , que  la  méthode  d inté- 
gration simultanée  des  équations  (482)  enseignee  à 
l’article  (470)  est  générale  à tous  les  cas  possibles 
relativement  aux  valeurs  réelles  et  inégales  de  C'  et  de 
C" , ou  aux  valeurs  réelles  et  égales  de  ces  mêmes  quan- 
tités , ou  enfin  aux  valeurs  imaginaires  de  C'  et  de  C"  ; 
mais  que  dans  le  premier  de  ces  trois  cas  , il  vaut 
mieux  se  servir  de  la  méthode  enseignée  aux  articles 

473  et  47 4* 

478.  Si  m = 0 , c’est-à-dire  , si  AM  = El  , alors , 
soit  en  opérant  directement  sur  le  second  membre 
de  l’équation  (484)  , dans  laquelle  considérante  comme 
variable  , on  cherche  par  la  méthode  enseignée  à 1 ar- 
ticle 60 , ce  que  devient  C lorsque  m = 0 , soit  plus 
simplement  en  remontant  à l’équation  d’où  1 on  a dé- 

~ b+nC 

duit  celle  (484)  et  qui,  lorsque  m = o,  est  6 _ - , 

d’où  — - — , on  en  conclura  que  £ n’ayant  qu’une 

a — n 
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pâleur , les  méthodes  d’intégrations  simultanées  en-t 
seignées  dans  les  cinq  articles  précédens,  ne  peuvent 
plus  servir  , puisqu’elles  posent  sur  l’hypothèse  que 
C a deux  valeurs  suébessives.  Mais  dans  ce  cas  de 
m = o,  il  est  aisé  de  voir  que  la  seconde  équation 
en  (a)  de  l’article  483  se  réduisant  à celle 

\nzch?  4-  d?z  — — qdx% (a) , 

qui  est  de  la  forme  de  l'équation  (436)  , son  intégrale 
sera  donnée  paj-  l’équation  (437)  ; substituant  cette  va- 
leur de  z en  fonction  de  x,  que  je  représente  par 
<p  (x) , dans  la  première  équation  en  (a)  de  l’article  473, 
il  viendra  l’équation 


aydx*  -f-  à?y  = — £ h -f-  bq>  (x)  ~]dx* (5) 


qui  est  encore^de  la  forme  de  l’équation  ( 436  ) , et 
dont  par  conséquent  on  pourra  tirer  la  valeur  dey'  en 
fonctions  de  x par  le  moyen  de  la  formule  (437)  ; 
ainsi  on  aura  de  cette  manière  trouvé,  les  valeurs  de 
y et  de  z qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équa- 
tions proposées 

EXEMPLE.  Intégrer  simultanément  les  deux  équa- 
tions 

(ny-f-36z — 73  )dx* — 1 1 ddy — 8ddz  = ot 
( 7y  + a3z  — 46  )dxa  — 7 ddy  — 5ddz  =0/  "'■C' ’ 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (482)  et 
calculant  les  valeurs  de  a , b. . . par  le  moyen  des 
équations  (483)  , on  aura 

a—  — i,  b=  — 4,  A = 3,  m=o  , n==  1 et  q = 5; 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , à cause 
d^  7n=:o,  on  a ceîje 


zdx*-j-  d’z  —.5 dx* , 
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dont  l’intégrale  est,  d’après  la  formule  (437), 

z — sin  x (c  — 5/ cos  xdx)  + cos  x (c' 4- 5 /sin  a<iz')j 

d où  z=esinar>—  5 sinax +c*fcos r — 5 cos’jc , ou 
z = c sin  x -f-  c'  cos  x — 5 (d). 

Substituant  cette  valeur  de  z ou-  <p  (ar)  dans  l’équa— 
tion  (é) , il  vient  celle 

dy  — ydx a = [4c  sin  x -f  4c'  cos  x — a3]  dx2, 

d où  1 on  tire  par  le  moyen  de  la  fospmle  (437) 

y = ce* — d e~ * — ac  sin  x — zc'  cos  x + z5 (e)  , 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  valeurs  de  z et  de  y. 
[ équat.  (d)  et  (e)3  satisfont  simultanément  aux  deux; 
équations  proposées  (c). 


CHAPITRE  II, 

* V 

Intégration  de  certaines  équations  différent 
tielles  du  premier  ordre  entre  deux  variables  . 
et  séparées  dont  on  obtient  les  intégrales  al- 
gébriques, quoique  la  fonction  différentielle 
de  chacune  de  ces  deux  variables  étant  con- 
sidérée isolément , ne  puisse  s’intégrer  algé- 
briquement , et  que  ces  deux  fonctions  ne 
puissent  s’intégrer  en  même  temps  par  les 
logarithmes  , ou  par  les  arcs  de  cercle - 

1 ...  ■ 

479-  Nous  avons  vu  à l’article  355,  ( section" II,. 

chapitre  III),  qu’on  peut  intégrer  algébriquement  tout* 
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équation  séparée  du  premier  ordre  entre  deux  va- 
riables , dans  laquelle  la  fonction  différentielle  de 
chacune  de  ces  variables  n’est  pas  algébriquement  in- 
tégrable , lorsque  les  deux  fonctions  sont  en  même 
temps  intégrables  par  les  arcs  de  cercle , ou  par  les' 
logarithmes  j telle  est  encore , outre  les  équations 
que  nous  avons  données  à l’article  355 , celle 


Adx 


B dy 


W). 


ïbx*  a nx  -f-  q ay’-f-  a by  -j-  e 

Lorsqu’on  a en  même  temps  mq  < n*  et  ae<^ba , ou 
que  les  deux  inégalités  mq^>n*  et  ae  > b * ont  simul- 
tanément lieu  , puisque  dans  le  prem  er  de  ces  cas,  les 
deux  membres  de  l’équation  498  sont  intégrables  parles 
logarithmes  £art.  237  et  a38  3,  et  que  dans  le  second 
cas  ils  sont  intégrables  par  les  arcs  de  cercle  £ forra. 
(180)  , art.  a40-’ 

Telle  est  encore  l’équation  * 

Adx Brfy  ' 

V (mx^-f-anx  -f  q)  V/(aJ'“+  aéy  + e) W99  J * 

dont  chaque  membre  est  intégrable  par  les  logarithmes. 
( Voyez  l’art.  249)  • 

Mais  l’équation  séparée 


dx *■  . dy 

J/  [ax’-f^x^+e^+Àx-f-m]  — |/  [ay*+byz-\-eya-\-hy  + 

4> 

à chacun  de  ces  deux  membres  qui  , considéré  iso- 
lément , ne  peut  être  exactement  intégrable  ni  algé- 
briquement , ni  par  les  logarithmes  , ni  par  les  arcs 
de  cercle,  X voyez  l’article  a5i);  cependant  nous 
allons  voir  que  cette  équation  (5oo)  , a une  intégrale 
algébrique. 
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Soit  fait  pour  abréger , le  dénominateur  du  premier 
membre  de  l'équation  proposée  = l/£  et  celui  du  se- 
cond = \/y  , ce  qui  donne 


vt  v> 


.(*)• 


doc1*  • 

Mais  faisant  =^=du,  d'où  g = » on aura  ne* 


cessairement  d'après  l’équation  (a),  — t*“;do* 

donC 

dx'—ty  >=Û(X4— y)+è(Æ3— y1’)  +e(x»— y) 

-f  h{x  — ^)=(X— y)[aCx34-y3+^>'(^+^)  > 

. 4-  b(x*+y+xy)  +e(Æ+>')+^3 

Si  actuellement  nobs  faisons 

^ i> — r — -y  et  a=x+y  d’où  x= 


nous  aurons  dv  — dx  — dy  et  dz—dx  -f - dy  t d où 
dvdz  = dx%  — <£y“ (e)  > 

s ensuite 


h/ = *.x--hy - CO- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (c)  , et  divi- 
sant par  v , nous  aurons 

dvdz  — “ (2,3+  vaz)+  -,  (3a*  + v‘)  + ea  + *••.&)• 

J 1 n ' * ' A 


vdu 


* dx% 


Actuellement  différentiant  les  équations  $ — ^u,  j «t 
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dy» 

y — en  considérant  u comme  variant  uniformé- 
ment, et  par  conséquent  traitant  du  comme  une  quan- 
tité constante  j il  viendra 

adxddx  _ adyddy 

* du*  ay  du*  ' 

\ 

Mais  dç  ~ -f-  3Ar*  -f-  aer  -f-  h ) dx  et 

4ay!  + 3by*  -+-  aey  -f-  h )dy  ; donc  substituant 
ces  deux  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes, 
divisant  la  première  par  dx  et  la  seconde  par  dy , il 
viendra  les  deux  équations 

= 4a^  + 3bx*+  aex  + h 

— 4°y3  + 3 by*  -f  aey  '-f-  h ; 

dont  la  somme  divisée  par  a est 
ddx  + ddy = aa(x3+y^A(Æ.+^)^e(:c+^H  h * 

ou  , à cause  des  équations  (f)  et  (d),, 
ddx-j-ddy  a,  , , _ „ . 3 b 

du~~~  l (z3+3^)+  -f  (z*+v*)+ez+h (A) . 

mais  en  diffé  rendant  l'équation  dz=dx  + dy  on  a 
d*z  = d'x  -j-  day , donc 

~=  ~ (*»  + 3i»*a)  + ^.(a»  + v*)  + ez_  h> 

et  retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  (V) 
il  vient  l’équation 


d’z 

3ü* 


dvdz 


vdu 


- = + - 
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qui  étant  multipliée  par  ^^donne  l’équation 

1 r~  adz d*z  ndvdz1  ~\  . , • , , ... 

-r— : ; — h=  a azdz+bdz C 1)/ 

du*  L vi  J ~ v ' 

dont  l’intégrale  est 

dz • 

* dü'v*  r * 

en  représentant  par  c la  constante  arbitraire  , daty 

Tu=V  V'«,+fa+e  : ®aiS^=~+^=V/Ç+»/7, 

v—  x — ^et  z = x-f-y,  doncremettântles  polynômes 
que  représentent  respectivement  les  symboles  £ et  y , 
on  aura  entre  x et  y l’équation  primitive  et  algébrique 

Ç/  (ax*  -f-  èx3  -f-  ex * + hx  -+*  m)  + &y3  + «y* 

-f hy+my=(x— y)  V û(x+y)*+6(x-|-y)-f-c...(5oi), 
qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (5oo). 

Si  l’un  des  membres  de  l’équation  (5oo)  est  négatif, 
il  n’y  a d’autres  changemensà  faire  à l’intégrale  précé- 
dente (5oi)  , que  celui  de  mettre  le  signe — à la  place 
de  celui  -f-  devant  le  second  radical  du  premier  membre. 
La  méthode  d’intégration  dont  nous  venons  de  parler 
est  due  à Lagrange,  et  Euler  ne  fait  qu’en  donner  lin 
plus  grand  développement  dans  les  Mémoires  de  l’A- 
cadémie de  Pétersbourg  pour  l’année  1778. 

480.  Faisantsuccessivement  dans  leséquations  (5oo) 
et  (5oi)  a,  b , e,  h , m~o , ensuite  successivement 
a et  & = o,  a et  e = o , et  ainsi  de  suite  pour  les 
dix  combinaisons  des  cinq  lettres  a , b , e , h , m 
prises  de  deux  à deux  , on  aura  les  intégrales  algé- 
briques de  quinze  équations  séparées  qui  sont , en 

exceptant 


Digitized  by  Google 


AUX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  3“? 

exceptant  celle  provenant  de  a =:  o et  b — o dans]e 
cas  de  l’équation  (5oo).  Il  serait  trop  long  d’écrire  ici 
ces  quinze  formule*  , mais  la  manière  dont  elles  se 
déduisent  de  celles  (5oo)  et  (Soi)  étant  extrêmement 
simple  d’après  ce  que  nous  venons  de  dite  , le  lecteur 
fera  bien  d’en  former  une  table  pour  son  usage.  Par 
exemple,  considérant  le  cas  où  les  deux  coelïiciens 
a et  b sont  en  même  temps  égaux  à Zéro,  il  déduira 
des  formules  (5oo)  et(5oi)  celle 

dx  dy 

1/  ( ex*  -f-  hx  -f-  rn)  ~hm) 

— [ V (e-r’-f -Âx4-m)rp  \/  (ey’+/iy4-m) =c  (x-y)] . . . («), 

en  représentant  par  c la  constante  arbitraire , et  il 
écrira  d’sine  manière  semblable  les  quatorze  autres  in- 
tégrales mentionnées  ci-dessus.  Enfin  si  le  lecteur  le 
desire,  il  pourra  augmenter  cette  table  de  dix  autres 
intégrales  en  faisant  trois  des  cinq  coefliciens  a , b , 
e , h,  m égaux-  à zéro  , ce  qui  donne  dix  combi- 
naisons. 

Remarque.  L’intégrale  (a)  est  plus  simple  que 
celle  qu’on  obtiendrait  en  intégrant  séparément  chacune 
des  deux  fonctions  différentielles  par  la  méthode  en- 
seignée à l’article  n4.9  ; elle  est  même  plus  simple  que 
celle  qu’à  trouvé  Euler  dans  son  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l’Académie  des  Sciences  de  Pétersbourg 
pour  l’année  1778,  en  employant  une  méthode  à peu 
près  semblable  à celle  dont  d’après  ce  célèbre  Géo- 
mètre , nous  nous  sommes  servi  pour  intégrer  l’équa- 
tion (5oo)  , mais  qui  en  diffère  un  peu  ; car  s’il  s’était 
exactementservidela  méthode  de  l’article  (479)  il  serait 
parvenu  à un  résultataussi  simple  que  celui  (a).  En  effet, 
nous  servant  des  mêmes  symboles  que  précédemment. 
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et  considérant  toujours  u comme  variant  uniformément, 

nous  aurons 


= 5 — y — a (x'—y1  ) +h(x — y),  on 

£--+* «• 

, . , , . rfx*  ..  dy* 

Mais  différentiant  les  équations  = § et  ^ = y, 

divisant  la  différentielle  de  la  première  par  dx  et  la 
différentielle  de  la  seconde  par  dy,  ensuite  ajoutant 
les  deux  équations  résultantes  ; enfin  faisant  attention 
qu'à  cause  de  |=  ex*  -f-  hx  4-  m,  etdey  = ey*+hy 

-j-m,  ona^  = aex  + h et  ^ = aey  + h,  nous  au- 
rons l’équation  d * =e(x+y)+h  ; qui , à cause 

d*z 

de  s = x4 -y,  se  change  en  celle  ^ = ez-\-  h,  et  re- 
tranchant de  cette  dernière  équation  celle  ( ’b ) , il  vien- 
dra l’équation 


d*z 

~dtf 


dzdv 

vdu1 


= o,  ou 


dzd* 


v'*duu 


dz*dv  

iddu*  °* 


dont  l’intégrale  est  c»  , d’où  j^=  cv , et  par 

conséquent  ^ ^ = ce,  ou l/£j q; \/ 5/ ~ c(x  -y), 

ce  qui  est  la  même  intégrale  que  celle  (a)  trouvée 
précédemment. 

48 1..  La  méthode  qui  nous  a servi  à intégrer  algé- 
briquement l’équation  (5oo)  [ art.  479]  , n’est  pas  gé- 
nérale pour  toutes  les  équations  de  la  forme 

± dy — o , 

y/(ax“  + bx"~l ■ ■ .+</)  V {ayn+byn 
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car  lorsque  n est >4,  l’équation  équivalente  à celle 
( i)  de  1 article  (47.9)  > a dans  son  second  membre  des 
termes  affectés  de  la  variable  y ; doqgj,  l’intégrale  du 

premier  membre  étant  — , le  second  membre  où 

se  trouvent  les  deux  variables  z , v et  la  seule  dif- 
férentielle dz  ne  pourra  s’intégrer , et  l’on  ne  par- 
viendrait à faire  disparaître  dans  le  second  membre 
63  *ermes  a^ecfés  de  v , qu’en  égalant  à zéro  les 
coefEciens  des  variables  x et  y élevées  à des  puis- 
sances >4.  r 

Cependant  de  l’intégrale  (5oi)  de  l’équation  (5oo)  , 
ou  du  moins  des  deux  intégrales  qu’on  en  déduit  en 
faisant  d'abord  m = o , ensuite  /i«tm  = o(  art.  480  ), 
nous  en  déduirons  , i°  l’intégrale  de  l’équation 

— . dx  dy 

V CAx6-f-Bx'+Exa-|-Hr]  — °(5oa); 

2°.  1 intégrale  de  l’équation 
. dx_ dy 

xŸl Ax«+Er-+E3  ~ÿ  °- (5o3)> 

quelle  que  soit  la  valeur  de  n. 


En  effet , faisant  pour  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions x*=X  ety’^Y,  d’où  dx=  ~etdy=  Æ 

J «at/Y’ 

1 équation  (5o«)  se  transformera  en  celle 
rfX  | dY 

V^LAX4-f.BX-<+EX».fHX]±7i;AY4+5Ya+EY«+Hïj=c(a) 

qui  est  de  la  même  forme  que  l’équation  (5oo)  , en  y 
taisant  m = o,  on  aura  donc 

a3”  # 


\ 
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/(  5oa)  = (xy/[Ax6  -f  Bxt-f-Ex’+H] 
z+yV [ Ay6  + By<  + Ey*  -f-  H] 

= C **  —y* > V4^C^- y^+B(x*-y*)-4-c}  • --CW)- 

Actuellement , pour  intégrer  l’équation  (5o3)  , faisons 

/ i—  n 

X x"  et  Y = y"  , d’où  dx  = ~ X * dX 

et  dy='-Y^dY. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5o3)  , nous 
aurons  la  transformée 

dX  __  dY 

Xv[aX*  + BX  + K]  ~ Y y/[AY»+BY  + E]  ’ 

qui  est  delà  forme  de  ce  que  devient  l’équation  (5oo) 
lorsqu’on  fait  en  même  temps  h~  o etm  = o;  doue 
faisant  dans  l’équation  (Soi)  , h = o,  m = o , substi- 
tuant respectivement  aux  lettres  a , b , e celles  A , B, 
E,  et  aux  variables  x et  y les  quantités  x"  et  y",  on 
aura 

/( 5o3)  = { x"  y/  Ax^+Bx^TÊT ; +yn  y/ Aya”-f-By"-f  E 
— (x”— -yB)  y/A(xn+y)*+B(xB-f>y”)+c} (5o5). 

L’équation  (5o3)  que  nous  venons  d’intégrer , et  qui 
dans  son  espèce  a une  sorte  de  généralité  , n'a  été 
intégré®  ni  par  Euler , dans  le  Mémoire  cité  plus  haut , 
ni  par  aucun  autre  Géomètre  , du  moins  que  je  sache. 
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CHAPITRE  III. 

Pe$  intégrales  et  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  d ordres  supérieurs. 

48a.  Une  équation  différentielle  d’un  ordre  quel- 
conque n étant  absolument  indépendante  des  valeurs 
que  l'on  peut  donner  aux  n constantes  arbitraires 

c'y  c" c“'  qui  entrent  en  partie  ou  en  totalité  dans, 

les  première  , seconde. . . nUmt  intégrales  de  la  pro- 
posée, il  s'ensuit  que  cette  équation  différentielle  de 
l’ordre  n peut  avoir  un  nombre  infini  d' intégrales  par- 
ticulières ( art.  374  ) de  tout  rang  , depuis  J jusqu’à  » 
qui  est  l’intégrale  finale. 

483.  Outre  ces  intégralêJ  particulières  , il  peut  y 
avoir  des  équations  différentielles  de  tous  les  ordres 
inférieurs  à n , et  une  éqbation  primitive  entre  les 
mêmes  variables  que  la  proposée,  qui  étant  essentiel-^ 
lement  distinctes  des  intégrales  de  tout  rang  qui  leur 
correspondent  par  l’ordre  de  différentielle  et  d’inté- 
grale finale  , satisfont  pourtant  à la  proposée;  nous  ap- 
pellerons ces  équations,  comme  nous  l’avons  fait  au 
chap.YI  de  la  seconde  section  ; relativement  aux  équar 
fions  différentielles  du  premier  ordre, solutions  particu- 
lières des  équations  différentieltes  d’ordres  supérieurs. 
Nous  nous  proposons  dans  ce  chapitre  de  trouver  cea 
«olutipns  particulières.  Mais  avant  d’entrer  en  matière,  il 
à p.ropos  d’observer  que  représentant  par  t, 
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un  nombre  n de  constantes  arbitraires,  les  n différentia- 
tions successives  de  l’intégrale  finale 

v=f(.x,y,  c' , c"...c"')=o (a) 

d’une  équation  différentielle  de  l’ordre  n 

d"Y=d"F(x,j)  = o (b), 

ne  pourront  reproduire  cette  dernière  équation  qu’en  tant 
que  l’intégrale  finale  (a)  se  présentera  sons  la  forme 

<p  ( x , y ) -f-  c'  x"~l-{-c"xn~i . . . -j-cn'=  o (c)  ; 

en  considérant  ç (x,y  ) comme  une  fonction  rationnelle 
de  x et  de  y , ou  si  (x  , y)  étant  unafonctioa  irra- 
tionnelle des  variables  x et  y,  on  différente  successive- 
ment «fois  de  suite  l’équation  (c),sans  commencer  par 
la  rendre  rationnelle.  Mais  si  p (x,j-)  étant  irrationnelle 
on  rend  l’équation  (c)  rationnelle,  ou  si  dans  l’intégrale 
finale  (a)  de  l’équation  (è) , les  constantes  arbitraires 
c',  c ,...cn>  se  combinent  avecla  variable^,  ou  se  combi- 
nentde  toute  autre  manière  que  dans  l’équation  (c)  avec 
la  seule  variable  x,  alors  par  les  n différentiations  succes- 
sives de  l’intégrale  finale,  il  est  clair  que  l’équation  dif- 
férentielle de  l’ordre  n ainsi  obtenue,  contiendra  en  tout 
ou  en  partie  les  n constantes  arbitraires  c’,  c"  ...c*',  et  par 
conséquent  différera  de  la  ^proposée  dnY  — o.  Cepen- 
dant les  n équations  différentielles  obtenues  par  les 
n différentiations  successives  de  l’intégrale  finale  U=o, 
réunies  avec  cette  dernière  équation  , serviront  à re- 
produire la  proposée  (é)  ,pnisqu’entre  les  n -f-  i équa- 
tions 

U = o,  dû  =o , <MJ=so,..d"U=ol 

on  pourra  éliminer  les  «quantités  c',  c*.  - . .c”',  ce  qui 
donnera  pour  résultat , et  indépendamment  des  va- 
leurs que  l’on  peut  supposer  à ces  dernières  quantités  ^ 
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fussent  - elles  même  variables  , l’équation  proposée 
</“V  = o. 

i . 

Passons  maintenant  aux  recherches  des  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  t/"V  = o. 

484.  Différentiant  une  première  fois  l’équation  U=o 
par  rapport  à x ,y  , c'  , c",  . . .c”' , on  aura  l’équation 

(i'ü  + <Hü  + d''D  -f-  ru . . . + dc"'ü = o , 

qui , en  passant  des  différentielles  partielles  indiquées 
aux  différentielles  partielles  effectuées,  prend  la  forme 

f*  (U)<M-  P(U)dy+ f ...  . 
...-M*"'  (uy<^=o, 

( voyez  l’art.  20,  chap.  III  du  Calcul  différentiel). 
Or , si  l’on  fait  dans  cette  équation 

F (U )dc'  -f-  f£"’(U)t/c" + ft"'(U)</c“'  = o 

0U  F ^ Xa\ 

•lie  se  réduira  à l’équation 

fy(U)!Ë4'  f*<u>=° 

qui  est  précisément  la  différentielle  première  de  l’é- 
quation U = 0 , lorsqu’on  y considère  c' , c" <.*' 

comme  des  constantes. 

Actuellement  représentant  pour  abréger  par  t/U  le 
premier  membre  de  l’équation  (£')  , et  différentiant 
• l’équation  t/U  =0  par  rapport  aux  deux  variables  y , 
x et  aux  lettres  c , c", . . . c'*’ , on  aura  l’équation 

f>(t/ü)t/y+  f*(t/ü)t/x+  fc'(dU)dc-f-  f£"(t/U)t/c*. .... 

f‘n'  (dU)dcn/  = o , 
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$44 

qui,  en  faisant 
se  réduit  à celle 

f/(^5x+fX(JU)  = °- 


* 


.4-  e^(Jü)=o..(al% 


Ci*), 


qui  évidemment  est  la  différentielle  daU  = o de  l’é- 
quation U=o , lorsqu’on  considère  c' , c"....cn>  comme 
des  constantes. 

On  trouvera  de  même  en  diffîrentiant  l’équation 
d’U  = o par  rapport  aux  deux  variables  et  aux  cons- 
tantes, et  faisant  toute  la  partie  de  cette  équation 
affectée  des  différentielles  des  constantes  égale  à zéro  t 
les  équations 

fc/ f C^ü)g. . . + î'HXd'V)=o.  (o“) 

et  f>  (*U) (d*U)  = o (i")  , 

dont  la  seconde  n’est  autre  chose  que  la  différentielle 
troisième  de  l’équation  U =o,  en  considérant  c',  c", 
...  .cn>  comme  des  constantes. 

Continuant  ce  calcul  jusqu’à  la  nlimt  différentiation  , 
on  parviendra  enfin  aux  deux  équations 

. . .4-f^',-°,(d— *U) ^7— + F'  (d'—ü)  = o. . (a-O , 

et  f>  (d— 1 ü)  & + f*  (d'—U)  = o C**') , 

dont  la  seconde  est  la  dilférentielle  de  l’ordre  n do 
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l’équation  U =o  , en  n’y  considérant  variable  que 

* et  y- 

Or,  il  est  aisé  devoir  qu’éliminant  les  (n — i)quan- 
dc'  de"  dcC—y 

,,,e‘  ap'  a? ~iF~  le*  " 

(a!),  (a"),.,  .(a"'),  on  parviendra  à une  équation  diffé- 
rentielle de  l’ordre*  n — 1,  que  je  représente  par 
dn~,'W'—o  , qui  ne  sera  plus  affectée  des  différentielles 
de',  de",..  ,dcn'  des  constantes  c\  c" . . .cn‘  considérées 
comme  variables,  mais  pourra  encore  être  affectée  de 
ces  constantes  arbitraires , et  dans  ce  cas-là  éliminant 
entre  les  n + 1 équations  • 

dn~ ÎW'~  o , dn-‘U  = o , d*-1  U ~o,...dQU—o, 

dV=Z  o et  U = o les  n constantes  arbitraires,  c',  c", 
on  parviendra  à une  équation  différentielle  dg 
l’ordre  n — i que  je  représenti  par  dtt~ ‘W=o  qt&l 
comme  l’équation  t£nU  = o , ne  renfermera  plus  de 
constantes  arbitraires , et  qui  de  plus  satisfera  par  la 
différentiation,  concurremment  avec  les  équations 

fd«-'  W=o,  pdn~'W~o, ....  /'■-»<*«"  W=o  et  W=o(c), 

à l’équation  proposée  c2nU=o,  puisqu’elle  a lieu  ainsi 
que  ses  intégrales  de  tous  les  ordres  (c) , en  même 
temps  que  les  équations  (é') , (é"). . .(è'1')  qui  sont  les 
n différentielles  naturelles  de  l’intégrale  Finale  U=  o ; 
donc  l’équation  d'1"'W=,o  et  celles  (c)  qui  en  dérivent, 
sont  les  solutions  particulières  de  l’équation  dn~l U=o. 
Or  , nous  observerons  que  l’équation  dn~x W=o  , ne 
renfermant  aucune  constante  arbitraire , son  intégrale 
finale  W=o  ne  pourra  en  renfermer  que  n — 1 ; d’où 
nous  conclurons  que  la  solution  particulière  la  plus 
étendue  que  puisse  avoir  une  équation  différentielle  de 
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l’ordre  n , ne  saurait  être  exprimée  par  line  équation 

primitive  coMenant  plus  de  n — 1 constantes. 

485.  Remarque  I.  Nous  avons  souligné  dans 

l’article  précédent  le  mot  pourra  , parce  qu’il  est 

...  .....  ...  dd  de"  de t— «y 

possible  que  1 élimination  de  . . . — 

entre  les  équations  (a'),  (a"),  ..  .(fl s"')  de  l’article  484» 
conduise  à une  équation  différentielle  de  l’ordre  n— 1 
qui  ne  renfermera  aucune  des  constantes  arbitraires 
c,  c‘\...cn'y  et  puisqu’alors  on  aura  d“*1W'=dn'1W, 
le  calcul  se  trouvera  abrégé  de  celui  qu’il  faut  faire 
pour  passer  ^e  dn—,W'  à dn~l W.  Par  exemple,  l’équa~ 
tion 

"Sr  iftfMifi'--  ~r  * 

6y*dx*  — yx'ddy  — Sxydxdy  -f-  ax^dy*  =0. . .(B)  , 
jmi  a pour  intégrale  complète 
TP  *y  + ^+c*f=o (A), 

’J 

est  dans  ce  cas-là.  En  effet  si  l’on  différence  d’abord 
l’équation  (A)  par  rapport  à je  et  y seulement  , et  en- 
suite par  rapport  à c'  et  c"  seulement,  on  aura  les 
deux  équations  • . - 

xdy  -f  ydx  -f-  Zc'x*dr  -f~  c"dy  = O .....  • (B') 

(A<>- 

Différentiant  l’équation  (B')  par  rapport  à e'  et  c",  il 
viendra 

3xadx  + <fy  (A*)  , 

et  éliminant  ~ entre  ^es  deux  équations  (A')  et  (A*) , 
■on  a celle  Zydx—xdy. . . . . . .(C)  , 
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<jul  n’étant  affectée  d'aucune  des  deux  constantes  ar- 
bitraires c'  et  c",  est  l’équation  que  nous  avons  généra- 
lement représentée  par  dn~ ‘W=o.Intégrantl’équation 
(C) , il  vient 

’ y = ctx* (D)  ; 

ainsi  les  équations  (C)  et  (D)  sont  les  solutions  parti- 
culières de  la  proposée  (B). 

Si  l’équation  d*-'  W'==  o ne  renfermait  que  n — p 
constantes  arbitraires,  alors  le  passage  de  dn— 1 W' à 
<f“— *W  n’exigerait  que  l’élimination  des  n — p cons- 
tantes, par  le  moyen  de  l'équation  dn~'W'—  o et  des 
n — p équations  dn— 'U=  o. . .d',":lU=o df’U=o. 

486.  Remarque  II.  Il  peut  encore  arriver  que  les 
constantes  arbitraires  c,  c" . . ,cn'  soient  combinées  dans 
l’équation  U=o  , de  manière  qu’en  éliminant  cescons- 

dc'  de"  d^-'y 
tantes  et  les  quantités-^ 


entre  les 


"de*'””  de»' 
équations  (n'),  (a'),...  (O,  (A'),  (A"), . . •(A'1'),  on 
parvienne  à une  équation  finale  qui  ne  renferme  plus  • 
les  différentielles  des  variables  x , y , et  qui  consé- 
quemment sera  la  solution  particulière  finale  de  la 
proposée  sans  constantes  arbitraires. 

487.  La  méthode  précédente  pour  trouver  les  solutions 
particulières  de  l’équation  d“V=o , exigeant  que  l’on 
connaisse  déjà  son  intégrale  finale  qu’il  est  malheu- 
reusement trèa— difficile  et  quelquefois  impossible  d’ob- 
tenir par  l’intégration,  serait  une  bien  faible  ressource 
de  l’analyse  , si  l’on  ne  pouvait  par  quelqu’autre  moyen 
déduire  directement  de  l’équation  différentielle  pro- 
posée ses  solutions  particulières  ; c’est  la  recherche  de 
ces  moyens  qui  va  nous  occuper  dans  cet  article  et 
les  suivâns  (*). 


(M  La  méthode  que  nous  allons  faire  connaître,  et  qui  est  extrait». 
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v Supposons  que  X représentant  une  fonction  de  ot 
et  des  constantes  arbitraires  c',  c". ..  dont  le  nombre 
n’excède  pas  n , on  a y = X qui  satisfait  à la  proposée 
dnM  =z  o.  Représentons  respectivement  par  y'  et  X'  ce 
que  deviennent  y et  X lorsque  considérant  les  seules 
lettres  c',  c"...  comme  variables , la  quantité  X passe  à 
1 état  X + de,X-f-de"X  -f-  etc.  ; donc,  représentant 
pour  abréger,  la  différentielle  dc'X+dc"X-+-  etc.  de 
X par  rapport  à c'.e", . . par  <TX,  on  aura  X'=X-{-ÏX, 
ou  pour  plus  de  simplicité  , 

y'=y-bty,  d’où  dy'=dy+dïy , dty,=dy+d*Jy  , 
d"y~dny  -f-  dnày. 

Cela  posé,  mettant^'  à la  place  de  y dans  l'équa— • 
tiondBY=o,  et  y substituant  ensuite  les  valeurs  pré- 
cédentes de  y',  dy' , d°y‘, . . . d°y‘ t il  est  clair  qu’on, 
aura  dans  le  premier  membre  la  somme  de  tous  les 
termes  non  affectés  de  ty  , qui  sera  ce  qu’était  dnV 
avant  les  substitutions  en  question  j et  comme  cett& 
somme  est  nulle  a cause  de  d"V=o  , il  ne  restera  que 
le  polynôme  affecté  de  $y  et  ne  conservant  dans  le 
polynôme  restant  que  les  termes  dans  lesquels  l’ordre 
ou  le  degré  des  différentielles  ne  dépasse  pas  »,  en 
considérant  fy  comme  une  simple  différentielle,  ainsi 
que  cela  est  réellement,  puisque  fy  =3'X=dc' X-f-r/e"X 
•+-  etc. , il  ne  restera  que  ce  que  l’on  obtiendrait  di- 
rectement en  différentiant  d"V=o  par  rapport  à y 
seul  , mais  eu  mettant  à la  place  de  la  nouvelle  ca- 


d’nn savant  Mémoire  de  M.  Legendre , imprimé  parmi  ceux  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  ponr  l’année  1790,  dépend  en  partie 
du  calcul  des  variations , dont  nous  n’avons  pas  encore  parlé  ; mais  J a. 
manière  dont  nous  allons  présenter  la  méthode  en  question,  11e 
laissera  voir  an  lecteur  aucune  trace  d’un  calcul  qui  lui  est  çncerç. 
étranger. 


/ 
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ractéristique  ci  qu’introduit  cette  différentiation , celle 
J1,  et  passant  toujours»!'  immédiatement  avant  la  va- 
riable y , lorsque  par  la  différentiation  elle  se  trouve 
en  avant  de  la  caractéristique  d.  On  aura  donc  par  ce 
calcul  une  équation  jjp  la  forme 

A £1+ 

dxn  1 dxnl 


•+pf^  + Qty=°--(5°6), 


dans  laquelle  À,  B, ...P  et  Q sont  des  fonctions  dey  ,x, 
dy  d2  y 

^ • • • 5 or,  s‘  A-  est  une  quantité  différente  de 

zéro , il  est  évident  qu'en  résolvant  l’équation  (5o6) 
par  rapport  à ty , la  valeur  de  cette  dernière  quan- 
tité , ou  , ce  qui  est  la  même  chose  , de  dc'X-f-dc"X. 
-j-  dcmX  -f-  etc. , devra  renfermer  un  nombre  n de 
constantes  arbitraires  , puisque  sera  alors  l’intégrale 
d’une  équation  différentielle  de  l'ordre  n ; on  aura 
donc  dans  ce  cas  y = X , qui  renfermant  n constantes 
arbitraires  et  satisfaisant  à la  proposée  dnV  ==  o , en 
sera  la  solution  complète  et  finale.  Mais  si  dans  l’é- 
quation (5o6) , le  premier  terme  seul  ou  la  somme 
de  quelques-uns  des  premiers  termes  s’évanouit , alors 
cette  équation  différentielle  n’étant  plus  du  ni,m‘  ordre, 
il  est  clair  que  son  intégrale  <fy=  JX  renfermera  moins 
de  n constantes  arbitraires  ; donc  y = X , qui  satisfait 
à l’équation  dn V=  o,  ne  sera  plus , d'après  le  principe 
démontré  à l’article  4^4>  qu’une  solution  particulière 
de  la  proposée. 

488.  Il  est  clair  qu’en  différentiant  à l’ordinaire  l’é- 
quation 4"V=  o par  rapport  à y , ses  différentielle* 
. dnA"  y 

et  x,  le  coefficient  de  sera  le  même  que  celui  A 

d/* & v 

de  dans  l’équation  (5o5)  , puisque  ce  coefficient 
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est  indépendant  des  nouvelles  différentiations  des  fonc- 
tions de  x dans  la  différentiation  de  d"\=o,  et  que 
la  caractéristique  d que  l’on  met  dans  cette  dernière 
opération  à la  place  de  celle  ï qu’on  à employée  à 
l’article  487,  ne  peut  influer  sff  sa  valeur  •,  on  aura 


donc 


F(x  v &A 
d y~A  dx"+l  ^ \ ,y>  dx’  dx*' 


Mais  lorsque  l’équation  proposée  dn\=o  a des  solu- 
tions particulières,  on  a A=o,  ce  qui  réduit  l’équa- 
tion (a)  à celle  F (^c,y,  ^ donc  alors 

on  a l’équation 


dxn+' 


(5o7), 


qui  conséquemment  est  le  caractère  des  solutions  par- 
ticulières. 


48q.  Quelle  que  soit  l’équation  dn Y~o  entre  les  deux 
variables  x et  y , il  est  clair  qu’en  faisant  x égale  à 
une  constante  quelconque  on  y satisfera  , puisqu’on 
aura  alors  y qui  sera  aussi  égale  à une  constante , et 
que  conséquemment,  ayant  simultanément  dx  = o , 
et  les  différentielles  de  tous  les  ordres  jusqu’à  celui  n 
de  y égales  à zéro  , la  proposée  se  réduira  à l’identité 
0=0.  D'après  cela,  nous  prévenons  que  dans  nos 
recherches  sur  les  solutions  particulières  , nous  ne  re- 
garderons plus  comme  telles  que  les  équations  entre 
les  deux  variables  x et  y qui  satisfaisant  à la  proposée, 
différeront  essentiellement  de  l’intégrale  finale  de  l’é- 
quation. 

490.  L’introduction  de  la  caractéristique  i'  dans  la 
différentialion  de  l’équation  dn\=  o par  rapport  à 


♦ 
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y et  ses  différentielles  de  tous  les  ordres  jusqu’à  ce- 
lui n,  nous  devenant  inutiles  pour  déterminer  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  x et  y , afin  de  faire 

évanouir  le  coelïïcient  A de  -^£dans l’équation (5o6), 

d'+'y 

ou  de  —j  ^ , en  différentiant  à l’ordinaire  d"Y  par 


rapport  à y et  ses  différentielles , nous  prévenons  que 
dans  les  applications  que  nous  allons  faire  des  théories 
précédentes  , nous  ne  nous  servirons  pas  de  la  carac- 
téristique t. 

Exemple  I.  Trouver  les  solutions  particulières  de 
[équation  différentielle  du  premier  ordre 


x -f-  ^ v/y*  + x“ — a*  = o (o) . 

dx  dx  ' 

Différentiant  cette  équation  par  rapport  à y et  dy 
seulement , ensuite  chassant  le  dénominateur  , on  a 

(y  — |/y*4 -x*— û=)  \Zy*  + x3  — a»  ^ 

— (y  — v/y”  + — «“)  ^ • fb). 


ddy 


Egalant  le  coefficient  de  à zéra,  on  a l’équation 


(y — — a1)  [/y'-f-x* — o2=  o , 
à laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qn’en  faisant 
y — j/y1  -j-  x*  — a%  = o,  d’où  x=±  a , résultat  que 
nous  devons  rejeter  (art.  489)  , ou  en- faisant 

y*-}-  x* — a*  —ot  d’où  y ==  v/«“ — x“- 


* 


t 
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Or , cette  dernière  équation  satisfaisant  à la  proposée 
(a) , nous  en  conclurons  qu’elle  en  est  la  solution  par- 
ticulière. Ces  résultats  sont  conformes  à ceux  que  nous 
avons  trouvés  à l’article  383  , où  ce  même  exemple  a 
été  traité  par  une  méthode  différente  et  particulière 
aux  équations  différentielles  du  premier  ordre , et  où 
nous  n’étions  pas  encore  convenu  de  ne  pas  regarder 
comme  solution  particulière  les  équations  de  la  forme 
x — const.  * 

Différentiant  l’équation  (a)  par  rapport  , x et 
rfy , il  serait  venu  celle 

(y  - t/y  + «7)  + ÿ ' 

=(y—  y/y’+x'-d')  - v/ÿ+^w...(r). 

Or,  faisant  y*  -f*  x®  — &®  = o jpour  que  le  coefficient 
de  ^-^-s’évanouisse,  on 

(U* 


ay  = \/u ® — x* , d’où 


ydy* 


et 


__ 

dx 


<£c®  y'a*  — x®  V/ a® — •** 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (c),  on  a 


oX 


rfy® 


<Z3y o 

ou  rfx® — ° » 


' rfx®  V^C® 

ce  quf  est,  comme  nous  l’avons  démontré  à l’article 
(488)  ,1e  caractère  des  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

Exemple  II.  Trouver  les  solutions  particulières  dct 
équations 

(d®y  )®  + 4xdx’day  — 4dydx3  — ° 00- 

Ecrivant  cette  équation  sous  la  forme 

(rf3_y  + axrfx®)®  = 4 (x2rfx4  dydx'i~)  , 

et 
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et  prenant  la  racine  carrée  des  deux  membres  , on 
a l’équation 

dy  -f-  ar<£r*  = tzdx  V ^ x'dx*  -f-  c'ydx . (e), 

qui  différentiée  par  rapport  à dy  et  dy,  donne 

V ^ dx  daf~  dx’ 


et  faisant  le  coefficient  de 

d c* 


3, on  a dy=-x'dx , 


j>  , X 

“ °û  y — — g-  ■+>  c , ou  plus  simplement  à cause  de 
l’arbitraire  de  c,  on  a l’équation 

c — x3 


y — 


• Cf), 


qui  satisfait  à la  proposée,  et  qui  conséquemment  en 
est  une  solution  particulière. 

4qi.  Les  solutions  particulières  des  équations  dif- 
férentielles d’un  ordre  quelconque,  ne  sont  pas  tou- 
jours les  solutions  particulières  des  différentielles  de 
1 équation  proposée , ou  de  ses  intégrales  de  fc>us  les 
ordres , puisque  pour  que  cela  eût  lieu  , il  faudrait 

que  toutes  leséquations,  telles  que  celles  (a) , (a") 

de  l’article 484 , eussent  lieu  simultanément.  Ainsi  y=ç 
étant  l’intégrale  finale  de  l’equation  di\=o  , et  dy  - d£ 
l’une  de  ses  premières  intégrales;  ces  deux  dernières 
équations  ne  pourront  avoir  une  même  solution  par- 
ticulière y =X,  qu  en  tant  qu’on  aura,  simultanément 
dc' O et d‘rd^  = 0.  Par  exemple  , faisant  dans  l’é- 
quation (e)  de  l’article  précédent,  dy  = zdx , d’où 
ddy  = dzdx,  |d  a la  transformée  dz  -f  a xdx  = 

adx‘  ]/x*  -+•  z , d’où  dx  = -Z  , et*  intégrant 

a)/x‘+z  0 

• s3 


a. 
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il  vient  x = V^ i3-}*  a + c' » doù  d*  — 2cx  rst  a,  et 
par  conséquent 

dy  — d*d. r — a c'xdx (a) 

ce  qui  est  une  première  jntégrale  de  l’équation  (d) 
de  l'article  précédent,  et  l’intégrant,  Ü vient  pour  in- 
tégrale finale  l’équation 

y = c*x  — c'x*  -4-  c* (&) } 

donc  pétant  = c's,r — c'x*  +c"  et  d%=(c'* — ac rx)dx, 

l’équation  = o donne  ac' — x — o ; d’où  c'=  —•  , 

et  l’équation  dc'd%  = o donne  ac'  — zx  — o , d’où 
d — x‘,  donc  ces  deux  valeurs  dè  d n’étant  pas  iden- 
tiques, il  s’ensuit  que  la  solution  particulière  (f)  fart . 
4g o}  , n’est  pas  la  solution  particulière  de  la  pre- 
mière intégrale  («)  de  l’équation  (d)  £ art. 490}. 

Mais  si  à cause'  de  l’arbitraire,  de  la  constante  c* 

c ^ c'3  * ' • *s  • 

nous  la  faisons-^ — = — , en  représentant  par  c une 
^ » 

«utre  qonstante  arbitraire  , l’équation  (6)  se  changera 
en  celle 


3 y — c— 3c'*  x — 3dx* — 


■T3 


(r)  ï 


ou  ajoutant  de  part  et  d’autre  x3 , ce  qui  rend  le  se- 
cond membre  = ( x . — c')3,  prenai  t la  racine  cubique 
des  deux  membres  et  transposant  d,  on  aura  1 équa- 

• • • '*  t»  ' 

lion 

x= d +i/(3y+V — <0 

<jui  est  évidemment  la  même intégrale  finale  de  l’équa- 
tion (d)  fart.  4go]  que  Celle  (b)  , mÊs  mise  sous  une 
forme  différente  qui  ne  la  rend  plus  comme  l’éqna- 
tion  (J>)  , la  solution  complète  de  la  proposée  ( d)  de 
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Tarticle  4n°>  [voyez  l’art.  58g).  DifFérentmnt  l’équa- 
tion ( ’d ) , on  a 

dy  — C(3y  4-  x3—  c)*—  x'~]dx (o) , 

* / 

qui  est  une  seconde  première  intégrale  de  l’équation 
(</)  [[art  4go],  et  qui  a la  même  première  solution  par- 
ticulière (/Xart.  49°]  que  l’équation  (d)[[art.  490],  ce 
qu’on  trouve  à priori  en  faisant  la  quantité  radicale 
■de  l’équation  (e)  = o [art.  383]  , et  dans  ce  cas  - ci  il 
est  aisé  de  yoir  que  l’équation  de  condition 

^ = ^=0, 

afin  que  l’équation  (<£)£art.  49°3  » et  sa  première  in- 
tégrale (e)  aient  une  même  solution  particulière , est 
satisfaite  ; puisque  l’équatioh  (c) , qui  est  l'intégrale 
finale  de  celle  (d)  [[art.  49°3»  donnant 

0 ■==:  3c'“x  — • 3c'x* — c'3 , d’où  t/0  = (3c'1 — 6c'x)t/x  , 
on  aura 

= 6c'x — Sx1  — 3c'1 =0,  d’où  c'*  — ac'x+x*=6 
et  par  conséquent  c'=x , et  que  de  même  on  aura 
— 6 c' — 6x  =0,  d’où  c'=x. 

4ga.  On  peut  par  des  procédés  semblables  aux  pré- 
cédens  , trouver  les  solutions  particulières  et  simul- 
tanées d’un  système  de  m équations  entre  m -f- 1 
variables x , y , z. . . et  d’un  ordre  quelconque  n , eü 
supposant  toujours  que  l’une  des  variables  x varie 
uniformément.  En  effet,  considérant  les  constantes  c', 
c"...  des  valeurs  de  y,  z...dans  les  intégrales  finales  des 
équations  proposées  , comme  variant  elles-mêmes , et 
représentant  respectivement  parjy  4 S'y  , z -f-  «Tz. . . . 
ce  que  deviennent  les  valeurs  de  y,  z. . .lorsque  les 

a3,., 
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constantes  arbitraires  ont  *Brié  ; ensuite  substituant 
dans  les  m équations  proposées  les  quantités  v 4-  ty , 
z -f  S'z — à la  place  de  y , z. . . , et  retranchant  de 
chacune  des  tn  équations  résultantes  , celle  qni  lui 
correspond  parmi  les  m équations  données,  il  est  clair 
qu’on  aura  encore  m équations  qui,  évidemment,  ne 
seront  que  ce  qu’on  aurait  obtenu  immédiatement  en 
différentiant  chacune  des  équations  proposées  par  rap- 
port aux  variables  yr , z...et  leurs  différentielles  de 
tous  les  ordres  jusqu’à  celui  n inclusivement  , en  met- 
tant la  caractéristique  i'  à la  place  de  la  nouvelle  d 
qu’on  aurait  introduite  , et  en  ayant  seulement  l’at- 
tention dans  cette  différentiation , de  placer  la  lettre 
S'  immédiatement  avant  la  variable  ; on  aura  donc  par 
ce  moyen  un  nombre  m d'équations  affectées  des  dif- 
férentielles de  l’ordre  n et  des  ordres  inférieurs  de  <ty, 
Sz  , etc.  Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  un 
facteur  indéterminé  6',  la  troisième  par  un  autre  fac- 
teur indéterminé  6",  et  enfin  la  mi/m‘  équation  étant  mul- 
tipliée parle  facteur  indéterminé  ôt"1-1)',  et  ajoutant  ces 
m équations , on  n‘en  aura  plus  qu’une  qui  renfermera 
les  quantités  dn}y,dn}z...  Or,  si  les  termes  affectés  de 
ces  dernièresquantités  ne  s’évanouissaient  pas,  il  est  clair 
qu’ alors  en  résolvant  successivement  cette  équation  par 
rapport  à J'y,  J'z.-.les  valeurs  de  ces  quantités,  et  de 
suite  celles  de  y , z. . . (art.  487) , auraient  n cons- 
tantes arbitraires;  donc  ces  valeurs  de  y , z...  ne 
seraient  plus  des  solutions  particulières  (art.  484)-  H 
faut  conséquemment  rendre  nuis  les  coefïiciens  de  d"«y, 
dnSz . . . , ce  qui  donnera  un  nombre  m d’équations 
entrelesm — 1 indéterminées  6',  par  le  moyen 

desquelles  on  éliminera  ces  m — 1 indéterminées,  ce  qui 
donnera  m—  1 équations  entre  les  coefïiciens  qu’avaient 
dnty,  rWz...  avant  l’introduction  des  facteurs  indéter- 
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minés.  Combinant,  ces  équations  de  condition  qui  doi- 
vent avoir  lieu  en  même  temps  que  les  proposées,  avec 
ces  m dernières  équations,  on  pourra  éliminer  les  quan- 
tité. d*~'y  d"~^  dy  d"~'Z  4n~'Z  ' —etc 

dx— «’  dxn  * * ‘dx’  dx—',dx*-*,‘“dxetC' 

ce  qui  donnera  une  équation  primitive  qui  sera  une 
solution  particulière  , et  d'où  l’on  pourra  en  conclure 
d’autres  par  la  différentiation  et  des  substitutions , 
ensuite  l’intégration. 

Soient , par  exemple , proposées  les  deux  équations 


(.y* — a ax)dy  — a2dz  -f-  aoy  dx  = o 
zdy*  y dzdy  -f-  a adzdx  — o 


(a). 


DifFérentiant  ces  équations  par  rapport  à y , dy  ,z  et 
dz  en  conservant  pour  vus  de  simplicité  la  carac- 
téristique d à la  place  de  celle  <f,  il  viendra 


t r.  •* 

(y*  — a ax)ddy — a?ddz  -f-  etc.  = O 1 

(‘izdy-$-ydi)ddy-\-(ydy-\-2adx')ddz  -f-  etc.  =o  / 

Multipliant  la  seconde  équation  par  6'  et  ajoutant  le 
produit  avec  la  première  équation  en  (ù) , on  a 

[(y* — aor)  -|-  6'(atdy  + yda)3ddy 
-f  [ f>'(ydy  -f-a adx)  — cf^ddz  -j-  etc.  = oj 

et  puisque  les  termes  affectés  de  ddy  et  de  ddz  doivent 
s’évanouir,  on  aura  les  deux  équations 


y*  — a ax  -f-  V (*zdy+ y dz)  = o,  . • 
6'(ydy  -f-  aadxy — a*=o; 


et  éliminant  fi',  il  viendra 

(y’ — aax)  (ydy+  nadx)  -+-a'Çazdy~)-ydz)  — o. 
Divisant  cette  équation  et  les  deux  proposées  en  (a) 
par  dx , et  éliminant  entre  les  trois  équations  résuW 
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, . , dy  dz  ,,, 

tantes  les  quantités-^  et  , on  aura  I équation 


y*- 


x*=o. . . . 
zxdx 


d’où  z = — et  dz  = 

y y- 


-•-••CO» 

— dy . Substituant  ces 

y 


valeurs  dans  les  deux  équations  proposée*  (a) , on  ti- 
rera également  de  Tune  et  de  l'autre  l'équation 

(y*  — ax)dy  -f-  zaydx  — o , 

s • ' 

qui  étant  divisée  parj'*,  donne  l’équation 

y * y 

qui  étant  intégrée  (art.  3a3),  donne  complètement 
j*+3ax=  cÿyA (d). 

Ainsi  les  équations  (r)  et  (d)  sont  les  solutions  par- 
ticulières des  équations  proposées  (a}.  , 


' CHAPITRE  IV. 

P 

De  V intégration  des  équations  aux  différerv-  % 
tielhs  partielles  du.  premier  ordre . 

493.  JL  ES  équations  aux  différentielles  ordinaires  dont 
nous  nous  sommes  occupé  jusqu’à  présent , donnaient 
une  relation  entre  les  differen belles  des  variables  in- 
dépendantes x , y. ..  et  celle  de  la  fonctiqjz  inconnue 
z de  ces  variables.  Mais  les  équations  dont  nous  allons 
nous  occuper  , ne  donnent  que  la  relation  des  difïe— 
li  en  belles  partielles  de  la  variable  principale  z par  rap- 
port à ceÙes  x,y...  dont  elle  est  fonction,  et  il  faudra 
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parle  moyen  de  ces  équations,  trouver  la  valeur  des. 
c'est  en  cela  que  consiste  la  résolution  ou  intégration 
des  équations  aux  différentielles  partielles. 

Nous  regarderons  une  pareille  équation  comme  ré- 
solue , lorsque  nous  l’aurons  ramenée  à ce  que  6a  so- 
lution ne  dépende  plus  que  de  l’intégration  d’une 
équation  aux  différentielles  ordinaires.. 

• 

4.94-  Avapt  d’entrer  en  matière , nous  rappellerons 
à nos  lecteurs  que  représentant  par  z une  fonction 
de  x , y , s , nous  appelons  différentielles  par- 

tielles indiquées , le*  quantités  d*z  , dïz , d'z ... . . et 
différentielles  partielles  effectuées,  celles  £xzdx,  îrzày , 
f‘zds . ....  (art.  ao).  De  même  , lorsque  nous  voudrons 
indiquer  la  différentielle  partielle  de  z par  rapport  à 
deux,  trois.  variables,  telles  quexy,  xys . . . , nous 
écrirons  dxdfz , d*d>d£z . ....  ou  plus  simplement  dxiz  % 
dxf‘z... Mais  nousavonsvu  aux  articles 54,  75  et 76,  que 
quel  que  soit  l’ordre  des  différentiations  partielles , le 
résultat  est  toujours  le  même,  donc  dVx=d?xz}  de  même 
dx*’Zf—  d*‘y z 33  d‘xy  z sss  dJ*‘z  ssarfW®  = d?yxz,  et  en  lin 
généralement  on  pourra  écrire  dans  les  différentiations 
partielles  de  z par  rapport  à un  nombre  quelconque 
de  variables  af,  y , s.  ».  , ces  dernières  variables  dans 
un  ordre  quelcqnque. 

De  même  dxz  étant  égal  à £xzdx  , nous  aurons 
•^7  = f1» , et  si  nous  différentions  çette  équation  par 

d*z 

rapport  à y , nous  aurons  d*  —d?  £xz = P(f*z)dy- 

ou  '/y  ç y—  P'Cf**)  ce  que  nouséerirons  de  la  maniète- 
. dr*z  . ’ , dyM'"t  „ 

"NW  d^dx  = îytZ> Ct  de  raême^Æ“=fy"" 


36o  srppiÉMENT  v; 

ainsi  f*z  représentera  que  devient  la  fonction  variable  z 
de  x,  y ,~s.t . , lorsqu’après  l’avoir  djfférentiée  par- 
tiellement, par  rapport  à ;x  , on  a divisé  cette  diffé- 
rentielle par  dx  ; de  meme  f^z  représente  ce  que  de-  > 

■vunt  z lorsqu’après  l’avoirdifférentiée  partiellement  par  • 
rapporta  x ely , on  a divisé  cette  différentielle  par 
dxdy  ; enfin  généralement  frV’-z  est  ce  que  devient 
, z lorsqu’après  l’avoir  différentiée  par  rapport  à x, 

y,  s , on  a ensuite  divisé  la  différentielle  par 

dxdyds. .. 

Il  faut  faire  attention  que  ces  différentiations  par-  , 
tielles  faites  à la  suite  les  unes  des  autres , fussent- 
elles  en  même  nombre  que  celui  des  variables  x , y,  s... 
dont  z est  fonction  , ne  donneraient  pas  la  différentielle 
dez  ,'qui  se  compose  de  la  somme  des  différentielles 
partielles  de  z,  par  rapport  à toutes  les  variables 
secondaires  x , y,  s...  ; par  ej^mnle  , z étant  fonction 
de  x et  de  y , onadz  -=dxz  -^-dyzr=£xzdx-\-frzdy , 
quantité  qui  est  différente  de  celle  dxyz  — frVzdxdy , 
laquelle  n’est  que  la  différentielle  partielle,  par  rap- 
port à x de  la  différentielle  de  z par  rapport  à y , ou 
l’inverse , puisque  dxyz-=z  dyxz. 

De  même  , pour  indiquer  l’intégration  partielle  d’une 
fonction  différentielle  (x , y,  s. . .dx , dy , t£s..  .)par 
rapport  à une  seule  partie  des  variables , par  exemple 
rx  et  y , nous  écrirons  fxfy(x,y , s. . .dx,  dy  , <&...)  , 
ou  plus  simplement  fxy{x,  y , s. . .dx,  dy  , ds...")  , et 
puisque  dxyax=d)'xz  , il  est  clair  que  fxydz  = fyxdz,  et 
généralement  quel  que  soit  l’ordre  des  intégrations  par- 
tielles , le  résultat  est  toujours  le  même.  Il  suit  de  cette 
notation  que  si  z n’est,  parexemple  , fonction  que  des 
trois  variables  x , _y,sla  quantité  fxyldz  est  =ydz  = z. 

4,95.  Une  équation  aux  différentielles  partielles  est  de 
l’ordre  représenté  par  le  plus  grand  nombre  de  différea- 
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tielles  partielles  indiquées  de  la  fonction  z des  variables 
s,uiv,x. . . Ainsi  un  destermes  de  l’équation  proposée 

. , dm‘dn?d*z, 

étant , par  exemple , affecté  de  la  quantité 

ou  — = — ; — , — , cette  équation  aux  différentielles  par- 
dsmdyndx  ' M 

tielles  sera  de  l'ordre  m -f  n + 1 , puisque  dm’ , d’"' 
et  dx  indiquent  respectivement  les  différentielles  par- 
tielles du  du  niim*  et  du  premier  ordre  de  la 

fonction  z , en  y considérant  d’abord  seulement  s , 
- ensuite  y , enfin  x comme  variable. 


4ç) 6.  Nous^ie  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  que 
des  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre, 
et  nous  allons  commencer  par  celles  à trois  variabjes 
dont  la  forme  la  plus  générale  est 


[a^+B~x=D  ouJPz+BPz—d}  . . . (5o8)  ; 

dans  laquelle  z est  la  fonction  inconnue  et  cherchée 
des  variables  x et  y , et  A , È , D des  fonctions  quel- 
conques des.  variables  z , x et  y. 

Si  l’on  fait  dans  cette  équation  (5o8)  A—  o , alors 
elle  se  réduit  à celle  a 

drzz=-Qdy (n)  » 

, laquelle  ne  considérant  que  y et  * comme  variables, 
peut  s’écrire  sous  la  forme 

*=§ m,*..  : ; 

et  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  ordinaires 
d’intégration , on  aura  celle 

z=F(x,^)  + (pCx) 


00, 


5ôa  SUPPLÉMENT 

t 

dans  laquelle  x sons  le  lieu  de  F s'y  trouve  placé 
comme  pourrait  $ y trouver  toute  autre  quantité  cons- 
tante contenue  etf(.r)  représente  une  fonc- 

tion arbitraire  de  x (*)  qui  disparaîtrait  si  pour  re- 
venir à l’équation  (b)  ou  (a) , on  dilFérentiait  celle  (c). 
par  rapport  à y.  et  z» 

Le  cas  où  1 ou  ferait  B — o dans  l’équation  (üo$)  * 
présente  évidemment  des  circonstances  semblables 
par  rapport  aux  variables  x et  y prises  en  sens  in- 
verse. « / . 

I,e  ças  de  D=  o rentre  dans  le  cas  général  que  nous 
allons  examiner  > et  en  est  un  corollaift* 

4,97.  Considérant  maintenant  l’équation  (5o8)  daus 
toute  sa  généralité  , et  éliminant  entre  cette  équation 
et  celle 

dz  — dfz  -f-  <^z.  . , . . .(o)  ; 

ïa  différentielle  partielle  dxz , on  a l'équation 

.f  1 y » 

( Ady  — Bdx  ) -y—  ==AJz — Ddx- .....  (609) , 

dy 

dans  laquelle 

• ' * déterminée. 

Si  entre  l’équation  (bo8)et  celle  Ça)  on  élimine  d?z. 
à la  place  de  dxz  , on  aura  l’équation 

{Ady — Bdx)  -*^  = Ddy  — Bdz (5 \ 0}  , 

(*)  Non*  prévenons  que  dorénavant  nous  nous  servirons  de  la. 
lettre  F seule  ou  accentuée,  ou  avec  un  indice  quelconque  , pour 
caractéristique  des  fonctions  détei  mince» , et  que  nous  emplotrons 
la  lettre  q>  ou  «,  seule  ou  avec  les  mêmes  accessoires  que  les  pre'- 
« cédens  relativement  à ¥,  pour  caractéristique  des  fonctions  ailé-- 

traire». 


dyz 

dy 


où  f?z  est  encore  une  quantité  in— 


% 
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dont  on  pourra  se  servir  préférablement  à celle  (ôog), 
ci  les  calculs  que  nous  allons  indiquer  relativement  à 
cette  dernière  équation  , s’effectuent  plus  aisément  en 
opérant  sur  l’équation  (5ic). 

Ainsi , considérant  seulement  l’équation  (5og) , nous 
rappellerons  que  d’après  ce  quia  été  démontré  àl'ar— 
“ticle  36o,  il  existe  toujours  un  facteur  6,  fonction  de 
x et  dey»  , dont  le  produit  par  le  binôme  Ady — Bdx ,* 
dans  lequel  on  ne  regarde  comme  variables  que  x et 
y , sera  exactement  intégrable  par  rapport  à ces  deux 
variables.  De  même  , ne  considérant  comme  variables 
que  x et  z dans  le  binom eAdz  — Ddx , il  existe  un 
facteur  6“  fonction  de  x et  de  z , dont  le  produit  par 
ce  binôme  est  exactement  intégrable  par  rapport  à 
a;  et  z on  aura  donc  les  deux  équations 

p*b  (Ady  — Bdx)—  F ( x,y,z ) (b)  , 

et  fxt6"(Adz—Ddx)  =F "(x,y,z) (c)  , 

en  observant  que  z ne  se  trouve  sous  le  lien  de  F 
dans  l’équation  (b)  que  comine  constante  , et  comme 
pourrait  s’y  trouver  toute  autre  constante  a,  b.... 
contenue  dans  A et  B , et  qu’il  en  est  de  même  pour 
y dans  la  seconde  équation  (c). 

Faisant  pour  abréger 

_ (d) U=T(x,y,z)  et  V==F,'(x,y,z) (e)  , 

on  aura  les  deux  équations 

p*.  (Ady — Bdx)  —U  et'  fx‘b"(Adz~  Ddx)—  V , 
qui  différentiées  par  rapport  aux  trois  variables  x,y 
et  z donneront  celles 

0 (Ady—  Bdx)  -f-  dïU—dUy  ( ^ 

et  W(Adz  — Ddx)+d>V±dv) 

Multipliant  la  première  de  ces  deux  équations  par 
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faïÿi  et  divisant  la  seconde  par  6"  , on  aura  celle 

, 4 , x àyz  d*z  , d?z  . 

(Ady-Bdx)  -j-=rdj  du-  ^d‘U 


et 


Adz — Ddxz 


dF  d>F 


b"  6"  ' 

* Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5cq)  , et  iso- 
lant dF dans  le  premier  membre  j il  viendra  l’équa- 
tion 

dv=T%dU-V^d'u+drV W- 

Il  peut  arriver  deux  cas , r°.  que  A n’étant  fonction 
que  de  x,  B ne  le  soit  que  de  x et  de^ , et  que  D 
ne  contienne  pas  la  variable  y.  2°.  Que^,  B et  D 
soient  indistinctement  fonctions  des  trois  variables  x, 
y et  z.  Or  , je  dis  que  dans  l’un  et  l’autre  cas  Fsera. 
également  fonction  de  if.  En  effet , dans  le  premier 
cas  , U ne  sera  fonction  que  de  xet  de^^équat.  (6) 
et  (d)] , et  F ne  contiendra  que  les  deux  variables  x 
et  z [eq.  (c)  et  (e)] , on  aura  donc  dlUz=oetdfU=o  , 
ce  qui  réduira  l’équation  (g)  à celle 

dr=^du...Ah)f 

qui , à -cause  que  dV  est  une  différentielle  exacte  , ne 
peut  évidemment  avoir  lieu  qu’en  tant  que  le  coefficient 
de  dU  est  fonction  de  U j donc  l’équation  (h)  se  ré- 
duira à celle  dF —<p'  (If)dU , d’où  par  l’intégration 
on  tirera 

F=ç{U) (5n). 

\ J • ' 

De  même  dans  le  second  cas  , prenant  l’équation  (g ) 
dans  toute  sa  généralité  , et  substituant  seulement  aux 
•différentielles  partielle#  indiquées  d*U  et'd?U\ts  diffé— 
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rentielles  partielles  effectuées  f zUdz  et  f yUdy  ; il  est 
clair  que  le  second  membre  de  l’équatioD  (g-)  ne  ren- 
fermant que  les  différentielles  dU , dz  et  dy , le  pre- 
mier membre  dV qui  est  une  •différentielle  exacte  ,se 
composera  de  la  somme  des  différentielles  partielles 
exactes  d^V -f-  dzV-\-d*V\  ainsi  substituant  ce  trinôme 
à la  place  de  dV  dans  l’équation  (g)  , et  effaçant  de 
part  et  d’autre  düV,  on  aura 

tu-'**,..-. 

Or  , puisque  dV  est  une  différentielle  exacte , ils’en- 
suit  que  la  différentielle  partielle  de  W par  rapport  à 
V , ne  peut  avoir  lieu  qu’en  tant  que  V est  fonc- 
tion de  U,  ce  qui  est  exprimé  par  l'équation  ( 5u  ) 
qui , conséquemment , a lieu  dans  les  deux  cas  que 
nous  avons  examinés. 

L équation  (/)  nous  apprend  aussi  que  V est  tou- 
jours fonction  de  z,  et  peut  ne  pas  l’être  de  x et  de  y , 
puisque  dV  étant  une  différentielle  exacte  , sa  diffé- 
rentielle partielle  par  rapport  à z , ne  peut  avoir  lieu 
qu’en  tant  que  V—Q  (z)  , et  puisque  cette  équation 
n’est  pas  affectée  des  termes  dxV  et  , la  quantité 
Y peut  n’être  pas  fonction  de  x et  de  y. 

Il  est  à propos  d’observer  que  quoique  les  quantités 
représentées  par  V et  V soient  des  fonctions  de  va- 
riables , cependant  elles  sont  toutes  deux  égales  à des 
quantités  constantes.  Car  si  TJ  et  V étaient  respec- 
tivement égales  aux  deux  quantités  variable*  u et  v, 
on  aurait  les  équations 

. Ady  — Bdxz=~  et  Adz  —Ddx~  ^ 

Ddx  dv 

~dT  6'V7? 


d’où 


j Bdx  du 
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Egalant  ces  deux  valeurs  de  A , et  prenant  dans  l’é- 
quation résultante  la  valeur  de  Z),  il  vient 

Bdz  dudz  dv 

~3y  biïydx  b"dx 

substituant  pette  valeur  de  D ainsi  que  celle  de  A 
féquac.  (A)]  , dans  l’équation  (5o8),  on  a celle 

de  | du  \ dzz  d^z  __  dz  dudz  dv 

dy  bdy)  dx  dy  dy  ' bdydx  b" du.  * 

qui  ne  peut  se  réduire  à la  vraie  équation 

dTz  -f-  d?z  ~dz 

qu’en  faisant  simultanément  du~  o et  dv=.o  , donc 
u et  v , et  par  conséquent  U et  V ne  pouvant  être 
que  des  quantités  constantes  , nous  ferons 

(U=a  et  V=b}. . . .Ç5ia). 

De  ces  équations  , ainsi  que  de  celles  (J)  ondéduira 
les  équations 

Ady~Bdx~—^-l 

diV  1 * 

et  Adz  — Ddx~ J 

Mais  à cause  qu’on  intègre  fl  {Ady  — Bdz)  , en  y 
considérant  z comme  constante  , et  qu’on  intègre 
6\Adz  — - Ddx  ) en  prenant^  constante,  il  s’ensuit  . 
qu  il  faudrait  faire  pour  la  première  intégration  tfaC=o, 
et  pour  [a  seconde  d^V  — o ; ainsi  relativement  aux  in- 
tégrations qu  on  veut  effectuer  pour  avoir  U et  J'~ , 
il  faudra  poser  les  équations 

(5i3 )....Ady — Bdx-=.  o , Adz  — 7?d.r=o....(5i4), 
ou  . Ddy—Bdz=o (5i5) 
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Suivant  que  l’équatiort  (5i4)  est  plus  aisée  à intégrer 
par  rapport  à z et  x , que  celle  (5i5)  par  rapport  à' 
y et  z,  ou  llûVersè. 

Ayant  par  le  moyen  de  l’intégration  de  l’équâtion 
(5i3),  multipliée  par  un  facteur  convenable  9»,  l’équa- 
tion F(r,y,z)  = U = a,  oft  en  tirera  y =s  F,(  x,z,a  ) ou 
x=Fa(y , z, a), suivant  que  la  seconde  équation  qu’on  vou- 
dra inlégrersera  celle  (5i  4),  ou  celle  (5 1 5); on  substituera 
cette  valeurdey  ou  de  x dansla  seconde  équation  cheisie, 
«t  après  l’avoir  multipliée  par  un  facteur  convenable  6", 
on  l’intégrera  pour  avoir  la  valeur  de  et  substituant 
ces  valeurs  de  U et  de  V dans  l’équation  (5n),  on 
aura  l’intégrale  demandée  de  la  proposée  (5o8). 

Si  l’équation*qu’on  intègre  est  dans  le  premier  cas 
que  nous  avons  examiné  , c’est-à-dire  , si  A est  seu- 
lement fonction  de  x,  que  B le  soit  seulement  dey, 
et  qu’enfin  D ne  soit  fonction  que  due  x et  dez  , alors 
le  calcul  se  simplifié , pùisqtié  léâ  intégrations  des 
équations 

6 (Ady  t*-  Bdx ) = o et  6"  {Adz  — Ddx)  = o ; * 

donnant  respectivement  £7=  F^.c, z)  , et  Fr=Fi(x,z) 
on  a tout  de  suite  par  le*moyen  de  l’équation  (5u) 
celle  F4(x,a)==p[F3(\r,y)] 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  équa- 
tions (5t3)  et  (5i4)  , a son  analogue  pour  les  équa- 
tions (5i3)  ét  (5i5)  , si  B n’étant  fonction  que  dey  , 
A n’est  fonction  que  dey  et  de  x , et  D u’est  fonctioa 
que  de  y et  de  z. 

Exemple  f.  Intégrer  l'équation 
xfTz  4-  yf *z  ■=.  nz. 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
{ 5o8  ) , on  a A = x , B —y  et  D — nz } ainsi 
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la  proposée  est  dans  le  premier  cas  examiné  précé- 
demment. Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 
(5i3)  et  ( 5 1 4 ) » on  a celles  xdy — ydx—Q  et 
xdz — nzdx  = o.  Le  facteur  intégrant  de  la  première 

1 J 

équation* est  — , celui  de  la  seconde  est  — ; ainsi  on 

Ou  • JCZt 

aV=f^i±=z  « o, 

d’où  1z  — lxn  = lb , et  par  conséquent  b = — , mais 
V—  b [équat.  (5 1 a)] , donc  V—  et  substituant  ces 

Ou 

valeurs  dans  l'équation  (5n),  il  vient  celle 


I 

qui  est  la  solution  de  la  proposée. 

Exemple  II.  Intégrer  l’équation 

Xyfyz  — x^f^z  =y“. 

Nous  avons  A—-~x*,  Brx=xy  et  D—y%,  ce  qui 
donne  x*dy-\-xydx=.o  et  o[]équat.  (5i3) 

et  (S  i4)D*  facteur  intégrait  de  la  première  de  ces 


équations  est  ; celui  de  la  seconde  par  rapport  à x et 
ary 

z est  —j  on  a donc  à intégrer  les  équations  — 4;' — = o. 
Xi  y oc 

et  dz  =o . . . (a)  ; la  première  donne  Ixy  — la, 

x 

d’où  xy  = a — U.  De  cette  dernière  équation  on  tire 
y — - ; substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (a)  , 

il  vient  dz  •+■  =o;  d’oùz—  .b  — V',  et 


remettant 
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remettant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  da 

# = I'oaa  or  V~  * Ct7)  , donc 

• *=è  + ® C-»y)f 

ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée. 

4q8.  Les  équations  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  (5o8)  dans  lesquelles  A n’est  fonction  que 
dex,  et  D et  D sont  fonctions  de  Ja  seule  variable  y, 
pourraient  s’intégrer  par  la  méthode  enseignée  dans 
l’article"  précédent  ; mais  elles  s’intégrent  bien  plus 
élégamment  et  plus  facilement  par  la  méthode  sui- 
vante qu’on  trouve,  dans  quelques  ouvrages, traitée  d’une 
manière  qui , suivant  moi , est  incomplète  et  insuffi- 
sante ; car  ce  que  les  auteurs  de  ces  ouvrages  ( voyez 
entre  autres  les  élémens  du  Calcul  différentiel  et  in- 
tégral  de  Lacroix  , art.  5i5)  indiquent  pour  Je  reste 
de  1 operation  a faire  dans  les  applications  de  la  mé- 
thode , offre  de  grandes  difficultés  et  -longueurs  de 
calcul  que  j’ai  entièrement  fait  disparaître  dans  ma 
formule  finale  (5 17). 

Soit^Fs=:<«  , d’où  D — • .fifrz—  w ■ de  ces  équa- 
tions on  tire  celles  fxz  = ~ et  &z  =3  Mais 

dz={xzdjc  -\-Pzdyj  donc 

iir-1 -fî—dy (/). 

Faisant  maintenant 

[ « f§ ❖-* /-f- =«}...(»), 

différentiant-  la  première  de  ces  équations  par  rap- 

2*4 
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port  à x , et  la  seconde  par  rapport  à y , il  vient 

{îÿ=f>AM*  et  Zdy-^^Niy) «• 

Mais  M étant  fonction  de  x et  de  a , et  N étant 
fonction  de^y  et  de  * , on  a f zMdx=dM — {“Md ■* 
et  &Ndy  = dN  — {“N du.  Substituant  ces  valeurs  dans 

les  équations  (c)  , il  vient  -j-  = dM — f"  Mdu  , et 

£.Av (^y~=z  dN  — {“N du  : enfin  mettant  ces  valeur* 

B J B 

dans  l’équation  (a)  , on  a celle 

dz=dM+dN~[?M+rrr\d» o i ), 

qui , évidemment , ne  peut  être  exactement  intégrable 
qu’en  tant  qu’on  fera 

f-;T/+f"  A = ?'(«) 00  J 

et  alors  intégrant  l’équation  (d)  , on  aura 

z — M+N—p  O) ;(/). 

Pour  éliminer  m de  cette  équation  , soit  fait  p(u)=zt»n, 
en  représentant  par  m une  quantité  indéterminée , ce 
qui  donne  um—  fp'(tS)d-j> , 

d’où  p\u)=mum~l (g). 

Mais  les  équations  (è)  donnent  celles 

r*=fÿ  « 

donc  A étant  parliypothèse  fonction  de  x , et  B fonc- 
tion de  y , on  aura 

l“M~X  et  f"A=—  Y,  d’où  ?'(»)  = X—Y[k q.(e)3. 


* 
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en  faisant 


5;i 


{*=/£  « 


•(5.6). 


Substituant  dans  l’équation  (g) , la  valeur  que  nous 
venons  de  trouver  à $>'(<»)  il  viendra  celle 


«=  \J 


x—r 


m 


de 
equa- 


cette  valeur  de  ainsi  que  celles  de  et 

pd y J A 

(5i6)J  étant  substituées  dans  les 

tions  (ù)  , on  aura 

*= V •• 


d’où 


M+N-y/SLzIZ+fBjl 


Enfin  mettant  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  <p  («) 

m-i 

= dans  l’équation  (/),  il  viendra 


celle 


* =f^+vU-rr( —st:) ci). 

V V m y mm  / 

Mais  à cause  que  m est  une  quantité  indéterminée 
il  est  clair  que  le  dernier  terme  de  l'équation  (é)  est 

une  fonction  indéterminée  et  arbitraire  de  X Y 

qu’on  pourra  représenter  par  <p  (X — Y ) ; on  aura  donc 
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ce  qui  est  la  solution  générale  et  fort  simple  des  équa- 
tions en  question. 

EXEMPLE.  Intégrer  V équation 


x5fxz  -f-  yf'z  = ya ( i ) . 


Nous  avons  A = x3  , B = y et  D—  y*  ; donc 
* = --  l-,  r=ly  [éq.  (5i6)3,ety^=£  Subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l’équation  (517),  et  faisant 
attention  que  ç indiquant  une  fonction  arbitraire  , on 


peut  mettre  * la  place  de 


on  aura 


ce  qui  est  l’intégrale  demandée  de  l’équation  (t). 

4^9.  De  même  que  l’intégrale  d’une  fonction  ou 
équation  différentielle  ordinaire  a un  nombre  infini 
d’intégrales  particulières  (art.  3y4),  lorsqu'elle  est  con- 
sidérée abstraitement , à cause  des  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l’intégrale  générale , et  que 
ces  constantes  ne  prennent  de  valeurs  déterminées  que 
lorsque  la  quantité  différentielle  intégrée , étant  la  re- 
présentation de  quelque  point  d’application  d’analyse  à 
la  Géométrieou  aux  sciences  physico-mathématiques, 
on  trouve  pour  autant  de  circonstances  qu’il  y a de 
constantes  arbitraires  , et  indépendamment  des  équa- 
tions du  calcul  , les  valeurs  simultanées  des  variables 
en  quantités  connues  ; de  même  aussi  les  intégrales 

des  équations  aux  différentielles  partielles  satisfont  tou- 
jours à ces  équations  » quelle  que  soit  la  forme  qu  on 
donnera  aux  fonctions  arbitraires  des  variables  qui 
entrent  dans  c“s  intégrales.  Ainsi  considérant  abstrai- 
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tement  une  équation  aux  différentielles  Dartielles,  elle 
a un  nombre  infini  d’intégrale*  particulières.  Mais  si 
cette  équation  provient  de  quelques  considérations 
d’analyse  appliquée,  alors  on  déterminera  les  fonctions 
d’abord  considérées  comme  arbitraires  , si  l’on  peut 
indépendamment  des  équations  données  par  le  calcul, 
et  d’après  une  circonstance  particulière  de  l’objet  au- 
quel on  applique  l’analyse , trouver  deux  équations 
primitives  entre  les  trois  variables  qui  aient  lieu  simul- 
tanément. En  effet,  soit 

z=F(x , y)  + <p(S) (a). 

L’intégrale  d’une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  , en  représentant  par  S une  com- 
binaison connue  de  x et  de  y.  Supposons  qu’on  sache 
d’ailleurs  que  pour  certaine  circonstance  particulière 
de  l'objet  de  ces  calculs,  on  a simultanément  les  deux 
équations  déterminées 

( b ) » y » *)  — o et ; F4(ï,y,  z)—o (c)  , 

alors  faisant  S — t....(d'),  on  aura  trois  équations 
(3)  , (c)  , (d)  par  le  moyen  desquelles  on  trouvera  les 
valeursrespectives  des  trois  variables  x,  y , z en  fonc-< 
tions  de  t , et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 
(o)  , elle  prendra  la  forme 

; f (0  — F'(0  = <P  (0  , 

f et  F'  étant  les  caractéristiques  de  fonctions  déter- 
minées. Donc  ayant  la  valeur  de  ç (t)  en  fonctions 
déterminées  de  t , et  remettant  à la  place  de  cette  der- 
nière lettre  celle  S qui  représente  une  combinaison 
donnée  de  x et  de  y , on  aura  déterminé  <p  (5)  , et 
par  conséquent  tout  le  sera  dans  l’équation  de  réso- 
lution (a).  * 

5co.  Parmi  les  équations  aux  différentielles  partielles 
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du  premier  o^re  qui  peuvent  se  présenter  dans  le 

calcul , il  m’a  paru  impossible  d’intégrer  celle 

^z—FÇfrz). (5i8), 


en  se  servant  des  méthodes  précédentes;  mais  heu- 
reusement que  l’intégratico  de  l’équation  (5 1 8),  peut 
s Obtenir  d’une  manière  ttès-simple  par  le  seul  se- 
cours de  l’équation 


dz  — ï*zdx  -f-  (a). 

En  effet , substituant  dans  cette  dernière  équation 
la  valeur  de  f *z  prise  dans  la  proposée  ( 5i8),  et 
observant  que  frzdy  — d{_yï>z  ■]  — ydïyz  , et  que 
F ({yz)dx = r/[xF (fyz)J  — x¥'(pzyiîyz  , en  faisant 

0), 


on  aura  l’équation 

dz  = d[a-F(f>z)]+J[yfra]  — [xF7  . . . (c)  , 

qui,  évidemment,  n’est  exactement  intégrable  que 
si  l’on  fait 

+y  = (fi-, 

et  alors  posant  l’équation 

dq(pz)  = q/(p£)diyz .......  (e)  , 

l’intégrale  de  l’équation  (c)  , et  par  conséquent  de  la 
proposée  (5i8)  , est  , 

z z=  xF  (P'z)  -f-  yiyz  — f (fys) (5 19). 

On  a dans  cette  équation  f^z  qui  est  inconnue , et 
le  dernier  terme  qui  est  une  fonction  arbitraire  de 
cette  inconnue;  ainsi  dans  le  cas  que  nous  considérons 
à présent , le  calcul  a été  plus  simple  pour  trouver 
l’intégrale  que  dans  les  cas  précédens.  Mais  afin  de 
parvenir  à la  valeur  finale  de  z en  fonctions  déter- 


Digitized  by  Google 


• N 


AUX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  375 

minées  de  x et  de  y , d’après  les  circonstances  de  la 
question  qui  a donné  lieu  à ces  recherches,  il  est 
évident  que  le  calcul  doit  être  plus  compliqué  que 
celui  enseigné  à l’article  499  > puisque  nous  n’avions 
alors  qu’une  fonction  à déterminer  , et  qu’ici  nous 
avons  de  plus  à éliminer  une  quantité  inconnue. 

Soit  fait  pour  abréger  f yz  = u , et  supposons  qu’on 
a simultanément  comme  à l’article  499,  lesdeux  équa- 
tions déterminées 

(/)—F,( x,y  , z)  = o et  F,(.r,  y , z)  =o....(g-), 

onpourra  entre  ces  deux  équations  et  celles  (d)  et(5ig) 
éliminer  les  trois  variables  x , y et  z j on  aura  donc 
une  équation  F3  [?'(«) , ç(u)  ,u~]—  o ; d’où  l'on  tirera 
celle 

<K“)  = F*0P'(U).  u] (J); 

mais  $'(u)du  = dp(u)[équat.  (e)J , donc 
ç'(u)du  = dF4C;'(u),  u]; 

elTectuant  la  différention  du  second  membre  , on  aura 
une  équation  différentielle  ordinaire^lu  premier  ordre 
entre  les  deux  quantités  u et  p'(u)  , et  qui,  par  con- 
séquent, pcurra  s’intégrer  soit  d’ellé-raéme,  soit  par 
le  moyen  d’un  facteur  ( art.  36o  ) , ce  qui  donnera 
9 '(u)  = Fs(u),  donc  sera  déterminé,  et  par  consé- 

quent <p(u)  (le  sera  aussi  [éqxrat.  (A)].  Substituant  le9 
valeurs  de  <p'(u")  et  de  f(u)  dans  les  équations  (d)  et 
(5 19) , on  aura  deux  équations  entre  x , y,  z et  u ou 
frz,  parle  moyen  desquelles  on  pourra  éliminer  cette 
dernière  quantité,  et  il  ne  restera  par  conséquent 
qu’une  équation  déterminée  entre  x , y et  z qui  sera 
la  solution  de  la  proposée  (5 18). 

5oi.  Considérons  maintenant  les  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre  à quatre  va- 
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riables  x , y , u , z dont  la  forme  la  plus  générale 
est 


. dxz  _ d*z  . 'duz  1 

A-E+»Ty  + c-T«  = D 1 


ou  Al*z  4-  B [y  Z + CÎUZ  = D 


(5ao). 


A > B >.  é et  D représentant  des  fonctions  des  va- 
riables qui  entrent  dans  l’equation.  Eliminant  dxz  entre 
l’équation  proposée  (52o)  et  celle 

dz  = dxz  -+-d>  z + duz ( a ) , 

on  a l’équation 

(Ady  — Bdx ) —j-  -f-  ( Adu  — Cdx  ) 

= Adz  — Ddx (52 1)  [*], 

duZ 

dans  laquelle  et  sont  encore  des  quantités  in- 
déterminées. Soient  â=f(a',  y),  6'=  £'(u,  x ) et 
6"=f"(jp,z)  les  facteurs  intégians  respectifs  des  trois 
binômes 

Ady  — Bdx,  Adu  — Cdx  et  Adz  — Ddx, 

en  ne  considérait  comme  variables  dans  chacun  des 
binômes  que  celles  des  quatres  lettres  x , y , z et  u, 
dont  les  différentielles  affectent  les  termes  ; ce  qui 
donnera  exactement 

fyzb  {Ady—Bdx)=z F (x,y,z,u)  = U ) 

ftt*b'(Adu  — Cdx)  = F,(v}y,z,u)  = TV\ (b), 

f*lb"  {Adz  — Ddx)=.F.Jx,y,z,u)  = y) 


G J *1  est  évident  que  si  on  élimine  encore  successivement 
ÙTz  et  /!":■  entre  les  équations  (5ao)  et  (n) , on  aura  deux  équa- 
tions analogues  h celle  (5ai)  que  le  lecicur  trouvera  aisément. 
Ainsi  011  aura  trois  équations,  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui 
sera  la  plus  favorable  aux  calculs  que  nous  allons  indiquer  relative- 
ment h la  seule  équation  (5ar). 


I 
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en  représentant  respectivement  par  U , TV  et  V ce* 
trois  intégrales. 

DifFérentiant  chacune  des  trois  équations  précédentes 
par  rapport  aux  quatre  variables , on  a 

6 (Ady  — Bdx)  + duU  + d*U  = dU  } 

6'  {Adu  — cdx) + dsîv- f.  dAV=  dTv\ (c). 

6 \Adz  — Ddx)  + ÙV  + à"V  — dv  J 


Multipliant  la  première  de  ces  trois  équations  par 
, la  seconde  par  , et  divisant  la  troisième 
par  6",  on  a 


. . d“z  daz  duz 

. , , dV  #V 

j4az  Ddx  — 


b'du 

d“V 


dAV- 


duz 


b'du 


dzTV, 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (52 j)  , isolant 
dV,  et  multipliant  par  é",  il  vient 


àrJw,lu+^d,r-:wLd'u+d‘ul 

fi  "jur 

— [dyfV+dAn+d?r+d"V {d). 

b du 


Ici , comme  à l’article  4,97  » nous  distinguerons  deux 
cas,  i°  celui  où  A n’étant  fonction  que  de  x , on*a 
B qui  n’est  fonction  que  de  x et  de_y;  C qui 'ne 
l’est  que  de  u et  de  af;  enGn  D qui  n’est  fonction 
que  de  z et  de  x.  a°.  Celui  où  A,  B,  C et  D sont 
in^jptinctement  fonctions  des  quatre  variables.  Or  , 
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je  dis  que  dans  l’un  et  l’autre  cas  , on  aura  égale- 
ment 


F=<f{TJ,TV) (5as) , 


En  effet , il  est  évident  que  dans  le  premier  cas  TJ  ne 
sera  fonction  que  de  x et  de  y , TV  ne  le  sera  que 
de  x et  de  u\  enfin  V ne  sera  fonction  que  de  x et 
de  z-,  donc  l’equation  (d)  se  réduira  à celle 


6 "drz 
Ldy 


iF= vr^'+ 


qui  ne  peut  être  intégrable  qu’en  faisant  le  coefficient 
de  di=  TV,  et  celui  de  dTV=  U , ce  qui  donne 


V—  TJ  TV 

Ou  bien  en  faisant  le  coefficient  de  dU—çl(U'),  et 
celui  de  dTV~  $%{T~V)  , d’ou  résulte  l’équation 

dr=<p,(,V)dU  -f  ( TVydTV , 


dont  l’intégrale  est  V = <f>',(l;)  ■+-<p',(TV)  qni , pins 
brièvement  et  plus  généralement,  peut  s’écrire  sous 
la  forme  de  l’équation  (622)  dont  celle  (e)  n’est  évi- 
demment qu’un  cas  particulier. 

Dans  le  second  cas  , mettant  dans  l’équation  ( d)  les 
différentielles  partielles  effectuées  Pl’dz  , ful  du  , 
f*TVdy  et  ïzTVdzà  la  place  des  respectives  indiquées 
dzU,  duT' , dïTV  et  dlTV , on  verra  évidemment  que 
le  second  membre  de  l’équation  (rf)  ne  renfermant  que 
les  différentielles  dy  , dz  , du,  dU  et  dTV,  la  diffé- 
rehtielie  dV  qui  est  exacte  ,se  composera  de  la  somme 
des  différentielles  partielles  exactes  <VV-\-  dzV-\~duV 
+ dUV+dfrV-  ainsi  substittiant  ce  quintinome  à la 
place  de  dV  dans  l’équation  [d),  et  effaçant  de  part 
et  d’autre  d?V-\-  duV',  cette  équation  deviendra^ 
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d>r+  duF+d^F~~ f du 

, 8"d“z  ,r..  6 "d>z..rTJ 

+ TST  ^ (f  ^W) 

- ^ (f^%+  00- 

Mais  dV  étant  une  différentielle  exacte,  il  est  clair 
que  les  différentielles  partielles  de  V par  rapport  à 
U et  TV  ne  peuvent  avoir  lien  qu’en  tant  que  V est 
fonction  de  U et  de  TV  ; c’est  ce  qui  est  exprimé  par 
l’équation  (5aa)  qui,  conséquemment,  a également 
lieu  dans  les  deux  cas  que  nous  avons  examinés. 

L’équation  (jf)  étant  affectée  delà  différentielle  par- 
tielle de  V par  rapport  à z et  non  de  celles  de  V 
par  rapport  à x , y et  u ; nous  en  conclurons  que  V 
est  toujours  fonction  de  la  variable  principale  z , et 
peut  ne  pas  l’être  de  quelques-unes  des  variables  se- 
condaires x,  y et  u. 

De  même  qu’à  l’article  497  > et  par  un  raisonnement 
parfaitement  semblable  , on  démontrera  que  a,  b et 
c représentant  des  constantes,  on  a les  équations 
U— a,  TV  = b et  V—  c. 
donc  les  équations  (c)  se  réduiront  à la  forme 
8 (. Ady  — Bdx)=  — duU  —d‘U  ) 

8'  (Adu—  Cdx)  — — d>TV—  dlTV  [ (^) . 

6 \Adz  — Ddx ) = — d>V  — duV) 

Maisà  cause  que  les  intégrationsdes  binomes^Jy — Bdx, 
Adu — Cdx  et  Adz  — Ddx  ne  sont  respectivement 
relatives  qu’aux  deux  variables  qui  y ont  leurs  diffé- 
rentielles, on  peut,  pour  effectuer  ces  intégrations, 
poser  de  suite  les  équations 

\Ady — Bdx==o,Adu—Cdx=o  et  Adz — Ddxxzo  J (A) , 
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et  après  avoir  trouvé  les  facteurs  intégrans  respectifs 
0 ==  , 6'=f'(u,  x)  et  é"=f"(z,x)  de  ces  trois 

équations  (A)  ; on  intégrera  la  première , ce  qui 
donnera  F {x ,y ,z ,ii)  z=.U—  a ; d’où  u=  F'(x^y,z,a)  ; 
substituant  cette  valeur  de  u dans  la  seconde  équa- 
tion en  (A)  multipliée  par  son  facteur  intégrant  6'  et 
intégrant , on  aura  F,(x , y , z,  a)=.JV  —b  ; d’où 
<y  = F'j(x  ,z,  a,  b)  : substituant  cette  valeur  de^  dans 
l'équation  u — F' (x,^,  z,  à),  il  viendra  u=F‘\x,z,a,b)  : 
mettant  les  deux  valeurs  de  y et  de  u qui  ne  con- 
tiennent plus  que  les  variables  x et  z , dans  la  troisième 
équation  en  (A)  multipliée  par  son  facteur  intégrant 
6"  et  intégrant,  on  aura  F„(x,  z,  a,  A) ~V\  subs- 
tituant dans  cette  dernière  équation  et  dans  celle 
F,(x,  y,  z,  a)  = TV — b la  valeur  de  a = F (x,  y,  z,-  u ), 
il  viendra 

F'a(x,  z>y,  u,b)=V  et  F',(.r,  y,  z,  u)z=TV—b. 

Enfin  substituant  cette  valeur  de  b dans  la  dernièfe 
trouvée  à V,  on  aura  les  valeurs  de  U,  TV  et  V en 
fonctions  des  quatre  variables  , et  formant  d’après  cela 
l’équation  (52a) , celle  - ci  donnera  l’intégrale  de- 
mandée de  la  proposée  (52o). 

Mais  à cause  de  la  fonction  arbitraire  caractérisée 
par  <p  qui  entre  dans  l’équation  finale  (522) , il  s’en- 
suit qu’en  considérant  abstraitement  la  proposée,  celle- 
ci  aura  un  nombre  infini  d’intégrales  particulières , et 
ce  ne  sera  que  si  l’équation  proposée  est  le  résultat 
de  l’analyse  appliquée  à un  objetindiqué , qu’on  pourra 
déterminer  la  fonction  arbitraire  par  des  moyens  sem- 
blables à ceux  indiqués  à l’article  499  pour  les  équa- 
tions à trois  variables. 

5o2.  On  voit  assez  d’après  l’analyse  précédente, 
relativement  à l’intégration  des  équations  aux  diffé- 
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rentiellesdu  premier  ordre  à trois  et  quatre  variables  , 
comment  on  devrait  s’y  prendre  pour  celles  qui  ren- 
fermeraient un  plus  grand  nombre  de  variables -,  et  il 
serait  facile  d’établir  une  règle  générale  pour  ces  inté- 
grations, quel  que  soit  le  nombre  de  variables  ; mais  il 
serait  trop  long  d’énoncer  ici  cette  règle  , et  le  lecteur 
pourra  y suppléer  aisément. 

5o3.  Nous  n’avons  jusqu’à  présent  considéré  que 
les  équations  linéaires  aux  différentielles  partielles , 
c’est-à-dire  dans  lesquelles  f *z,  f ?z..t  ne  sont  élevées 
qu'à  la  première  puissance  : nous  allons  maintenant 
nous  occuper  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  , et  nous  verrons 
que  l’intégration  de  ces  équations  se  ramène  à celle* 
des  équations  linéaires  considérées  précédemment. 

En  effet,  soit  proposé  d'intégrer  l’équation 

F(*>.y»  z,  f'z,  f>z)=o.. (a), 

dans  laquelle  les  cinq  quantités  sous  le  lien  de  F , 
peuvent  être  ^levées  à des  puissances  quelconques. 
Résolvant  l’équation  («)  par  rapport  à frz , on  a 

f/z==F,(a,' , y , z,  f*a) (&); 

donc  la  valeur  de  iyz  contenant  les  quantités  variables 
x , y , a,  f *z , on  aura 

d&-z  — Adx  -f-  Bdy  Cdz  -f-  Dd£xz (c) , 

en  représentant  par  A , B , C',  D des  fonctions  dé- 
terminées des  variables  x,  y,  a et  f xz  : mais  d’après 
l’équation  proposée  (a),  la  quantité  £xz , que  pour 
abréger  je  représenterai  un  moment  par  ç,  étantfonc- 
tion  de  x , y et  a , on  aura  * 

. dîxz  ou  d^  = f X\dx  -f  £yqdy  -f-  f Z$dz (d)  , 


\ 


Digitized  by  Google 


38a  SUPPLÉMENT 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  ( c ) , il 

viendra 

dPz  =(A+D{*V)dx-{-  (B+D(?Ç)dy  +(C+Di%dz, 
d’où  il  suit  les  égalités 


AX{r*  — 4 + DP'  , -P-  = B + BPl\ 


'-^=c+m 


dy 


■to- 


Mais  comparant  identiquement  l’équation 

dz  — {*zdx  -f-  Pzdy , ou  %dx  -{-  Pzdy  — dz~  o.  .(/"), 

avec  celle 

Pdx  -f-  Çdy  -f-  Rdz  = o [ équat.  (3a8)  , art  35g3- 
on  a P=  J,  Q = P z et  R— — 1, 

^ = fÇ,«B»i^=C  + Wr, 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équatiod*(33o)[]art.  35g], 
on  aura  pour  équation  de  condition  de  l’intégrabilité 
del’équation  (/)  multipliée  par  un  facteur  intégrant, 
celle 


d’où 


dy  ~ Ç ' 


fr? _ + [F, (x  ,-y , i,  0-  Dfi  îml~A  + C%, 

qui  est  une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  entre  les  quatre  variables  x,y,z  et  celle 
Ç qui  est  la  variable  principale  ; ainsi  en  intégrant  cette 
dernière  équation  Qart.  5oi]  , on  aura  £ ou  f xz  en 
fonctions  dex,_y  , z ; et  substituant  cette  valeur  dans 
l’équation  (6}  , on  aura  aussi  Pz  en  fonctions  de  x, 
y,  z ; donc  l’équation  dz~îxzdx-\-Pzdy  île  sera  plus 
qu’une  équation  aux  différentielles  ordinaires,  et  étant 
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intégrée , elle  donnera  l’intégrale  demandée  de  l’équa- 
tion proposée  («). 

Remarque.  Je  dois  prévenir  pour  empêcher  mes  "• 

lecteurs  de  commettre  une  pareille  erreur , que  c’est 
à tort  que  quelques  auteurs  ont  dit  qu’il  fallait  subs- 
tituer les  valeurs  de  f*s  et  de  f's  en  x , z et  y dans 
1 équation  (a)  , ce  qui  serait  un  calcul  plus  simple  que 
celui  que  nous  avons  indiqué,  qui  exige  une  intégra- 
tion de  plus , mais  conduirait  à l’équation  identique 
o = o.  En  effet,  puisque  l'équation  (b)  n’est  autre 
chose  que  la  resolution  algébrique  de  l’équation  (a)  par 
rapport  à f ïz  ; il  est  clair  qu’en  remettant  dans  cette 
dernière  équation  la  valeur  de  fiz , elle  doit  y satis- 
faire , et  par  conséquent  réduire  le  premier  membre 
de  l’équation  (a)  à zéro. 


CHAPITRE  V. 

Intégrations  des  équations  aux  différentielles' 
partielles  du  second  ordre  à trois  variables. 


5o4-  Iaa  forme  la  plus  générale  des  équations  dont 
nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  est 


A%i+BÏZ+Cd‘’Z 


= fl) 


dyA  1 ~ dxA  1 ~ dxdy 
ou  ASVz  -f.  Bî'AIz  -f-  Ct>xz  + Dïrz+  Eî*z 

Les  lettres^,  B,  C,  D , E,  H représentent  des 
fonctions  de  x , y , z.  Mais  nous  ne  les  considérerons 
d’abord  que  comme  fonctions  des  deux  seules  variables 
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x et  y,  et  lorsque  nous  supposerons  qu’elles  ren- 
ferment outre  ces  deux  variables  secondaires,  la  prin- 
£ cipale  z , nous  en  préviendrons. 

Nous  allons  successivement  considérer  cette  équa- 
tion (523)  avec  une  partie  seulement  de  ses  termes; 
et  ensuite  nous  la  considérerons  dans  toute  sa  géné- 
ralité; niais  nous  prévenons  d’avance,  que  pour  abréger 
nous  ne  donnerons  au  premier  terme  des  différentes 
équations  que  nous  traiterons,  que  l’unité  pour  coef- 
ficient, ce  qu’on  peut  toujours  obtenir  en  divisant  l’é- 
quation par  le  coeflicientdu  premier  terme.  Cependant 
lorsqu’à  l’article  5iq  nous  intégrerons  l’équation  (5a3) 
prise  dansle  cas  le  plus  général,  nous  ne  supprimerons 
aucun  coefficient. 

5o5.  Soit  ddhc , en  premier  lieu  , proposé  d’intégrer 
l’equation  à deux  termes 

, (5*0, 

laquelle  peut  être  mise  sous  la  forme  de  celle 

> = Hdy  ; 

et  intégrant  cette  dernière  équation  en  y considérant 
x- comme  constante,  on  aura 

{y z — frHdy  -j-  <p  (r) (a) , 

en  représentant  par  <p  (x)  une  fonction  arbitraire  dex 
qui  disparait  par  la  différentiation  de  l’équation  pré- 
cédente par  rapport  à la  seule  variable  y. 

z 

Substituant  à f?£  sa  valeur  — dans  l’équation  (a), 

/y 

et  multipliant  par  dy  , on  a l’équation 
= dy  fylldy  -f-  <p  ( x)dy  , 

qui  étant  encore  intégrée  par  rapport  à ta  seule  va- 
riable 
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tîable  y , donne 

z —pdy  fflldy  -j -y<p  (x)  -+-  ^(x) (5a5)  ; 

en  représentant  par  ç'(x)  une  seconde  fonction  ar- 
bitraire de  x qui  disparait  par  une  première  différen- 
tiation par  rapport  à y seule. 

5o6.  Passons  à l’équation 

dr*z  - ...(546), 


dydj 


xxB. 


qui  peut  être  mise  sous  ia  forme  d?ïxz-xzlldy , et 
intégrant  par  rapport  à la  seule  variable  y , ce  qui 
oblige  d’ajouter  une  fonction  arbitraire  de  x à l’inté- 
grale , on  aura 

f xz  = pHdy  -|-  ç(x)  ou  dTz  = dxf*Hdy  -f-  rç(x)dx , 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à x 
seule,  ce  qui  nécessite  l'addition  d’une  fonction  ar- 
bitraire de  y à l’intégrale,  ii  viendra  l’équation 

z —fxdxpHdy  *f-  f(x)  -f-  <?'{y  ).,....  (5*7)  , 

dans  laquelle,  à cause  de  l’arbitraire  $>(x),  nous  avons 
mis  cette  dernière  quantité  à la  place  de  ftp(x)dx.  ' 

* Il  est  évident  que  l’intégrale  (5a7)de  l’équation  (5 26) 
dxyz 

l’est  aussi  de  l’équation  — U , puisque  dxyz=  d>xz 
(art.  494); 

507.  Considérons  maintenant  l’équation 

«>. 

• „ % 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

d’Pz  nr,  , dyÙz  ^ 

^7.  f * dou 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à la 

a.  ns 
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seüle  variable  y , ce  qui  oblige  d’ajouter  à rtntégrale 

une  fonction  arbitraire  de  x,  on  aura 

l&z  = pOdy  -j-  <P(X)  > 

d’où  l’on  tire 

f/z = e*(x\  ou  dyz~  <p{x')eJr‘Dd-}rdy, 
en  substituant  à la  place  de  la  fonction  arbitraire 
de  x celle  <p(x).  Intégrant  cette  dernière  équa- 
tion par  rapport  à la  seule  variable^  , ce  qui  oblige 
d’ajouter  à l’intégrale  une  seconde  fonction  arbitraire 
de  x y on  aura  pour  intégrale  de  l’équation  (5a8) , celle 

«=  tMpef'My  _J_  ^(x) (5a9). 

5o8.  Soit  encore  l’équation 


dfxz  

dydx  dy 


C53o)  , 


dzf)rz 


qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  de  celle  =:  Ddx  qui, 

étant  intégrée  par.rapport  à la  seule  variable  x , donne 
/f>z  =pDdx  + <f(.y)  , d’où  l’on  tire 


•-  f >z  — efxDdxe^,  ondyz—  dyef*Ddxt^) 

et  intégrant  actuellement  par  rapport  à la  seule  va- 
riable^, il  vient  l’équation 


z—pdyeflDJrç  (y)  +*'(*) (530, 

dans  laquelle  nous  avons  mis  p(y)  à la  place  de  e(^ , 
et  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (53o) . 

5 09.  Parmi  les  équations  à deux  ternies  qu  on  peu! 
déduire  de  l’équation  générale  (5a3) , il  y en  a encore 

trois  distinctes  que  nous  n’avons  pas  encore  intégrées,  et 
qui  offrent  beaucoup  plus  de  difficultés.  Ces  équations 
binômes  sont  celles  où  l’un  des  termes  renfermant  la 
différentielle  seconde  de  la  variable  principale  z par 
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rapport  à une  seule  des  deux  variables  secondaires  y 
et  x , le  second  terme  renferme  la  différentielle  pre- 
mière ou  seconde  de  z par  rapport  à l’autre  variable 
secondaire  x ou  y.  Nous  ne  nous  occuperons  d'abord 
que  de  deux  de  ces  équations  dans  le  cas  le  plus 
simple,  qui  est  celui  où  la  lettre  capitale  qui  est  dans 
le  second  terme,  est  une  quantité  constante  : car  l’in- 
tégration de  ces  équations  lorsque  la  lettre  capitale 
représente  une  fonction  variable  , exige  qu’on  sache 
auparavant  intégrer  des  équations  aux  différentielles 
partielles  du  second  ordre  de  plus  de  deux  termes. 

Soit  donc  en  premier  lieu  l’équation 
Prz  — a'l^z (53a)  , 

célèbre  parmi  les  Géomètres  , parce  qu’elle  est  re- 
lative au  mouvement  des  cordes  vibrantes  et  de  gros- 
seur uniforme  , et  qu’elle  sert  à faire  connoitre  la 
figure  que  doit  prendre  cette  corde  dans  ses  vibra-1* 
tious. 

On  a dPz  — drpz  -f-  dzPzz=^yzdy-\-  î^zdx  , 
et  dfxz  — dy[Tz  -f-  dxîxz  = f *yzdy  -f-  î‘zzdx. 

’ t ' • 

Substituant  dans  la  première  de  ces  deux  équations  la 
valeur  f^z  donnée  par  l’équation  (53a),  ensuite  mul- 
tipliant la  seconde  équation  par  a;  enfin  combinant 
successivement  les  deux  équations  résultantes  par  voie 
d’addition  et  de  soustraction , on  aura 

ad[xz  -f-  dP z =.  {aïlzz  -|-  f Z*z)  ( ady  -f-  d v) 

— (afaxz  -f-  f'J'z)  d (ny  -f-  x) (a) 

et  ad{zz  — dPz  — ^ptz  — aPJz)d(ay — x) . . . (b). 

Or , l’intégrale  du  premier  membre  de  la  première 
de  cès  équations  étant  afzz  -f~  ftz  ; il  faut  nécessaire- 
ment que  le  secoud  membre  soit  une  fonction  dif- 

a5.. 
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férentielle  exacte,  ce  qui  exige  que  aPxz -f- £^z  soit 
égal  à une  fonction  de  ay  -f-  x que  je  représente  par 
ç'(py  x)  ; donc  l’intégrale  de  l’équation  (a)  est 

a Pz  -j-  f^z.  = <p(ay  -(-  x) (c) . * 

De  même,  l’intégrale  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (b)  étant  exactement  cfxs  — Pz , il  faut  néces- 
sairement que  f^s — af‘xz  soit  égal  à ç',(ay  — x)l 
donc  l’intégrale  de  l’équation  (b)  est 

a£*z  — P z = ç,(ay  — x ) (d). 

Ajoutant  les  deux  équations  (c)  et  (d)  , divisant  la 
somme  par  o.a  , et  à cause  que  q>  et  sont  le&caracté- 
ristiques  de  fonctions  indéterminées,  mettant  respec- 
tivement les  expressions  <p(ay  -f-x)  et  <p,(ay  — x)  à la 

place 

ua  o n 9 


2 a 


on  aura 


f'z  — ç(ay  + x)  -f-<pt(oy  — x). (e). 

Actuellement  , retranchant  de  l’équation  (c)  celle  (d)  , 
et  faisant  dans  leWecond  membre  de  l’équation  ré- 
sultante les  memes  changemens  que  les  précédens  (ce 
qui  doit  être,  sans  quoi  p(ay  -f-  x)  et  ç>,(ay  — x)  ne 
représenteraient  plus  les  mêmes  fonctions  dans  l’équa- 
tion (e)  et  dans  la  suivante),  on  aura 

Pz=atp  (ay  + *)  — a<p,  (ay—  x) (f). 

Substituant  ces  valeurs  de  fxz  et  de  fLsdans  l’équation 
dz  =£rzdx-pPzc/y , il  viendra 

dz—y (ay -f-  x)  (ady  -f-dx) — ft(ay — x)  (ady — dx) , 
ou  dz=  q>  (oy-f  x)d(oy-f  x)  — <p,(oy — x)  d(ay— x)  ; 
mais  d<t>  (ay  -f-x)  — <p(ay-\-x')d(ay- f-x) 
et  d<t>,(ay — x)  = ç,(ay — x)d(ay  — x)  , 

donc  dz  — dP  (ay  -f-  x)  -f  d<t>,  (ay  — x) , 
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et  intégranj  il  vient  l’équation 

z = <I>(ay  -J-  x)  + <J>i(qy  — x) (533)  , 

qui  est  la  vraie  intégrale  de  la  proposée  (532). 

5to.  Considérons  en  second  lieu  l’équation 

&a  = ert*z (534), 

on  a dPz  = P^zdy -f- P*zdx  et  dixz=ixfzdy  -f-  f ,xzdx. 
Substituant  dans  la  première  de  ces  deux  équations 
la  valeur  de  py&  donnée  par  l’équation  (534)  > mul- 
tipliant la  seconde  par  a , ensuite  combinant  succes- 
sivement les  deux  équations  résultantes  par  voie  d’ad- 
dition et  de  soustraction,  on  aura 

dPz+adîxz~p7z\ja(a-{-\')dyJt-cbc]-\-aPxzdx. . . . (o) 
dp  z — ad[xz~prz[a(a — i)dy-\-cbc] — aPxidx. . . (i). 

Ajoutant  ces  deux  équations  , et  divisant  la  somme 
par  a , il  vient  l’équation 

dP z = îxyz[a?dy  -f-  <fx]  = f xyzd(aay  -f-  x) (c) , 

dont  le  second  membre  ne  peut  être  comme  le  pre- 
mier une  fonction  différentielle  exacte  , qu’en  faisant 
fx?z=  Substituant  cette  valeur  dans  l’é- 

quation ( d ) et  intégrant,  il  vient 

l Pz  — <y,  (a'y  -f-  x) (r*)- 

On  voit  que  jusqu’à  présent  la  marche  du  calcul  est 
la  même  que  dans  l’article  précédent;  mais  ici  il  faut 
la  changer , car  la  soustraction  de  l’équation  (é)  de  celle 
(o),  ramènerait  à la  valeur  de  dfxz  que  nous  avons 
trouvée  directement  en  différentiant  fxz  par  rapport 
aux  deux  variables  x et  y.  Or,  j’observe  que  la  pro- 
posée (534)  étant  mise  sous  la  forme  dïpzxzz  o^d^Pz, 
et  intégrant  par  rapport  à la  seule  variable  y,  on  a 

Pz—Q^Pz  -f-  1 '(r),  d’où  l’on  tire  fTz,=;  • 

ri*  * 
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et  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  f’s 

(equat.  (d)]  , il  vient  ? 3 

r-  _ y.Qty-f*)—  *'00 

1 a~  ' « y 

Substituant  ces  valeurs  de  &z  (équat.  (d)]  et  de  frz 
* dans  l’équation  dz=îyzdy  -f-  îxzdx  , on  a 

dz  ~<p  , (n’y  -f-  x)(a’dy  -4*  dx)  — <l/(x)dx (c)  » 

en  mettant  respectivement  ç>,(ay -f- x)  et  4>'(x)  à la 
place  de  ces  mêmes  fonctions  arbitraires  divisées  par 
a *.  Or  , a2dy  -f-  dx  — d(xy  -|-  x)  5 donc  intégrant  1 é- 
quation  (e)  , il  viendra 

z = $>  (aa_y -f-  x)  — «î»  (x) (535), 

ce  qui  est  l’intégrale  de  l’équation  (534). 

5 1 1 . Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  l’in- 
tégration de  quelques  équations  auxdiiTérentielles  par- 
tielles du  second  ordre  de  plus  de  deux  termes,  qui 
s’intégrent  aisément  par  des  nîéthodes  qui  leur  sont 
particulières.  Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu 
de  l’équation 

f**=Df>*+  H.  ....(536), 

/ 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

dyfyz=  DÙzdy  -j-  Iidy (g). 

Or, si prenantx  constante,  on  considère  i>z  et  y comme 
deux  variables  respectivement  représentées  par  y et  x 
dans  l’équation  (298)  , £art.  34a]  , celle  (299)  donnera 
pour  intégrale  de  l’équation  (a)  , la  suivante 

<Pz  =dyeffDJS\-f  H<rSÏDirdy  -f  f (x)] , 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à la 
seule  variable  y , on  aura  pour  intégrale  de  la  pro- 
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posée  (536)  , l'équation 

z=pdyefr™rifHe-f/D*dy+t(xn-H>Xx)  (537) 

5 12.  Examinons  encore  l’équation  à trois  termes 

&*z=Ef*z  + H (538), 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

Mxz  = Eixzdy  + Hdy (a) . 

Or,  si  nous  prenons  x constante,  et  si  nous  considérons 
f xz  et  y comme  deux  variables  respectivement  repré- 
sentées par  y et  x dans  l’équation  (298)  [[art.  54*]  , 
nous  aurons  celle  (299)  qui  nous  donnera  pour  inté- 
grale de  (a),  l’é^Cation 

î*z  = e-fTEdr  [fm-frEdydy  + ?(x)] , 

qui  étant  multipliée  par  dx  et  intégrée  par  rapport  à 
la  seule  variable  x,  en  faisant  attention  quef Xzdx=dxz, 
donne  l’équation 

m=^dxefrEdr\JrHe-fXEdrdy^x)2^'(yX^d), 

qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (558). 

513.  Nousn’avons  considéré  jusqu’à  présent  les  lettres 
capitales  qui  entrent  dans  les  équations  que  nous 
avons  intégrées,  que  comme  des  fonctions  des  deux 
seules  variables  x et  y : mais  s’il  entrait  dans  les  va- 
leurs que  représentent  ces  lettres  capitales  , la  troi- 
sième variable  z,  alors  les  intégrales  que  nous  avons 
données  ne  pounaient  pas  servir;  il  est  vrai  que  dans 
ce  cas-là  , et  lorsqu’il  n’entre  dans  l’équation  proposée 
que’  les  différentielles  partielles  de  z par  rapport  à une 
seule  des  deux  variables  , telles  sont  les  équations 
(524),  (528)  et  (536),  on  peut  parvenir  à trouver  les 
valeurs  de  z par  l’intégration  d’équations  anx  différen- 
tielles ordinaires  du  second  ordre.  En  effet,  consi- 
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dorant,  par  exemple  , x connue  constante , on  aura 

djyz  duz  dyz  dz  . . . 

-, — = -, — et  -r—  = t-  , ce  qui  réduira  respective- 
df  dy-  dy  dy  1 H 

ment  les  trois  équations  (5a4),  (5a8)  et  (536)  à celles 

différentielles  ordinaires  du  second  ordre. 

d‘z  = Hdyz,  d*z—  Ddzdy  et  d'z—  Ddydz  -f-  Hdy%  , 

qu’on  cherchera  à intégrer  par  les  méthodes  enseignées 
dans  la  troisième  section  j mais  ayant  toujours  l'atten- 
tion d'ajouter  à la  première  intégrale  et  à l’intégrale 
finale , une  fonction  arbitraire  de  la  variable  x qui 
a été  prise  comme  constante. 

Il  est  aisé  devoir,  i°quela  méthyle  d'intégration 
que  nous  venons  d’indiquer,  pourrait  avoir  de  même 
lieu  , si  outre  les  trois  variables  x , y , z,  les  valeurs 
que  représentent  les  lettres  capitales  , contenaient  en- 
dz 

core  la  quantité  . a*.  Qu'on  pourrait  se  servir  de  la 

même  méthode  lors  même  que , comme  dans  les  ar^ 
ticles  5c5,  507  et  5n,  les  valeurs  représentées  par 
les  lettres  capitales  ne  sont  fonctions  que  de  x et  de 
y;  mais  le  calcul  en  serait  bien  plus  long,  puisqu’on 
aurait  à intégrer  des  fonctions  différentielles  du  second  * 
ordre  , au  lieu  que  par  les  méthodes  enseignées  dans 
lesarticles  que  nous  venons  de  citer , il  n’y  a à effectuer  * 
que  des  intégrations  de  fonctions  différentielles  du  pre- 
mier ordre. 

5i4-  L’équation  (538)  ne  pourrait,  comme  celle 
(536)  , s’intégrer  par  la  méthode  des  intégrations  des 
équations  différentielles  ordinaires  du  second  ordre  ; 
si  E et  H étaient  des  fonctions  des  trois  variablesx, 
y et  z ; mais  cherchons  du  moins  à intégrer  l’équation 

Îyiz—Ei*z+Ui (54c)  , 
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dans  laquelle  E et  H ne  sont  fonctions  que  de  x et  y. 
Soit  fait 

z=«Z (û)j 

en  représentant  par  a une  fonction  quelconque  et  in- 
déterminée de  x et  y , et  par  Z une  fonction  inconnue 
des  deux  mêmes  variables. 

DifFérentiant  l’équation  (o) , il  vient  dz=*e?Z-f-Z<fa. 
Mais  Z et  « étant  fonctions  de  x et  de  y ,^on  a 
dZ  — {xZdx  +&Zdy , et  du  = f Xa>dx  + fW_y  ‘donc 

£xz  = «Î‘Z  + ZPa (i) 

et  frz=a>f>Z  -f-  Z&a.  De  çette  dernière  équation  , 
comme  de  celle  (b)  on  tire 

{r*z  = £ ya£xZ  + 0»  f>fZ  -f-  £yZ£xa>  4-  Zpxc*. 

Mettant  cette  valeur  de  fr'z , ainsi  que  celle  de  £xz 
et  de  z [équat.  (è)  et  (a)]  dans  la  proposée  (54©)  , 
il  vient  , * 

« [f y* Z — E£XZ  — IIZ]  4-  Elx<S]Z 

-f-fr.PZ  4 -f^Zf^  = o (c). 

Mais  d’après  l’équation  (54o)  , il  est  clair  que  le  tri- 
nôme facteur  de  a»  est  = o.  Ainsi  l’équation  (c)se  ré- 
duit à celle 

({>x<m-  E£xa)Z  4-  M*Z4-  fia>Zîxû>  = o (d)  : 

or , puisque  a>  est  une  fonction  quelconque  et  indé- 
terminée de  x et  y.  tyous  pouvons  faire  £fxu> — Eïxu>=  o, 

d’où  a>  — fxdxefXi:‘i)'o>(x) 4- Ç (y)--- ■ (e)[eq.  (53 0 

art.  5o8]  ; donc  la  fonction  représentée  para*  étant 
actuellement  déterminée,  en  donnant  telle  valeur  qu’on 
voudra  aux  fonctions  arbitraires  <p(.r)  et  <p\ y)  , on 
aura  f ye>  et  f**..-  qui  seront  aussi  des  fonctions  détermi- 
nées de  x et  de_y  que  je  représente  respectivement 


» 


* 
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par  *»t  et  ta, , ainsi  1 équation  (d)  se  réduira  à celle 

^aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

•,f*Z+  »afrZ  = o (/)  , 

par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  la  valeur  de 
Z en  fonctions  de  x et  y (art.  4.97)-  Mais  cette  valeur 
àe  Z ainsi  que  celle  de  adéquat.  (e)3,  étant  indépen- 
dante de  H , il  s ensuit  que  si  nous  substituions  ces 
deux^  valeurs  dans  l’equation  (a) , nous  aurions  aussi 
pour  z une  valeur  qui  serait  indépendante  de  II  et  qui, 
conséquemment  , ne  satisferait  pas  à la  proposée; 
nous  substituerons  donc  seulement  la  valeur  de  Z dé- 
duite de  1 équation  (f)  dans  le  dernier  terme  de  celle 
ïyzZ — EixZ — HZ—  o,  ce  qui  nous  donnera  une 
équation. de  la  forme  • 

f yxz  — EÏ*Z—IT~o. . . ; ..(g), 

dans  laquelle  H'  n est  p]us  qu’une  fonction  de  x et 
de  ainsi  on  pourra  intégrer  cette  équation  (g)  par 
la  méthode  enseignée  à l’article  5i2,  ce  qui  donnera 
la  vraie  valeur  de  Z,  qui  substituée  ainsi  que  celle 
de  a>  (*)  dans  l’équation  (a) , donnera  la  vraie  inté- 
grale de  la  proposée  (54o). 

*5i5.  L’intégration  dont  nous  venons  de  nous  oc- 
cuper, va  nous  servir  à trouver  l’intégrale  de  liquation 
fyzz  + Dïr  z -f-  E£*z  = o (54i), 

dans  laquelle  D et  E ne  sont  que  des  fonctions  de  x 
et  y. 

En  effet , soit  fait 

z=e»Z (a), 

(*)  Celle  valeur  de  ••  reste  toujours  indépendante  de  H ; mais 
cela  n’influe  en  rien  sur  la  ♦vraie  valeur  de  s,,  puisqu’elle  n’a 
etc  introduite  dans  le  calcul  que  comme  une  fonction  quelconque 
de  x et  X‘ 
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en  représentant  par  « fonction  quelconque  et  in- 
déterminée de  x et  y , et  par  Z une  fonction  in- 
connue des  mêmes  variables.  Diflerentiant  l’équation 
(a)  , il  vient  dz  =e“  [ 'Zdu  -f-  dZ ] ; mais  a étant  fonc- 
tion des  deux  variables  x ety,  on  a d = f^Wx-f-ft  c îy, 
et  par  la  même  raison  on  a dZ —£xZdx  -f-  PZdy  , 
donc  dz  ou  f Xzdx  -f-  £fzdy  —ea[_Z  fra»  -f-  f XZ  3 dx 
+ e^Zf*» -f-  &Z~\dy , d’où  l’on  tire  les  deux  équa- 
tions 

fxz  = e*[Zfx*+[xZJ..(b)  et £rz=ea[ZP*+PZ] . . (c) . 

DifFérentiant  l’équation  (b)  par  rapporta  y,,  ou  celle  (c) 
par  rapport  à x , on  a 

substituant  cette  valeur  , ainsi  que  celles  de  f xz  etf ?z 
Qéquat.  (b)  et  (c)]  dans  la  proposée  (540»  et  divisant 
par  »,  on  a l’équation 

irxZ+{£yu-\-E)£xZ±[Pmtx<»+&x"+Dîy:t-k-Elx»']Z 

+(SX»+D)VZ  = o (d). 

Or,  puisque  a est  une  fonction  quelconque  et  indé- 
terminée dej'  et  x,  on  peut  faire  fxo>  -J-  D = o , d’où 

« = — fxDdx  -+•  <p(j) (e)  , 

ce  qui  réduit  l'équation  ( d)  à celle 
VxZ+[E-£yfxDdx+<p{ y)yxZ-[fW-+-ED]Z=x>..{f) . 
Or, cette  dernière  équation  étant  exactementdela  même 
forme  que  celle  (54o)  , on  en  déduira  la  valeur  de  Z 
en  fonctions  de  x et^-,  ainsi  substituant  cette  valeur 
ainsi  que  celle  de  w £équat.  (e)3  dans  l’équation  (a)  , 
on  aura  l’intégrale  de  la  proposée  (540. 

Toutes  ces  différentes  intégrations  nous  servent  d’é- 
chelons pour  nous  élever  à l’intégration  de  l’équation 
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à deux. termes  de  la  forme  décile (532)  , avec  cette 
différence  que  le  coefficient  de  f ‘xz  y était  considéré 
comme  constant , et  que  nous  le  considérerons  comme 
variable.  Mais  avant  d’en  venir  à cette  intégration, 
noâs allons,  d’après  Euler,  résoudre  le  problème  sui- 
vant. 

5i6.  Etant  donné  la  différentielle  du  second  ordre 
d?z  d’uue  fonction  z de  deux  variables  t et  u par  rap- 
port à ces  variables  j trouver  la  valeur  de  la  même 
différentielle  d*z  par  rapport  à deux  nouvelles  variables 
a:  et  y qui  ont  avec  celles  t et  u des  relations  semblables 
à celles  qui  existent  entre  ces  deux  dernières  variables 
et  celle  z. 

La  relation  de  z avec  t et  u , donne 
dz  = {'zdt  -f-  f Uzdu (a). 

De  même  , les  relations  de  t avec  x et  y,  et  de  u avec 
les  deux  memes  variables  x et  y,  donnent  les  deux 
équations. 

(5)...rft=frtc?x-f-fJ'ft/y,  du ~£zud.v  -}-f>'niiy....(c). 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , il  vient 
dz  z=  f,zfjrtclr-j-f,zfJ'tc(y-}-f“z.frudx+f“2P'udy . . . . (<f). 

Cette  équation  résoudrait.la  question  proposée , si  elle 
ne  s’étendait  que  jusqu’au  premier  ordre  de  différen- 
tielle. Mais  pour  étendre  la  solution  jusqu’au  second 
ordre,  nous  observons  que  de  l’équation  (d),  on 
tire  les  deux  suivantes 

(e)...^  = f‘2f't+f“zf'u  et  <~=i'zï>t+P‘zî>u..(f)- 

Différentiant  l’équation  (e)  par  rapport  à x , celle  (/) 
par  rapport  à y , ensuite  différentiant  l'équation  (e) 
* par, rapport  à y , ou  celle  (f)  par  rapport  si,  on  a 


* 

* 
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les  trois  équations 

dixZ 

j~T  = + Pzi^t  + fx“zfxu  4-  f“zPxu (g) 

diyz 

dy 

dxyz 

= f/'ap-f  4-  f'zfrxt  4.  f>“afxu4-  f“zf^u (i). 

Mais  Pz  et  f“z  étant  aussi  des  fonctions  de  / et  de 
u,  les  équations  (e)  et  ( f)  prises  relativement  à f'z  et 
f“z  donneront  celles 

~J~»  ou  fx,z  = f“z£xt  4f'"zf*u 

Ayft 

—j— , ou  P"z  = f “zfit  4-  fu,z£yu 

dy 

dxf“z 

, ou  [*az—  £"’z£xt  4-  f''"zfxü 


dx 

dy{“z 

dy 


, ou  f“/z  =.£u‘z£yt  4-  fJuzfrn. 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (g)  , (A)  et 
(/) , on  a celles 

d9xz 

ou  f”xz=f,,z(fxi)i4-2fu,zfIufT^4faf!liC^"4"fa“z(f'i0* 


d*yz 

dy * 

<frxz 

dydx 


4*  f“zPxu (54a) 

ou  F“J'z=  P'z(f//)a4-2P"zf>'u[>'/4-f'zf,rt4p“z  (f>u)« 
4-  P'zf'^U  ....  (543) 

ou  f^z  ==  P'z&V  4-f“'zfxt  4-  PzfVxf  4-  f“'zP'tfxM 

4.  f4“zfrxu  4-  fuzfyxu (544) 


Or  , la  valeur  de  d‘z  par  rapport  à x et  y ne  se  com- 
pose que  des  trois  parties  i^zda? , f tyzdy*  et  f yxzdydx , 


* 
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donc  on  aura  par  le  moyen  des  trois  équations  pré- 
cédentes, toutes  les  parties  qui  entrent  dans  la  dif- 
férentielle seconde  de  z par  rapport  aux  deux  nouvelles 
variables  x et  y , ce  qui  est  la  solution  de  la  question 
que  nous  nous  étions  proposé  de  résoudre. 

517.  Passons  maintenant  à l’intégration  de  l'équa- 
tion 

fVz—q (545), 

dans  laquelle  représente  une  fonction  déterminée 
de  x et  y.  ’ * 

Faisons 

{u=ay  + px  et  t = Cy  + q. r) (a),' 

en  représentant  par  a.  et  G des  fonctions  indéterminées 
de  x et  y , et  par  p et  q des  constantes  arbitraires. 

Prenons  successivement  les  différentielles  partielles  de 
a et  de  t par  rapporta  x et  y , ce  qui  nous  donnera 

fxu  =yïx*  -f -p  , f =yfy-j.  -f-  et  , 
fxt  =yf*S  +7,  f H ~=yrPS  + C, 
f“xv  =yfJX«  , _ pyu—yfryet.  -f-  aP'sc  , 

pxt  =yf“C  , =yfrC  + af >C. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( 54a  ) et 
(543),  ensuite  mettant  les  valeurs  de  f^z  et  f^z  que  . • 
nous  déduirons  dans  la  proposée  (545)  , nous  aurons 
l’équation  , 

f-'z{V(yP£  + qY-  ÇyW  + f)2]  + 

— (yprff  4-  af>C)]  + af“'z[V (yf**  +p)  lyf*C  + q) 

— (y  a.  + ct)(yfy£  -H  0]  + î:z[_yyf~* 

— (yP^-f-  af/«)]  -f  f^aC^yf**  +p)a 

— (yfr*  + <*)a3  — (^)* 

Mais  a et  £ étant  des  fonctions  indéterminées  de  x 

\ 
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et  y , nous  pouvons  faire  les  facteurs  de  f2'z  et  de 
fiuz  égaux  à zéro  , ce  qui  donne  les  deux  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

xy&C  — yPQ  =C  — qK (c) , 

Aypat  — y P et  — A — p\ (tf)  , 

qui  réduisent  l’équation  ( b ) à celle 

IVCyf'a  4-  pXyPe  4-  9)-(yP*+ *ÏÏyPC  4- 

-f  [/tyf“£  —(yf*rC+  af>Q]  f‘z  + ; £AyP*a. 
— ~h  sPajJPz  = o (e) . 

Intégrant  les  deux  équations  (c)  et  ( d ) [art.  4.97],  nou* 
aurons 

(*  = F(x,y)  et  e = F,(x,^)} (/). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( a ) , il 
* viendra  celles 

0{u=yF(xfy')+px  et  * =_yF,(x,  j) -f- qx}...(g) , 
d’où  l’on  tirera 

(x  = Fa(u,  t)  et  -y  = F3(u,  0} (^)- 

Substituant  ces  valeurs  de  x et  ^ dans  celle  de  A et 
dans  les  équations  (f)  , nous  aurons 

a = F4(u,  t),  «t=F5(u,  t)  et  £=F6(u,  t). 

Enfin  substituant  ces  valeurs  dex,  y,  A,  a et  C en 
u et  f dans  l’équation  (e)  , elle  deviendra  de  la  forme 

fu‘z  — F7,(u , t)[‘z  + Fg(u,  t)f“z  = o (j) 

et  pourra  par  conséquent  s’intégrer  d’après  la  méthode 
enseignée  à l’article  5i5;  nous  aurons  donc  la  valeur 
de  z en  fonctions  de  t et  de  u , et  par  conséquent  en 
fonctions  de  x et  y d’après  les  équations  (g).  Ainsi 
nous  aurons  l’intégrale  demandée  de  l’équation  pro- 
posée (5 45). 


I 


/ 


» 
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400  SUPPLÉMENT 

5 1 8.  Nous  n'avons  considéré  dans  l’article  précédent 
la  quantité  A que  comme  fonction  des  deux  seules 
variables  x et  y : mais  si  elle  était  en  outre  fonction 
de  fxz  et  Pz  , c’est-  à-dire  , si  on  avait 

A = F(x,  y , f*z,  Pz) (a), 

il  faudrait  opérer  de  la  manière  suivante. 

Prenant  successivement  les  différentielles  partielles 
de  l’équation  (a)  par  rapport  à x et  y , on  a 

f*A=  F'(x  ,y , P1  z , f **z)  et  f'A  =F"(x , y , fx%  f^x)  î 
éliminant  entre  ces  deux  équations  î*tz , il  vient 
F"(fxA>  f^A  , x , y y f lxx,  P*z)  =o. . . . (é). 

Si  l’on  peut  ramener  cette  équation  à la  forme 
f»yz 

pz  = F‘v(x,^,fxA,PfA) (c);*  4 

f*yz  . i 

alors  éliminant  ^ - éàtré  cette  dernière  équation  et 

celle  (5^5)  , on  n’aura  plus  que  l'équation  aux  dif- 
férentielles du  premier  ordre 

A‘  = F"(rj,  fxA,  ftA)  , 

par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  la  valeur  de 
A en  fonction  des  seules  variables  x , y , et  l’intégra- 
tion de  l’équation  (545)  rentre  dans  le  cas  que  nous 
avons  traité  précédemment  (art.  617).  Mais  si  l’équa- 
tion (à)  ne  peut  être  ramenée  à la  forme  (c)  , alors 
éliminant  faxz  entre  les  équations  (é)  et  (545),  il 
viendra 

f4t'z=Fv(P'A,f*A,x!y.A*);  d.,oùePPz~efy(pA,Pe^,x,y,A*)t 

et  intégrant  en  considérant  x , P\  , fxA  et  A*  comme 
des  constantes  , on  aura 

P Z = Fvl(f>A,  fx  A,  X ,y,  A1)  -f-f(pA,  fx  A,  X,  Aa)....(d). 

Actuellement 


* 


t 
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Actuellement  éliminant  f^z  entre  les  équations  (545) 
et  (é),  il  viendra f”cz=F,"(f)'A,  f*A,  x,y , Aa),d’où 
d*f*z  — dxF'n'(P a,  f*A  , x , y , a4)  , et  intégrant  par 
rapport  àx  seule,  en  prenant f*' A , fxA  ,y  et  Aa cons- 
tantes , on  aura  . -'v.téai 


fxZ  =P"»(f>A  , f*A  ,x,y,  A*)+?'(f>A  , f*A  >y,  A*)(e). 


Substituant  ces  valeurs  de  P’z  et  fxz  [equat.  ( d)  et 
(e)]  dans  l’équation  (a),  le  résultat  sera  une  équa- 
tion aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 
entre  a , x et  y,  d’où  l’on  déduira  la  valeur  de  a en 
fonctions  de  x et  y , et  la  substituant  dans  l’équation 
(545) , on  rentrera  dans  le  cas  d’intégration  que  nous 
avons  traité  à l’article  517. 


5 19.  Occupons-nous  enfin  de  l’intégration  de  l’é- 
quation (5a3)  prise  dans  toute  sa  généralité , et  les 
lettres  capitales  représentant  des  fonctions  quelconques 
de  z , x ,y , fxz  et  f fz  : mais  pour  simplifier  le  calcul , 
nous  ferons  ' . „ 


P = H — DP  z — EPz (a). 

Ainsi  l’équation  que  nous  traiterons  dans  cet  article  , 
sera  de  la  forme 


Al'iz  -f-  BPxz  -f-  CPxz  — P (b). 

Différentiant  successivement  les  quantités  Pz  et  f xz , 


on  a 


et 


dp z — d*P  z -f-  dx  P z = ^7 — -f-  —■  S. 

dy  dy 


d*x&  dxyz 
di*x^z  + 


dx 


dx  ' 


d’où  l’on  tire 


f ir  dPzdy  -.d*’z  { dPzdx  - d*rz  _ 

dy*  , dx*  ~ î 

V «•» 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  et  mul- 
3.  aS 


4oa  (supplément 

tipliant  le  résultat  par  dydx , on  a 
AdPzdx  Bdlxzdy  — P dydx  ïs  ifx[_Adx?  -\-Bdy' 

r.  + &*»#) (0-J 

Soit  fait 


dPz  — irdïxz ... . (d)  et  dy  = udx. . , . (e)  , 
en  représentant  par  *■  et  « deux  fonctions  indéter- 
minées de  x , y,  z,  ixz  et  f yz  ; mais  avec  cette  dif- 
férence, que  la  dernière  de  ces  fonctions  peut  être 
prise  arbitrairement  dans  toutes  les  circonstances  du 
caléul , et  que  la  première  *■  ne  doit  jamais  changer: 
en  effet,  si  l’on  a une  équation  z=F(x,  y)  dans 
laquelle  les  variables  x et  y sont  indépendantes  l’une 
de  l’autre,  et  F indique  une  fonction  déterminée, 
il  est  clair  que  quelles  que  soient  les  relations  arbi- 
traires qu’on  voudra  successivement  supposer  entre  les 
deux  variables  x et  y , la  quantité  F(x,  y~)  ne  chan- 
gera pas:  or,  à chaque  changement  de  relation  sup- 
posée entre  x et  y , la  valeur  u qui  exprime  le  rap- 
port des  différentielles  de  ces  variables  £ équat.  (e)3 
changera,  au  lieu  que  F(x  , y ) restant  toujours  la 
meme  dans  ces  differens  changemens  arbitraires,  la 
relation  •n  des  quantités  di* F (x,  y)  et  df'Ftx  , y ) 
£équat.  (d)  3 , n’eprouveïa  de  meme  aucun  change- 
ment (*).  Cela  pose , substituant  les  valeurs  hypothé- 


(*)  Pour  rendre  ceci  plus  sensible  , supposons  que  t = F (x,jr) 
toit  f équation  d'une  surface  courbe;  il  est  clair  qu'en  faisant  glisser 
id'uué  manière  quelconque  sur  le  plan  des  xy , et  toujours  parallèle- 
ment à l’axe  des  s,  une  droite  dont  la  longueur  Varie  suivant  les 
valeurs  numériques  de  t (x,  y)  corresponiïanies  aux  differens 
points  où  l’une  des  extrémités  de  la  droit*  rrncontrele  plan  des  iyt 
l’autre  cxltcntiiv  se  trouvera  toujours  sur  l’un  des  points  de  la  sur- 
face courbe.  Mais  si  au  lien  de  faite  glisser  arbitrairement  la  droite 
eu  question  sur  le  plun  de»  xy,  on  la  fait  successivement  glisser 
e long  de  certaines  lignes  planes  tracées  arbitrairement  sur  le  plan 
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tiques  de  d&z  et  de  dy  [équat.  (d)  et  (e)3  dans  l'é- 
quation (c)  , on  aura  celle 


dî*z[_Atr-^-Bti'] — Pt»dx=.{zyzdx(A+Bù>%-\-Cti')...{f). 

Or , u étant  une  fonction  arbitraire  des  quantité»  va- 
riables x , y , z , i*z  et  &z,  on  peut  faire 

A + Æ»*-f-C««r=o (g)  , 

ce  qui  réduira  l’équation  (f)  à celle 

-f-  B*]dîxz  =s  Pttdx (A). 

De  l'équation  (g) , on  tire 

• =F,(x,y,2,  f*z,  &z) (0- 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (e) , il  vient 
Celle  - - * . 

^ = F,(x>  y,  z,ixz,  P*) (Jt)  : 


mais  on  a généraient 

• • Él 

dx 


ÿ 


donc  combinant  les  deux  équations  (/t)  et  (/)  , en  y 
considérant  fxz  etP'a  comme  deux  inconnues , on  aura 


et 


Ps=F.(*.jr,«,g,^) « . 

f*a=  *>(?  .y.  *,%■-£) (»)•  • 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  , faisant  at- 


des  xy,  alors  on  établira  pour  chacune  de  ces  lignes  planes  une 
nouvelle  relation  entre  les  coordonnées  horizontales  x et  y qui, 
évidemment,  ne  change  en  rien  l’expression  analytique  F (x,jr) 
de  la  coordonnée  verticale  s. 

96.. 


4o4  SUPPLEMENT 

tentiçm  que  ^ étant  égal  ka>  , lesecond  membre  sera 

affecté  de  a , et  résolvant  l’équation  résultante  par 
rapport  à a> , on  aura 

t>z=F5Çx , y , z , .4,t. 0». 

J ■ • ' ‘ •'  i * : • * 4 * • # 

Différentiant  l'équation  (m)  par  rapporta^,  divisant 

r . . ,,dz  d?dU 

par  dy  , et  faisant  attention  que  dr 

drdxz  (Prz-hfrz)dy* 

=- d—, — -J-,  on  aura 

-f-  dx  dx  - s 

fV2  = Fs[x  , y , z , Pet , Pz , (P“y*  + PIa)*] </>)- 


Par  un  raisonnement  semblable  on  trouvera  que 
f>xz  = F ,[x,  y,  z,fxtt  , ixz  , (P*z  + frxz)«] (<7)  , 

«t  différentiant  l’équatio»  (m)  par  rapport  à x,  ensuite 
. divisant  par  dx  , ou  différentiant  celle  ( n ) par  rap- 
port à y et  divisant  par  dy^  on  aura 

fxrz  — F£x  , y , , z , Pz  , Pet  , (PU  -f-  fsxz.)«] (r) . 

Mais  l’équation  (i)  étant  successivement  différentiée 
par  rapport  à x et  y , en  divisant  à la  première  dif- 
férentiation par  dx  et  à la  seconde  par  dy  , donne 

f*tfî=F?ixt,y,a,  f51*,  P,*z,fy*z]ï 

Pet  = F loQc , y ,z,Pz,P’z,  f r*z\]"  ’ ’ W’ 

Substituant  ces  valeurs  de  fx<*  , Pt  ainsi  que  celle 
de  a [équat.  (i)]  dans  les  équations  (p) , (g)  et  (r)  , 
on  aura  celles 


prz  = F„(x,y,  z,  Pz,  PU , PU) 
Pxz  = F,»(x , y , z , Pz  , f“z  , PU ) 
PU  = F.jCx,^  ,z,Pz,Pu,  PU)  ; 
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Considérant  dans  ces  trois  équations  , f‘lxz , ï*yz  et  f xyz 
comme  trois  inconnues  dont  on  veut  avoir  les  valeurs  , 
on  trouvera  par  les  méthodes  ordinaires  de  l’Algèbre  , 
les  trois  équations  t ...  - ; - 

= F#(*.  y,  x,  &z  , f**)-)  < 

• (‘*z  = F,s(x',  y , £ , Vz  , f'z)  ?.  (*)/  ‘ ”* 

f*'z=zF,e(x,y,  z,  Pt,  f *£)) 

Substituant  ces  trois  valeurs  clans  l’équation  (A) , ou 
. si  l’on  veut  dans  l’équation  générale  (Jh3):,  et  ensuite 
mettant  dans  l’équation,  résultante?  les  valenrsde  iyz  et 
de  fxz[t  qu*at.  (m)  et  (n)] , on  aura  une  équation  dif-  i 
férentielle  ordinaire  du  premier  ordre  entre  les  trois"; 
variables  ^ ,x  et  y qui  sera  immédiatement  intégrable  , 
oü  intégt'ibîé  par  la  multiplication  d’un  facteur,  si 
l’équation  (5aci),'ou  celle  (33o)  £art.  S5g3  esf  satisfaite, 
et  e'n  supposant  que  cela  soit , on  aura  par  l'intégra- 
tion) réqûàtWJb’*  * - 

z =^'(x  • y) . .• . . i» , 

dans  laquelle  F'Çr  , y)‘  n’èst  pàsla  vraie  valeur  cherchée 
de  z qué’dWïdènner  l'équation  générale  (5a3) , puis- 
que la  valëur  que  nous  venons  de  trouver  à z £éq. 
(n)3 , dépend  absolument  de  la  relation  atbitraire  * 
qu’on  a supposëè  .«nfre  les -différentielles  des  deux 
variables  indépendante*  l’une  de  l’autre  x et  y , et 
chaBgarWfi^,çett<f, relation,  dont  elle  dépend.  Mais  à 
eau 6e  , comme  nous  l’avons  démontré  ci-dessus  ^qu»t> 
la  fonction  w reste  toujours  la  même  indépendamment 
des  valeurs  analytiques  qu’on  peut  donner  arbitraire- 
ment à a , et  par  conséquent  aussi  indépendamment 
de  F'(x  , y}  qui  dépend  de  a,  il  s’ensuit  qu’on  pourra 
se  servir  de  cette  dernière  fonctionne  x et  y pour 
trouver  w,  ce  qu’on  obtiendra  de  la  manière  suivante. 


4o6  SUPPLÉMENT 

Par  le  moyen  de  l’équation  (u)  , on  aura , par  une 
suite  de  différentiations  partielles , les  équations  , 

‘{f*z  = F’Cr,  y),  &zx=Fm(xj y)  , f^z=F'\x,y) 
et  F'*z=  FY(x , y) } (v). 

Substituant  les  valeurs  dç  f*z  et  F>z  daas  les  valeurs 
de  A,  B,  P et  m [cquat.  (u)  et  £i)3  , l’équation  (h)  se 
changera  en  celle  , ,-y , t . ..  . ; 

F”(*  v J)  ?r  -f  Fvn(x  ,y)-]df*z  = FY'"(x  ,y)dx...(x), 

mais  dixz  = d*ïxz  -f-  dxixz  = f^zdy  4*  F‘xzdx  ; donc  , 
substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (.r),  et  divisant 
par  dx , on  aura  , , . . * > 

FT’CC* , y)*  + F-(x,^)](f>-z#  + f-z)  = F : * . 

j:  À . . »î.  *;■’  ••  » • f 

enfin  mettant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  a ainsi  que  celles  de  P*z  et  fa*z  données  par  les 
deux  dernières  équations  en  (v),  çn  aura  une  équa- 
tion entre  les  trois  quantités  tt,  x , y , d’où  l’on  tirera  f 

»—.!*(*.  j)  • (yX 

Mais  intégrant  l’équation  ( d ) en  prenant  m constante  » 
on  aura  jPa  ==  *•  fxz  ç(t),  et . substituant  la  valeur , 
de  7T  donnée  par  l’équation  (y) , il  viendra  l’équation  > 
aux  différentielles  partielles  du  premier,  ordre 

":F"C *y)  F* — Pas*--  fCF,,l(x,  y)] (*), 

qui  étant  intégrée  par  la  méthode  enseignée  à l’article 
497,  donnera  l’intégrale  demandée  de  Téqüation  gé- J 
nérale  (5a3).  '•  - " **’* 
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CHAPITRE  VI. 

Quelques  notions  sur  tes  intégrations  des  équa- 
tions différentielles  partielles  des  ordres 
supérieurs  au  J second  , et  sur  les  solutions 
particulières  des  équations  aux  différentielles 
partielles  de  tous  tes  or<ÉQ(k. 

5ao.  HlJ  e premier  soin  qu’on  doit  avoir  lorsqu’on 
Veut  intégrer  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles des  ordres  supérieurs  , est  de  chercher  à les 
rabaisser  au  plus  petit  ordre  possible  ; ce  qui  quel- 
quefois n’offre  aucune  difficulté  ; telle  est  par  exemple 
l’équation  dë  l’ordre  m-f-n 

fnxz , 

qui  se  réduit  à une  équation  du  mi'm/  ordre  , en  faisant 

fn*z= us.. (t), 

puisque  généralement  fC',x)Crriz=f>rf**z  ( et  que  d’après 
l’équation  (b)  , on  aura  fC«*XriOjs— £ ainsi  l’équa- 
tion (a)  se  réduira  à celle 

u,  Pu,  P*u...P"u)—o {c): 

Ayant  intégré  cette  dernière  équation  , et  supposant 
que  son  intégrale  est  u = F'(x , y\,  l’équation  (è) 
donnera Pxz~  F' (x  ,y)  , ou  dxP-m~‘ïxz—dxF'(x,f), 
d’où  Pn-'>z—f*dx?Xx,  >')-+-?>  (y)  ou  drP-*—>z 
=dxf*dxY'(x,  y)  -f-  ç(y)dx , et  par  conséquent 

f*dxf*dx F'(x , y)  -j-  $(y)x  + <p'  (y). 


SUPPLÉMENT  '•  • -f 

On  trouvera  pareillement  • 

$.n-*)*zz=fxdxf*dx  f*dxF'(x,y)  + 

Continuant  de  même  jusqu'à  ce  qu’on  ait  au  premier 
membre  la  seule  variable  z , et  de  plus  se-  rappelant 
de  la  formule  (4o3)[art,  4ogJ  , on  aura 
=f“lF'{x>y)dxn+9(y)x’'-'+ , A3) , 
ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (a). 

52i.  Toutes  les^fcpations  Sûx  différentielles  par- 
tielles d’un  ordre  J^relconque  à trois  variables  , dans 
» lesquelles  il  n entre  que  les  différentielles  partiejles  de 
la  variable  principale  par  rapport  à une  seule  des 
variables  secondaires,  pourront  s’iqjégrer  par  les  équa- 
tions aux  différentielles  ordinaires  du  même  ordre  que  . 
les  proposées.  Telle  est , par  exemple , l’équation 
j y , z , frs  , f az  , P*z.  . Jnxz)  . . (a)  qui,  en  y 
considérant  y comme  constante,  prendra  la  forme 
suivante 

v( -r-  ^ z d'z  d6z  dnz\ 

\ ,y’  Z?-*  as^\''2?/*-:v;.vC& 


Mais  au  lieu  d’ajouter  à chaque  intégrale  dans  les 
T intégrations  successives,  une  simple  constante  arbi- 
ti aii e , on  ajoutera  une  fonction  arbitraire  de  y,  ce 
qui  donnera  dans  l’intégrale  finale,  une  série  de  termes 
semblables  à celle  qui  se  trouve  dans  l’équation(d)de  l’ar- 
ticle 520,  et  dont  les  termes  sont  affectés  de  fonctions 
arbitraires  dej'. 

522.  Si  dans  une  équation  primitive 

2 = F0,  y,  a,  b) (a)-, 

les  deux  constantes  a et  b sont  combinées  avec  les 
deux  variables  x et  y par  voie  de  multiplication  ou 
de  division , indépendamment  de  ce  qu’elles  peuvent 


/> 


U 
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encore  l’être  par  simple  voie  d’addition  ou  de  sous- 
traction, je  dis  qu’on  pourra  toujours  par  le  moyen 
de  la  proposée  (a)  et  de  sa  difFérentielle 

dz  = Pdx  -}-  Qdy. (b), 

éliminer  les  deux  constantes  a et  b,  et  que  le  résultat 
de  l’élimination  sera  une  équation  aux  différentielles 
partielles  du  premierordre.  En  effet,  a et  b étant  com- 
binées avec  les  deux  variables  x et  y par  voie  de  mul- 
tiplication ou  de  division , il  est  clair  que  ni  P ni  Q 
ne  seront  absolument  dépourvues  de  ces  constantes  a 
et  b } mais  on  a 

(f) . . . .P  = {*z  et  Q = fxz. . . . (d) 

donc  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  a et, 
b,  il  viendra  , 

(e)..fl=F,(x,jy, f*z,  fz)  et  b = ¥(x,y,  f % 

Enfin  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée 
(a)  , on  aura  celle  aux  différentielles  partielles  du  pre- 
mier ordre  , , , : 

z=¥z{xty  ,ixz,  f >z).  ........  (g),  , 

qui  ,.  évidemment , a pour  intégrale  l’équation  (a) , puis- 
qu’étant  ce  que  devient  cette  dernière  équation  lors- 
qu’on a éliminé  a et  h entre  les  trois  équations  (a) 
(c)  et  (d),  elle  doit  reproduire  la  proposée  lorsqu’on 
y substitue  à la  place  de  f xz  et  fxz  leurs  valeurs 
respectes  P et  Ç.  Par  exemple,  soit  l’équation 

z ==  a'xy  — by*  !..  ..(H),  ■ 

dont  la  différentielle  est  dz  = a°ydx-j-  ( [a'x  — r-  aby)dy  ; 
donc P=a*y  et  Qz=àAx — a uy  : substituant  ces  va- 
leurs dans  les  équations^  c ) ' et  ( d)  , il  vient  celles 

ft*..  u J i*.  1 \ ' »•  ‘ ■* 

oay=fx*  et  — 2by.x={*z,  d’où  on  tire  et 
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b = — $1^1.  Mettant  ces  valeurs  de  a*  et  b dans 

sy* 

la  proposée  ( ’h ),  on  a l’équation  aux  difFérentielles  par- 
tielles 

z = J xf'z  -f- i j'P'z (0  , 

qui  a pour  intégrale  l’équation  (A).  Si  l’on  intègre 
directement  l’équation  (/)  par  la  méthode  enseignée 

à l’article  497  , on  a celle  z = x*v  qui  reproduit 

la  proposée  lorsqu’on  fait  ç = ^ 

5a3.  Observons  actuellement  que  si  en  supposant 
a et  b variables  dans  la  différentiation  de  l’équation 

. z = ¥Qe,y,  a , b)..i-..{a), 

cette  hypothèse  ne  change  en  rien  l’équation 
dz^=zPdx-\-  Qdy. . . . . . ;(A)  , 

l’élimination  de  a etde  èqui  conduit  à T équation  aux 
différentielles  partielles 

z = F3(x,  y , f*z  , Pz)  (g)  , 

te  fera  de  même  que  dans  l’article  précédent,  et  cette 
équation  (g)  ne  sera  pas  altérée.  Or,  en  dlfférentiant 
l’équation  (a)  par  rapport  àx,y,  a et  b,  on  a celle 
dz  — î*zdx  f rzdy  -f-  f'zda  -f-  Pzdb  , 

ou  dz  ==  Pdx  -f-  Qdy  -f-  f’zda  + Pzdb  , 
qui  devient  identique  avec  l’équation  (6)  , si  l’<j 
Pzda  Pzdb  = o. . ... , .(A)  ; 

et  à cause  qu’on  satisfait  à cette  dernière  équation 
en  faisant  simultanément 

(t).‘.  » .Pz=,o  et  Pz=  o. .«  • • •(&)  » 
il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  a et  b en  fonctions  de 
x et  y déduites  de  ces  deux  dernières  équations,  étant 


*■ 
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substituées  dans  la  proposée  (a)  donneront  une  équa- 
tion essentiellementdifférente  de  cette  dernière  , et  qui 
cependant  satisferai  l’équation  aux  différentielles  par- 
tielles (g)  , puisque  cette  équation  étant  indépendante 
de  a et  de  b , et  l’équation  (6)  n'étant  point  altérée 
d’après  celle  ( h ) ou  celles  (i)  et  (fc) , les  quantités 
et  f vz  placées  dans  l’équation  (g)  resteront  les 
mêmes,  et  toujours  respectivement  égales  à celles  P 
et  Q qui  n’ont  pas  changé.  Ainsi  toutes  les  fois  que 
les  calculs  que  nous  venons  d’indiquer  seront  possibles, 
et  ne  mèneront  à aucune  absurdité,  alors  on  en  con- 
clura que  l’équation  aux  différentielles  partielles  pro- 
posée a une  ou  plusieurs  solutions  particulières, suivant 
qu’on  a tiré  des  équations  (i)  et  (A)  , une  ou  plusieurs 
valeurs  admissibles  de  a et  de  b en  fonctions  de  x ety. 

Prenons  pour  exemple  l’équation  aux  différentielles 
partielles 

dont  l’une  des  intégrales  déterminées  est 


s = ox-f-  by-\-A  ( 1 -J- a*  -f-  £*) . . . .(m). 

De  cette  dernière  équation  on  tire  Pz  — x -J-  a Aa  et 
Pz  —y  -f-  a Ab  ; donc  les  équations  (f)  et  (It)  donneront 

a = — , et£  = Substituant  cés  valeurs  dans 

a A a A 


l’équation  (m) , on  a celle  z rs=A  ■ 


’4A 


, qui  est  la 


seule  solution  particulière  que  puisse  avoir  la  pro- 
posée (0-  • , 

L’équation  (i)  de  l’article  précèdent  n’a  pas  de  so-  . 
lutions  particulières  , car  de  son  intégrale  (A)  on  tire 
Pz  = 2 axy  et  Pz  =p  —y1,  et  ces  quantités  égalées 
à zéro , ne  peuvent  donner  les  valeurs  de  q et  de  b 
•O  fouptions  de  j et  v. 
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Application  du  Calcul  intégral  à la  r 
""  Géométrie 
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CHAPITRE  I”.  * 

i ..  •# 

Quelques  Problèmes,  et  Théorèmes,  relatifs 
aux  développées  et  développantes  des  courbes Li 
planes.  .*»)  »te*(svV)  ; clf.-r  z*ï  ■ - ■ 


*!  I •l‘jê.~'.L  ti 

X • il 


5^4. 


équation^ 


T'> 


• j n 


.a 


Les'- 

r(y  = liés (1*1  s>  i .et  dx=  Rdc.  . . :.(i  i5); 

démontrées  à 1 arfitle  ï85,  et  que  je  rappellelci  avec  ’ 
les  memes  aos .quelles  ont  dans  cet  article,  donnent- 
un  moyen  bien  simple  de  trouver  par  le  seul  secours 
de  la  valeur  du  rayon  osculateur  fl  dune  -courbe  en  ' 
fonctions  des  lignes  trigonbmétriques  s ( le  sinus  1 c 
( te  fcosinus)  ,*t  ( la  tangente)  de  l'angle  forme  par  Ta*.; 
normale  avec  l’axe  des  abscisses,  l'équation  dè  cette  ’ 
courbe  entre  ses  coordonnées  rectangulaires  x et , 
car  tout  se  réduira  à substituer  cette  valeur  de  fl  dans 
les  deux  équations  précédantes  , ensuite  à' les  intégrer, 
et  enfin  à éliminer  entre  les  deux  intégrales,  les  lignes' 
trigonométriques  qui  les  affectent,  ce  qu!  est  toujours  " 


Digitized  by  Google 


A LA  GEOMETRIE.  ^3 

possible  , puisque  toutes  les  lignes  trigonométriques 
peuvent  être  réduites  à une  seule.  La  courbe  trouvée 
de  cette  manière  sera  algébrique  si  les  intégrations 
pouvant  s’effectuer  exactement,  les  intégrales  ne  ren- 
ferment point  de  quantités  transcendantes.  Elle  sera 
mécanique  ou  transcendante  dans  les  cas  contraires. 

Exemple  I.  Etant  donné  le  rayon  oscillateur 


dune  courbe  inconnue,  et  en  représentant  par  q une 
quantité  constante  connue  , on  demande  l’équation  de 
cette  courbe. 

Substituant  la  valeur  donnée  de  R dans  les  équa- 
tions (112)  et  (n3),  on  a celles 

• ^y—  ~T  =qdt  et  ' 

intégrant  ces  deux  équations,  il  vient 

(é)  . . . y = qt  + c onst.  et  a:  = — +const..(c) 

Pour  déterminer  les  constantes,  j’observerai  que  lors- 
qu’on fait  s = o,  l’équation  donnée  (a)  se  réduit  à 
R = q , donc  la  courbe  cherchée  coupe  l’axe  des  x; 
ainsi  prenant  l’origine  des  coordonnées  à ce  point  de 
section,  on  aura  y=  c lorsque  t = o ; donc  const.  =o, 
ce  qui  donne  complètement  pour  l’équation  (b)  celle 

y—V (A). 

Quant  a 1 équation  (c),  j’observe  que  x étant  = o 
lorsque  s ~ o,  et  par  conséquent  c=  1 , on  a const. 

e=  ^ j donc  on  a complètément 
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Mais  de  l’équation  (d)>  on  tire  ta=^,  donc  x — — * 

d’où  y*  = — aqrx  , équation  qui  ne  peut  donner  de 
valeurs  réelles  à ^ que  du  côté  des  x négatives,  Ainsi 
on  a y*  = aça: , ce  qui  est  l’équation  demandée  de  la 
courbe  cherchée  qui,  conséquemment,  est  la  parabole 
vulgaire  ayant  pour  paramètre  a q. 

Exemple  II.  On  demande  V équation  entre  les  co- 
ordonnées rectangulaires  de  la  courbe  dont  le  rayon 

osculateurest  — . 

es* 

Nous  avons dy(^=Kds)  = f en  représentant 

par  L l’angle  de  la  normale  ; donc^  = — cot  L -f-  const. 
Or,  en  faisant  L=.  ioo4,  la  valeur  donnée  de  R,  donne 
R — oo  , dc^£  i°  l’angle  L est  toujours  > ioo°,',ce 
qui  rend  co^P  négatif , et  change  la  valeur^  de  y en 
celley'  = cot  L-\-  const.  a°.  Puisque  ioo°  la  valeur 
de  R est  négative  , par  conséquent  la  courbe  cherchée 
tourne  sa  convexité  vers  l’axe.  3°.  L’axe  des  abscisses 
est  assymptote  de  la  courbe,  par  conséquent  y—  o 
ïbrstpie  L— x oo°,  ce  qui  alors  réduit  l’equation 
y — co|  L + const.  à celle  const.  = o ; on  a donc 
complètement 

y = cotZ, (e). 

Actuellement  mettant  la  valeur  de  R dans  l’équation 

dx  — Rdc , on  a dx=  — = — ~ — — — ; donc 
es*  c*t  t 

x = — Itou  x = l cot  L const.  Mais  l'angle  L étant 
ioo°  , on  a x=  / ( — cot  Z.)  -f-  const.  Or  ,*  si 
nous  prenons  l’origine  des  coordonnées  au  point  de 
Taxe  où  L=  i5o°,  nous  aurons  o = /(  — tang5c8)  ' 
-f-const. , d’où  const.  = — /( — i ) ; donca:=/( — cot  L ) 

— I ( — i ) , et  par  conséquent  nous  aurons  complète-  • 
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ment  x —l  cot  L , mais  y = cot  L [équat.  (a)]  , donc 
x — ly-,  ainsi  la  courbe  demandée  est  la  logarithmique 
naturelle. 


5a5.  Représentant  par  £ et  y les  coordonnées  rec-  Fig.  i. 
tangulaires  Aq  et  qb  du  centre  b de -l’osculation  en  un 
point  B de  la  développante  . . . dont 

les  coordonnées  AQ,  BQ  sont  respectivement  repré- 
sentées par  x et  y , je  dis  qu’on  aura  toujours  les 
deux  équations 

(54S  )....dy=sdR  et  d%  = — cdR. . . .(547). 

En  effet , dans  le  triangle  rectangle  aqb  , on  a 

bq—  abainbaq  — ab  sinBcX,  . 4 

et  aq  = ab  cos  baq—  — ab  cos  BaX. 

Mais  bq-=  — y , ab  = üb  — Ba  = R — N , (en 


représentant  par  N la  normale  )=  R — 


sin  BnQ 


—R 


sin  BaX 


donc 


y= — R sin  BaX  ou  y —y — Rs. . . .(a). 

De  même  aq  = Aq — AQ — Qa=£ — x — N cosBaQ 
= 1 — x + iV  cos  BaX  ; donc  x -f-  iVcos  BaX 
= — R cos  BaX  -f-  fVcos  BaX  , d’où 
# Ç=x—Rc (i). 

Différentiant  les*équations  (a)  et  (6)  par  rapport  à 
toutes  les  lettres  , on  aura  celles 


dy—dy — Rds  — sdR. . . ,(c)  , 
et  d£  = dx — Rdc—cdR  qui,  d’après  les  équations 
(us)  et(u3),  se  réduisent  aux  deux  équations  (54b’) 
et  (547)  que  nous  voulions  démontrer. 

5aS.  Problème.  Etant  donné  Cèquation  d'une 
courbe  , trouver  celle  de  sa  développée. 

Solution.  Parle  moyen  de  l’équation  de  la  courbe 


l 
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donnée,  on  cherchera  la  valeur  du  rayon  osculateuren 
fonctions  de  lignes  trigonométriques  de  l’angle  de  la 
normale  avec  l’axe  des  abscisses  (art.  x8G),  et  difFé— 
rendant  cette  quantité  , on  en  substituera  la  diffé- 
rentielle dans  les  équations  (646)  et  (547)  ; ensuite  in- 
tégrant, on  aura  , si  la  courbe  donnée  est  algébrique, 
deux  équations  finies  et  algébriques  qui,  combinée* 
ensemble  pour  faire  disparaître  les  lignes  trigonomé- 
triques , donneront  l’équation  de  la  développée  entre 
ses  coordonnées  rectangulaires. 

EXEMPLE.  Trouver  réquation  de  la  développée  de 
la  parabolç  vulgaire  dont  le  paramètre  est  P. 

On  sait  que  la  sous-normale  de  la  parabole  est  { P, 

P . A3 

donc  A = — — mais  R [équat.  0 1 03  > donc 

p 4 

*=— &n',à’où 


dR—  ZPtdL 


2C* 


fit 


ZPtdt 


2C 


Substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (546)  et 

. , 3 Pt'dt  ,w  3 Ptdt  ,,  . 

(547) , on  a dy= et  dq  = ; d ou 


Pt3 


et  | = 


3 Pt1 


■fr) 


a ' 4 

éliminant  t entre  ces  deux  équations , on  a celle 

rj  17 

Ç*  ==  -—.Py*  > ce  qui  est  l’équation  de  la  courbe  de- 


(*)  Quoique  les  valeurs  de  R ei  <le  N se  présentent  sons  la 
forme  négative  , elles  sont  positives  , puisque  dans  la  parabole  , 
l'angle  L de  la  normale  est  toujours  > ioo° , en  prenant  la  courbe 
comme  dans  la  figure  1 se  prolongeant  du  côté  des  x positives. 

mandée. 
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mandée.  Donc  la  parabole  vulgaire  a pour  développée 
une  parabole  cubique  dont  le  paramètre  et  les  ~ de 
celui  de  la  développante.  En  comparant  l’équation  (a) 

Pt*  > 

avec  eellex=  — (voyez  le  renvoi  de  l’article  186, 

tome  I,  page  a43),  on  a%—3x  , cequi  est  delà  connu,  et 
procure  un  moyen  extrêmement  simple  pour  trouver  le 
centre  du  cercle  osculateur  d’un  point  quelconque  de 
la  première  parabole. 

Oa  a le  rayon  osculateur  bB  = arc  6p  AD,  Fjg, 
donc  en  supposant  que  la  courbe  ABB'B".... 
est  une  parabole,  on  aura  R = arc  bD  -f*î P;  d’où 

arc  bD  = R -{-/>  = -^=-^0+^ 

mais  l’équation  (a)  donne  t*  ==  , donc  arc  bD  = 

— : ainsi  on  voit  que  la  développée  de  la 

>1/3  P 

parabole  est  une  courbe  algébrique  et  rectifiable. 

527.  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment , il 
suit  1°.  qu’on  peut  successivement  déterminer  les  dé- 
veloppées de  tous  les  ordres  d’une  courbe  algébrique, 
en  tant  qu’on  n’est  pas  arrêté  par  la  difficulté  attachée 
à la  résolution  des  équations  d’un  degré  trop  élevé, 
inconvénient  qui  doit  être  entièrement  rapporté  à l’in— 
eulïïsance  de  la  simple  algèbre  sur  cet  objet;  2°.  que 
les  développées  de  tous  les  ordres  d’une  courbe  al- 
gébrique , sont  elles-mêmes  des  courbes  algébriques  ; 
mais  que  l’inverse  de  cette  proposition  peut  n’avoir 
pas  lieu  ; c’est-à-dire  que  la  développée  d’une  courbe 
algébrique  peut  être  une  courbe  ttanscendan te;  3°.  qu’é- 
tant donnée  l’équation  d’une  courbe  algébrique  , on 
peut  connaître  si  la  développante  de  cette  «ourbe  est 
géométrique  ou  mécanique , et  que  même  dans  le  pre- 
2.  27 
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mier  de  ces  cas , on  peut  déterminer  l’équation  de  1»  i 
développante.  En  effet,  représentant  par  R'  les  rayons 
osculateursde  la  développante  inconnue  d’une  courbe 
connue  dont  les  coordonnées  sont  y et  £ , soit  qu’on 
considère  cette  dernière  courbe  comme  tournant  sa 
concavité  vers  l’axe  des  abscisses , soit  qu’on  la  con- 
sidère comme  convexe  vers  le  même  axe  -,  de  plus,  * 
représentant  toujours  par  s et  c les  sinus  et  cosinus 
de  l’angle  correspondant  de  la  normale  avec  l’axe  des 
abscisses  de  la  développée,  on  aura  toujours  les  for- 
mules 

dR'=z—^....ÇS4%)  et  (549), 

C <$ 

qui , évidemment , dérivent  de  celles  (546)  et  (547)  , 
en  faisant  attention  que  le  rayon  osculateur  de  la  dé- 
veloppée est  perpendiculaire  à celui  de  la  développante. 
Intégrant  celle  de  ces  deux  équations  qui  offre  le 
moins  de  difficulté  dans  cette  opération  , on  obtiendra 
la  valeur  du  rayon  osculateur  de  la  développante  en 
fonction  de  lignes  trigonométriques , d’où  par  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  5a4  , on  pourra  conclure 
l’équation  de  cette  dernière  courbe  , en  tant  du  moins 
que  l’intégrale  de  l’équation  (548)  ou  de  celle  (54g)  est 
exacte  et  algébrique  : mais  si  le  cas  contraire  a lieu  , 
on  en  conclura  que  la  courbe  proposée  n’est  pas  rec- 
tifiable , et  que  par  conséquent  sa  développante  est 
transcendante. 

ExempÉL  Trouver  la  développante  de  la  second » 
parabole  cubique  ayant  pour  paramètre  C unité,  et  dont 
consequemment  réquation  est 

(«)• 

On  a (S*n)[j=  formule  (g4J  art  1 1 6]  = | \%  ; 
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<Jônc>  [=(S.n)0  —\^t  et  égalant  cette 

valeur  de  y a avec  celle  donnée  par  ['équation  (a)  , on 
a cotaZ/,  en  représentant  par  TJ  l'angle  dé  la 

normale  de  la  développée  , d’où  ~ eot3  L' ; donc 


7\Jéquat  (549)]= 

..  *1  . n,  8 


rot  JJ d cot  IJ 


et  intégrant  il  vient  R'-. 


274° 


a ds 

s f-jÿ 

const.  Prenant/!^ 

lorsque  ce  rayon  osculateur  est  perpendiculaire  à l’axe 
des  a; , c est-à-dire  queZ/  = ioo°,  on  aura  complète- 

ment  1 équation  R'  = — — - , dans  laquelle  s repré- 

sente  le  sinus  de  l’angle  formé  par  la  normale  de  la 
développée  avec  l’axe  des  x -,  ainsi  si  nous  considérons 
1 ang'e  L,  formé  par  la  normale  delà  développante  avec 

l’axe  des  x,  nous  aurons  R'z= — --^r,  donc  </y[=fi'tfr3 


ML  , „ 

= —~r>  et  tir  [ = R'dd] 


8 de  _ , 

et  intégrant, 

on  a complètement  y et  x — ^t*  : car  lors- 

que /:  =0  on  a y = o et  x = o.  Eliminant  £ entre  ces 
deux  dernières  équations  , on  a celley»  = il  x qui 
est  1 équation  demandée.  Ainsi  la  développante  de  la 
seconde  parabole  cubique,  est  une  parabole  vulgaire 
dont  le  paramètre  est  les  if  de  celui  de  la  développée  , 
ce  que  nous  savions  déjà  par  l’inverse  ( art.  5a6). 

Exemple  II.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver 
la  développante  de  la  parabole  vulgaire  ayant  pour 
paramètre  l’unité . 

De  l’équation  5,=  f on  déduit?,  s — 1 *L'.  etfe-lçptZ/ 

4 * 

[renvoi  d,  l’art.  1 86},  donc dR'  = g [éq.  (549)3  ; 

a7.. 


X / ' 

4aO  APPLICATION 

et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (a5a)  ^article 

ago  ] , on  aura  R'  = +l  cot£  z/J:  ains* 

R'  étant  une  quantité  transcendante,  on  en  conclura 
que  la  développante  de  la  parabole  appollonienne  est 
une  courbe  transcendante  ; ce  qu'au  reste  on  aurait 
pu  conclure  à priori , en  faisant  attention  que  la  pa- 
rabole en  question  n’est  pas  rectiGable  , ainsi  qu’on 
l’enseigne  dans  les  Elémens  de  Géométrie  analytique  , 
et  que  nous  le  démontrerons  par  le  calcul  intégral  dans 
le  chapitre  suivant. 

Les  équations  (ua,  (n3),(54G)  et  (547)  sont  utiles 
dans  la  physique  céleste , j’ai  employé  les  deux  pre- 
mières dans  mon  Traité  de  Navigation  à la  note  pre- 
mière sur  la  figure  de  la  terre  ; mais  l’angle  L de  la 
normale  qui  indiquait  la  latitude  , était  toujours  pris 
du  côté  de  l’axe  dont  s’approchait  le  plus  la  nor- 
male. 

5a8.  Retranchant  respectivement  les  équations  (546) 
et  (547)  de  celles  (1 12)  et  (n3),  on  a 

dy — d)  z=zRds-\-sdR  et  dx  — d%  —Rdc  -J-  cdR, 

-et  intégrant , il  vient  celles 

(55c)  ; —y — Rs-j-const.  et  — /?c-f-const..(55i) , 

qui,  au  reste,  ne  sont  autre  chose  que  les  équations 
(a)  et  ( b ) de  l’article  5a5  , et  qui  par  leurs  formes 
primitives  , sont  presque  toujours  plus  utiles  que  celles 
(546)  et  (547)  pour  les  memes  recherches  que  celles 
qui  nous  ont  occupé  dans  les  articles  52 G et  5ay  t 
puisqu  elles  épargnent  des  intégrations  qui  quelquefois 
peuvent  présenter  beaucoup  de  diihcultes.  Nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à faire  des  applications  de  ces 
formules  remarquables  par  leur  simplicité  , et  l’usage 
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dont  elles  peuvent  être,  meme  pour  découvrir  les 
propriétés  de  certaines  courbes , parce  qu’ayant  été 
données  par  l’analyse  ordinaire  , et  n'exigeant  dans 
leurs  applications  que  de  l’algèbre,  elles  ne  font  plus 
partie  des  objets  que  nous  traitons  dans  cet  Ouvrage. 
Mais  nous  engageons  les  jeunes  analystes  de  s’en  oc- 
cuper pour  s’exercer  à résoudre  des  problèmes  re- 
latifs aux  développées  et  développantes. 


CHAPITRE  IL 

De  la  rectification  des  courbes  planes  et  a 
double  courbure  , et  de  la  quadrature  des 
courbes  planes. 

5sg.  O»  sait  que  la  rectification  des  courbes  con- 
siste à trouver  la  longueur  absolue  d’un  arc  de  cette 
courbe  compris  entre  deux  ordonnées , ou  depuis 
l’origine  delà  courbe  jusqu’à  une  ordonnée  quelconque. 

\ Soit  donc  considéré  la  courbe  Am Bm'B'm"B". . . . 
et  cherchons  l’expression  générale  de  la  longueur  ab- 
solue de  l’arc  AmBm'B' , en  prenant  le  point  A pour 
origine  de  la  courbe.  x 

Soit  mené  les  ordonnées  QB  , cB' , eB " à des  dis- 
tances AQ  , Qc , ce  égales  entre  elles  ; menons  le* 
cordes  AB,  BB',B'B"  et  la  droite  GB'E  parallèle  à l’axe 
AX  des  abscisses.  Cela  posé , représentons  par  y et  x 
les  coordonnées  B'c , Ac  qui  limitent  l’arc  AmBm'B' 
qu’on  veut  mesurer;  par  A la  longueur  de  cet  arc,  et 
par  a'  la  longueur  de  la  portion  ABB'  du  polygone 


Fig.  I. 
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Fig.  i.  inscrit  î ce  qui  donnera  B"E  = Ay , B'E  = ce^Ax  , 
B'B*:=Aa'  ; on  aura  donc  dans  le  triangle  rectiligne 
rectangle  B'EB"  ; l’équation 

Aa'  = \Zùy*  + Ar\  ou  ~ + 1 . . . . (a). 

Or,  si  nous  concevons  maintenant  qu’entre  le  point  A et 
l’ordonnée  cB'de  position  invariable,  les  distances  égales 
entre  Us  ordonnées  diminuent  de  longueur,  et  que  celle 
ce  diminue  de  même  et  en  même  quantité,  il  résultera 
1 °.  que  le  nombre  des  côtés  de  la  portion  de  polynôme  ins- 
crite à l'arc  AmBm'B'  augmentera;  que  par  conséquent 
lie  périmètre  a'  de  cette  portion  de  polynôme  augmen- 
tant de  longueur,  se  rapprochera  sans  cesse  de  celui 
X de  l’arc  AmBm'B'  ; a°  que  cette  variation  s’opérera 
en  même  intensité  que  la  diminution  de  ce,,  et  par 
conséquent  que  le  rapprochement  de  l'ordonnée movible 
B e de  celle  fixe  B'c  ; de  manière  qu’à  l’instant  où  la 
première  de  ces  deux  ordonnées  se  confondra  avec 
la  seconde  , on  aura  rigpuieusement 

x'  = x (i). 


Mais  l’ordonnée  B"e  s’identifiant  avec  celle  B'c,  on  a 
Ay  = o , Ai  =o  et  Aa'ou  Aa  [équat.  = o ; 
donc  d’après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4) 

l’équation  ( a ) deviendra  ^ î , d’où 

iTJ  -1-  const. . . . (55a). 

Telle  est  la  formule  générale  des  rectifications  des 
Courbes  , et  comme  l’équation  de  la  courbe  donne 

y =5  F (x)$  «l’où  en  représentant  par  A- un® 
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Fonction  de  i,  il  s’ensuit  que  la  rectification  des  Fig-  i • 
courbes  planes  rapportées  à leurs  coordonnées , dé- 
pend seulement  de  l’intégration  des  fonctions  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  à une  seule  variable. 

Pour  déterminer  la  constante  de  l’équation  (55a)  , on 
observera  que  si  l’arc  qy’on  veut  rectifier  est  pris  à l’ori- 
gine A de  la  courbe  , on  a pour  x = o , A=o;  mais  si 
l’arc  qu’on  veut  rectifier  ne  commence  qu’au  point 
B dont  l’abscisse  AQ  est  je  suppose  a,  alors  pour  x=a 
on  fera  a = o , et  on  déterminera  la  constante  d’après 
cette  condition  ; ou  bien  on  pourra  calculer  la  lon- 
gueur absolue  de  l’arc  d’après  la  condition  que  pour 
æ—o  on  aA=o,  ensuite  mettre  dans  la  formule 
résultante  a pour  x,  ce  qui  donnera  la  longueur  ab- 
solue de  l’arc  AB,  et  retranchant  ce  résultat  du  pre- 
mier trouvé  , on  aura  celle  d'un  arc  quelconque  de 
la  courbe  à partir  du  point  B.  Enfin  si  l’arc  qu’on  veut 
rectifier,  est  compris  entre  deux  limites  BQ  et  B'c, 
dont  les  abscisses  respectives  sont  .-r  et  x alors  la 
rectification  de  la  courbe  dépend  de  l’intégration  des 
fonctions  variables  prises  entre  des  limites , que  nous 
avons  traité  au  chapitre  VI  de  la  première  section  du 
Calcul  intégral. 

Il  est  évident  que  la  courbe  proposée  n’est  recti- 
fiable que  si  l’intégration  indiquée  dans  l’équation  (55a) 
peut  s’effectuer  exactement , ou  si  dans  l’intégrale  il 
n’entre  pas  des  quantités  transcendantes.  Dans  le  cas 
contraire  , on  ne  peut  avoir  le  rapport  de  la  longueur 
absolue  de  l’arc  à une  longueur  de  mesure  rectiligne, 
tel  qu’un  mètre,  que  par  approximation.  Nous  allons 
faire  quelques  applicationsauxcourbeslesplu^knnues  , 
et  nous  commencerons  par  celles  du  secoi^ degré 
dont  nous  savons  que  l’équation  générale  est 
y*  = Px+  Qx*  . . 4 . . .(c)  (art.  io4)  , 
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dans  laquelle  P représente  le  paramètre  et 

{—  o 1 f la  paraboles 

positif  ( ] 1‘hyperbole  | 

négatif  | Pour  j l’ellipse 
sr  — 1 J (_  le  cercle 

De  plus , représentant  respectivement  par  aA  et  par 
zD  l’axe  transverse  et  le  second  axe  de  ces  courbe»  , 
on  a 


.(*)• 


En  opérant  immédiatement  sur  l’équation  générale  (c) 
pour  former  celle  des  rectifications  (55s) , on  aurait 
l’équation 

AfcvT^-MPCÇ+i^QCQ+iVQ  _i_ rnnst...r  A . 

«vC«+^3  . 

dont  l’intégration  rentre  dans  les  cas  traités  au  cha- 
pitre IÏI  de  la  première  section  , particulièrement  à 
l'article  n5r  , et  offre  beaucoup  trop  de  difficultés  lors- 
qu’on la  considère  dans  toute  sa  généralité  ; ainsi  nous 
nous  contenterons  d’examiner  successivement  les  ca» 
indiqués  dans  le  groupe  ( d ). 

Le  cas  de  Q = o qui  est  le  caractère  delà  parabole, 
réduit  l’équation  (/)  à celle 


\-fdx\J- 


4-* 


•(g). 


dans  1 
pour  e 


ille  a représente  la  quantité  j P-  Soit  fait 
:uer  l’intégration 


a + x 
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d’où  x et ir=  7-^. . « qui  transforme 

z‘+  1 (a  +U 

le  second  membre  de  l’equation^g)  en  la  ioimu  e 

'fwr^r (i)' 

p zidz  z 

Mais  l’équation  (i5o)  donne  J _)-  Tÿ1  a“+  1 

+ f~ Ty^rt  celle  (i67)donn ef-^jÿ  = « 

art  (tang  =a)  + T^TT)  ï donc  ,a  formule  de" 

vient  a t/ — 1 arc  ( tang  = z)  H if+T  ’ et  subiti_ 

tuant  dans  cette  dernière  formule  la  valeur  de 

z = y/ 2_dl£  y/— 1 £équat.  (/i)3  > on  aura 


A=al/ — i arcj~tang  a*  y/ — ^ — V— 
/a-f  x , 

+ x V - — •"  const. 


Or,laformule(i87)donney/ — 1 arcj^tang  1=^/  ^ l^| 

— il  C2V/ôx+^i  —sx—  a];  donc  remettant  à la 
place  de  a sa  valeur \P  , et  faisant  attention  que  pre- 
nant l’origine  de  l’arc  à celui  de  la  courbe,  on  a pour 
x — o , d’où  x=  o , const.  = — J P l [•”  %P  3 » d 
viendra  complètement  v 

d'où  l'on  yoit  que  la  par  bole  vulgaire  ne  peut  se  rec- 
tifier qu’avec  approximation.  Mais  il  y a ua  nombre 
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infini  de  paraboles  des  ordres  et  genres  supérieurs  qui 
sont  rectifiables.  En  effet , de  l’équation  générale  à 
toutes  ces  courbes  qui  est_y  =Pxa  , en  représentant 
par  a un  nombre  réel , positif  et  fractionnaire , on 
tire  a =fdx\/ 1 -f-Paa“«c“(a— O.  Or,  cette  formule  dif- 
férentielle est  exactement  et  algébriquement  intégrable 
si  Ion  a 3 (a — 1)  = i , ou  a = % (art.  ai3)  ; ainsi  b 
représentant  un  nombre  entier  et  positif,  tontes  le* 
paraboles  de  l'équation  ytl  = Px31  sont  rectifiables. 

Mettant  dans  la  formule  (/")  les  valeurs  de  P et  de 
Q en  fonctions  des  axes  £ équat.  (e)] , et  représentant 
par  E 1 excentricité,  laquelle  est  égale  à \/  A*-\-B*  dans 
1 hyperbole,  etày/yfa — B 1 dans  l’ellipse;  enfin  pre- 
nant pour  plus  de  simplicité  l’origine  des  coordonnée* 
au  centre , on  aura  pour  l’hyperbole 

a =~fdx  \/[f£~f~]+  const..  .(Z)  , 

et  pour  l’ellipse 

x^lfdx  +con9t-  • • •(*)• 

Faisant  dans  cette  dernière  équation  E—  o,  ce  qui 
est  le  caractère  du  cercle  , on  a pour  cette  courbe 

X=ZAf  = A arc(sin=  5)[form.  (134)]. 

L intégrale  indiquée  qui  entre  dans  cette  équation , 
ainsi  que  celles  des  équations  (/)  et  ( m ) ne  pouvant 
s’effectuer  qu’avec  approximation  , et  nous  rappelant 
de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  relativement  à la 
parabole  , nous  en  conclurons  qu’on  ne  peut  rectifier 
exactement  les  courbes  du  second  degré. 

, Nous  avons  démontré  à l’article  112,  que  prenant 
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l'origine  des  coordonnées  rectangulaire  de  la  cycloïde 
à celle  de  la  courbe  , et  représentant  par  u l'arc  dé- 
veloppé du  cercle  générateur  , relativement  au  point 
de  la  cycloïde  ayant  pour  coordonnées  x et  y , ou 
avait  les  deux  équations 


x=û>  — sin a et  y — T — cos*, 

dans  lesquelles  r représente  le  rayon  du  cercle  généra- 
teur ; donc 


A dy 4 -J-  cLxtr]=  f da ^ sin* a -f- (r — cos »)* 

= 2 / d»  sin  , 

et  par  conséquent  A = — 4C0S  ï®  + const.;  mais  lors- 
que * = o on  a A=o,  donc  con&t.  =4r>  ce 
donne  complètement 


A 


8 sin*  j» 
r 


(«); 


ainsi  lorsque  a — 4°°0  > c’est-à-dire  pour  la  cycloïde 
entière,  on  a sa  circonférence  totale  ==.So==  4 dia-' 
mètres  du  cercle  générateur. 


53o.  Cherchons  maintenant  la  formule  de  rectifi- 
cations des  courbes  telle  que  celles  AmBm'BW'B". . . F‘S-  *• 
considérées  par  rapport  au  pôle  P. 

Soit  AmBm'B'  l’arc  dont  on  vêtit  avoir  le  rapport 
de  la  longueur  absolue  avec  l’unité  de  mesure  rec- 
tiligne. Menons  les  deux  rayons  vecteurs  PA , PB'  le 
premier  passant  par  l’origine  A de  l’arc  qu’on  peut 
regarder  comme  l’origine  de  la  courbe  j le  second 
que  nous  représenterons  par  v,  passant  par  le  point 
quelconque  W de  la  courbe,  et  formant  avec  le  pre- 
mier PA  un  angle  d’anomalie  que  nous  représenterons 
par  * : de  plus  , tirons  entre  ces  deux  rayons  vecteurs 
un  nombre  quelconque  n d’autres  rayons  vecteurs  tels 
que  celui  PB , de  manière  que  les  angles  interceptés 


e 
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soient  tous  égaux  entre  eux,  et  par  conséquent  égaux  à 

1 — p — ; ensuite  menons  en  dehors  du  rayon  PB'  qui 

71  -f-  l 

limite  l’arc  qu’on  veut  mesurer,  celui  PB"  qui  forme 

avec  PB'  un  angle  B'PB"=  — % — . Enfin  tirons  les 

n + i 

cordes  AB  , BB',  B'B"  ; nous  formerons  par  ce 
moyen  une  portion  de  polynôme  ABB'  que  nous 
représenterons  par  a',  qui  sera  inscrite  à la  portion 
d’arc  de  courbe  AmBm'B' , que  nous  Représente- 
rons par  A.  Cela  posé  , Prenant  Paj=PB'  , et  me- 
nant B'a  , nous  aurons  B"a=Av,  B'B"  = A a', 
B'Pa  = Ace,  B 'a=  au  sin£  A a et  B'aB"=  ioo”  -f-j  Ace; 
donc  le  triangle  rectiligne  B'aB"  donnera 

A a'  = \/  4v‘  sin*  ÿ A*  -J-  u va  4-  4v  sia*  ^ A et  A y , 
ou  développant  sinÿ  A <t,  et  divisant  parA<e,il  viendra 


Aa' 

Ace 


' • . /r , v*Act* , 

: = V Lv  J_ra'3+e,c- 


Ava  . vAvAce*  , 

-f-vAvH =--f-  etc 

a. a. 3 


Ast* 


Mais  si  on  augmente  le  nombre  n des  rayons  vecteurs 
entre  ceux  PA  et  PB',  alors  le  périmètre  de  la  portion 
ABB'  de  polygone  inscrit  augmente  et  se  rapproche  en 
longueur  de  celle  de  l’arc  Am/n'B',  et  comme  cet  ac- 
croissement se  fait  à mesure  que  — % — ouActdiminue, 

n+i 

et  que  par  conséquent  le  rayon  vecteur  PB"  se  rap- 
proche de  celui  PB' , il  s’ensuit  que  lorsqu’il  se  con- 
fondra avec  ce  dernier  rayon  vecteur  , et  que  consé- 
quemment A a.  et  Av  s’évanouiront , on  aura  rigoureu- 
sement a'~  a , doncAA'  qui  alors  devient  Aa  sera  = o, 
et  d’après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4)  , 

l’équation  (a)  se  réduira  à celle 
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d’où  l’on  tire 

dx—y^v'da.2  -f-  (553). 

Telle  est  la  formule  différentielle  de  la  rectification 
des  arcs  de  courbe  rapportées  à leurs  coordonnées 
polaires. 

Pour  faire  quelques  applications  de  ces  formules, 
considérons  d’abord  les  spirales  de  tous  les  genres  dont 
l'équation  est 

v=P** (ù), 

b pouvant  représenter  un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire , et  dans  ce  dernier  cas  ayant  son  numérateur 
positif  ou  négatif.  De  cette  équation  on  tire 

dv*—  byct'V-Od*.'  et  pV1* ; donc  • 

d*  = pctb~'dz  v/«3  -f-  (c) , 

ce  qui  est  la  formule  différentielle  de  la  rectification 
des  spirales  paraboliques  et  hyperboliques  de  tou* 
les  genres;  et  à cause  que  l’intégrale  de  l'équation 
(c)  , soit  qu'elle  s'obtienne  immédiatement , ce  qui  a 
toujours  lieu  lorsque  b est  un  nombre  entier , positif 
et  pair  £art.  ai5]  , soit  qu’elle  ne  puisse  s’obtenir  que 
par  le»  séries  , ou  par  des  fonctions  transcendantes  de 
•t,  renferme  toujours  une  fonction  de  l’arc  de  cercle  a 
qui  n’est  pas  rectifiable  , nous  en  conclurons  que  gé- 
néralement les  spirales  ne  peuvent  se  rectifier  que  par 
approximation. 

Dans  la  spirale  logarithmique  dont  l’équation  est 
log.  v — et  (art.  1 45),  en  représentant  par  log.  le  lo- 
garithme dans  un  système  quelconque  ayant  pour 
module  m,  on  a v2  = e'im"’ , dvl=m*d*m* d%*.  Subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l’équation  ( 553  ) , on  • 
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<2à  — ew“d«c  \/ 1 + ni*  d’où 

i 

m& 

a =.- — \/i  + ma  + const (d)  : 

TTl 

et  si  l’on  prend  l’origine  de  la  courbe  à l’extrémité 

du  rayon  du  cercle  directeur  , qui  est  le  premier 

rayon  vecteur,  onauraA  = o lorsque  a.  = o , ce  qui 

, . l/ 1 + m“  , , , 

donne  const.  : — ■ ; on  a donc  complètement 


\/~i 


m 


m 


Dans  la  spirale  logarithmique  naturelle  dont  l'équa- 
tion est  lv  — a , l’équation  de  rectification  (e)  se  réduit 
à celle 

A = (v—  i )|/a ./...(/)  , 
d’où  l’on  voit  qu’un  arc  quelconque  de  la  spirale  lo- 
garithmique  naturelle,  est  égal  à la  diagonale  du 
quarré  formé  sur  la  partie  du  rayon  vecteur  corres- 
pondant , comprise  depuis  l’intersection  de  ce  rayon 
avec  le  cercle  directeur , puisque  dans  une  telle  spi- 
rale le  rayon  du  cercle  directeur  est  évidemment  = l - 
Donc,  quoique  la  spirale  logarithmique  tourne  à l’in- 
fini autour  de  son  pôle  où  v=o  , cependant  toute  la 
longueur  de  la  partie  négative  de  la  courbe,  c’est- 
à-dire  de  celle  comprise  dans  le  cercle  directeur  n’est 
égale  qu’à  celle  du  quarré  inscrit  à ce  cercle  ; en 
effet,  v = o réduit  l'équation  (f)  à celle  >== — \/a. 

Si  l’on  fait  v = a , ce  qui  donne  «s  = / a = 44°>  1 a7» 
alors  l’équation  ( f ) devient  A =:  y/ 3 ; donc  la  longueur 
absolue  de  l’arc  positif  de  la  spirale  logarithmique 
naturelle  qui  correspond  à une  anomalie  de  44°>  127 
est  sensiblement  égale  à celle  de  toute  la  partie  né- 
gative de  cette  courbe. 
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53i.  Une  courbe  à double  courbure  étant  donnée 
•es  équations  de  projections 

(a) .y  ==  F(x)  et  z = F'(x) (b) 


43i 

par 


sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  , imaginons  qu’à  partir 
d'un  point  quelconque  de  cette  courbe,  qu’on  peut 
considérer  comme  son  origine  et  celle  des  coordonnées 
eu  y plaçant  le  sommet  de  l’angle  trièdre  des  trois  plans 
coordonnés,  on  prenne  des  longueurs  égales  Ax,  et 
qu’on  joigne  par  des  cordes  tous  les  points  de  la  courbe 
correspondans  aux  coordonnées  Ax,  F(Ax)  , F'(Ax), 
ensuite  aAx,  F(aAx) , F'(aAx)  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu’au point  qui  a pour  coordonnées  x + Ax,  F(x  -f- Ax) 
et  F'(x  -f-Ax)  , en  représentant  par  x,  F(x)  , F'(x)  , 
ou  x,y,  ailes  coordonnées  du  point  extrême  de  l’arc 
qu’on  veut  rectifier  $ on  aura  donc  par  cette  cons- 
truction une  portion  de  polygone  inscrit  à l’arc  à 
double  courbure  terminé  en  x , y , z dont  trois  cotés 
contigus  ne  seront  plus  dans  le  même  plan,  et  dont 
la  différence  Ax'  ( en  représentant  par  x'  la  longueur 
absolue  de  la  portion  de  polygone  inscrit  terminé  en 
x,  y,  z)  sera  la  corde  sous-tendant  l’arc  compris  entre 
x , y , z et  x-j-Ax,  F(x+Ax),  F'(x  + Ax)  ou 
x-j-Ax,  y+  ùy  , z-j-Az.  Or,  on  sait  que  la  lon- 
gueur d’une  droite  considérée  dans  l’espace  est  égale 
à la  racine  quarrée  de  la  somme  des  quarrés  de  sa 
projection  sur  les  trois  axes  des  coordonnées , donc 


AV 

Ax 


' _ . /ay»  ■ Aa* 
r V Ax3  "r  Ax3 


+ 1. 


(c). 


Maisla  perpendiculaire  abaissée  du  point  x,  y , z sur 
le  plan  des  xy  restant  fixe  , et  celle  abaissée  du  point 
x-f-Ax(iy-f-Ay,  z+Az  sur  le  même  plan,  se  rapprochant 
sans  cesse  de  la  première , à mesure  que  Axdiminue  et 
que  par  conséquent  le  nombre  des  côtés  de  la  portion  du 


\ 


9 
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polygone  inscrit  augmente,  cequi  rapproche  la  grandeur 
du  périmètre  de  la  portion  du  polygoneinscrit.de  celui  de 
l’arc  circonscrit  ; il  s'ensuit  que  lorsque  la  perpendicu- 
laire mobile  se  confondra  avec  la  fixe  qui  limite  l’arc  à 
double  courbure  queie  représente  par  A , ce  qui  donne 
Ar  = c , Ay  = o,  As"=;o  et  AA=  oy  on  aura  a'— a , 
d’où  Aa'=  A = o;donc>,  d’après  la  notation  du  Cal- 
cul différentiel,  l’équation  (c)  se  réduira  à la  forme 


ou 


dx=\/ dx‘  dy*  -J-  (554) , 

ce  qui  est  l’expression  de  la  différentielle  des  arc* 
de  courbe  à double  courbure , el  par  le  moyen  de 
laquelle  on  pourra  obtenir  la  rectification  d’une  pa- 
reille courbe  donnée  par  ces  équations  (a)  et  (b)  , 
en  intégrant  une  simple  formule  différentielle  du  pre- 
mier ordre  à une  seule  variable,  puisque  des  équation* 
(a)  et  (6)  on  tire  respectivement  dy%  = F,  (xjdrr1  et 
dz ?—  F',(x)clxa  : substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (554)  , on  a </a  = dx  l/F,(x)  -4-  F',(x')  -f-  î. 

Ainsi  la  rectification  des  courbes  à double  courbure 
n’offre  guère  plus  de  difficultés  que  celle  des  courbes 
planes. 

53a.  La  quadrature  des  courbes  planes  consiste  , 
comme  on  le  sait  , à trouver  le  rapport  de  l’unité 
de  mesure  de  surface  plane  tel,  parexemple,  queie 
mètre  quarré,  à l’aire  comprise  entre  un  arq^de  la 
courbe  qu’on  vent  quarrer , les  deux  ordonnées  qui 
limitent  cet  arc  et  la  partie  de  l’axe  des  abscisses  in- 
terceptée entre  ces  deux  coordonnées.  Ainsi  la  quadra— 
Fig.  i.  ture  de  la  courbe  Amîbn'B'  depuis  , par  exemple  , 
l’ordonnée  BQ  jusqu’à  celle  B'c  consiste  à trouver  l’ex- 
pression analytique  de  l’aire  du  quadrilatère  mixt- 

ligne 


/ 
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ligne  BmB'cQB,  de  manière  qu’en  substituant  ensuite 
les  nombres  aux  lettres  que  représentent  ces  dernières, 
on  ait  le  rapport  de  cette  aire  au  mètre  quarrc.  Lors- 
que l’expression  analytique  qu’on  trouve  est  limitée  et 
algébrique  , alors  la  courbe  proposée  est  qnarrable  ; 
dans  le  cas  contraire  , elle  est  dite  inquarrable , c’est- 
à-dire  , qu’on  ne  peut  trouver’  la  mesure  de  sa  surface 
qu’avec  approximation. 

Nous  allons  dans  cet  article  chercher  la  formule 
générale  des  quadratures. 

Soit  A/nBm'B'cQA  l*espace courbe  qu’on  veut  quarrer  ; 
faisons  la  meme  construction  qu’à  l’article  52g  , et 
représentons  respectivement  par®  et  <sr'  l’espace  courbe 
que  nous  voulons  quarrer  et  l’espace  polygonal  ABB'cA 
de  la  portion  de  polygone  ABB'  inscrit  -,  nous  aurons 
donc  A®' = au  trapèze  cB'B"e,  dont  les  deux  côtés 
parallèles  B'c  et  B"e  sont  y et  j'-f-  Ay,  et  dont  1% 
hauteur  ce  est  Ax  ; donc  A®'  z=yAx  -f-  5 AxA y,  d’où 
l’on  tire 

~ + («)• 

Mais  en  diminuant  Aj.ce  qui  rapproche  l’ordonnée 
variable  B"e  de  la  fixe  B'c , le  nombre  des  côtés  de 
la  portion  de  polygone  inscrit  augmente,  et  par  con- 
séquent son  aire  augmentant , se  rapproche  sans  ce>se 
en  grandeur  de  celle  de  l’espace  courbe  ; et  comme 
toutes  ces  variations  ont  lieu  simultanément,  il  s’en- 
suit que  lorsque  l’ordonnée  mobile  B'e  se  confondra 
avec  la  fixe  B'c,  ce  ^jui  donnera  Ax  = 6 , Ay  = o et 
A®'  = o , on  aura  ®'  = ®',  d’où  A®  =:  A®'  =■  o ; donc 
d’après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4)  , l’é— 
a.#  a8 


^3  4 APPLICATION 

F'g-  quation  (a)  se  réduira  à celle  ^ —y , d'où 
d<v=ydx (555)  j 

et  comme  y est  donné  en  fonction  de  x par  l’équa- 
tion  de  la  courbe , il  s’ensuit  que  la  quadrature  des 
courbes  est  donnée  par  la  simple  intégration  de  fonc- 
* tions  différentielles  du  premier  ordre  à une  seule  va- 

riable. 

Si  la  quadrature  de  la  courbe  doit  commencer  à 
son  origine  A , alors  la  constante  indéterminée  ajoutée 
à l’intégrale  de  l’équation  (555J,doitse  déterminer 
d’après  la  condition -que  x = o donne  -sr  = o.  Si  au 
contraire  la  quadrature  ne  doit  commencer  que  de- 
puis une  ordonnée  BQ  dont  l’abscisse  AQ  est,  je  sup- 
pose a;  alors  l’intégrale  de  l’équation  ( 555)  étant 
«■  = F(x)-j-  const.  , on  y fera  ’ts  — o pour  x=.a,  ce 
#qui  donnera  const.  — — F (a),  et  par  conséquent  on  aura 
complètement  « = F(x) — F(o).  Enfin  si  la  quadrature 
doit  être  prise  entre  deux  limites  ayant  respectivement 
pour  abscisses  a;  et  xf , alors  il  est  clair  que  la  cons- 
tante F(o)  disparaîtra  p ^ représentant  par  n et  1 rt 
les  aires  prises  depuis  l’origine  de  la  courbe  qui  ont  ^ 
ces  limites,  on  aura  tr,  — rr=zF{x') — F(-r),  ou 

^-+etc.[form.(39)art.383 

ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit  à l’article 
3i4- 

I.  Pour  faire  quelques  applications  de  la  formule  (555) 
des  quadratures  , proposons-nous  d’abord  de  quarrer 
les  courbes  du  second  degré,  d»nt  l’équation  générale 
est , comme  on  le  sait , 

y^y/Px  + Qx*, (5).  « 


# 
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Substituant  cette  valeur  de  y dans  l’équation  (555) , 
il  vient 

du  = dx\/ P x -f-  * (c)  : 

or , ai  l’on  fait  dan3  cette  équation  Q = o , ce  qui 
estle  caractèrede laparabole,  ona  celle  (ha=dx\/ Px , 
dont  l’intégrale  complète  , en  prenant  l’origine  du  seg- 
ment qu'on  veut  quarrer  à celle  de  la  courbe  , est 

*»  = f x\/Px-=±xy, ( d)  : 

doncla  parabole  vulgaire  est  exactement  quarrable,  et 
l’aired’un  segment  quelconque  de  cette  courbe  , est 
égale  aux  deux  tiers  du  rectangle  formé  sur  ses  co- 
ordonnées. 

Mettant  à la  place  de  P et  de  Q leurs  valeurs  res- 
2 5»  B1 

pectives  — — etdfc  — [ équation  (e)  article  5ag3  dans 

l’équation  (c),  on  a pour  l’hyperbole  et  l’ellipse 

H ————— 
dv  :=  — ■ dx  l/  a^txdtx3  , d’où 
A < 

R ————— 

**  = -ÿ  /dx l/ iAx±. x*  -f  const. . . . (e). 

Or , A=  B étant  le  caractère  de  l’hyperbole  équi- 
• latère  et  du  cercle , on  a pour  ces  deux  courbes 

— fdx  \/ a Ax  ±x*  + const (_/")  ; 

donc  les  aires  des  segmens  d’hyperbole  et  d’ellipse,  sont 
respectivement  aux  aires  des  segmens  correspondans 
d’hyperbole  équilatère  et  de  cercle  décrits  sur  l’axe 
trans  verse  2 A,  comme  le  second  axe  aZf  est  au  pre- 
mier a A. 

Intégrant  l’équation  (c)  par  la  méthode  enseigné#  à 
l’article  n34  , avec  la  condition  qusf  <w  ==  o lorsque 

«8., 


* 
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x = o,  en  prenant  l’origine  du  segment  qu'on  veut 
quarrer  à celle  de  la  courbe , on  aura  complètement 

(*Qx  + P)\/Px+  P* 

■ 4<?  K>VQ 

X l [-£*  + 1 + ^ S/(P*+  (g)- 

Prenant  Q positif , et  substituant  à la  place  de  P 

. a B1  B% 

et  de  Ç leurs  valeurs  respectives  — et  — , on  a pour 
l'hyperbole 

^ i±i 

Or,  cette  équation  étant  affectée  d'une  quantité  trans- 
cendante par  les  logarithmes,  qui  ne  peut  s’évanouir 
qu’en  faisant  x=  o , nous  en  conclurons  que  l'hy- 
perbole ne  peut  se  quarrer  que  par  approximation. 

De  même  pour  l’ellipse,  substituant  dans  l’équation 

<x  B*  B ‘ 

(g)  les  valeurs  respectives—  et  — —de  P et  de  Q , 
et  faisant  attention  que 

+ v/[i  -(« -ÿ  3 y'  -» } 

.=arc  (cos=  1 — i^[équat.(i8<))  art.  247],  on  aura 

B (J*  f A — A {A — x)[/a  Ax — x*  ) 

^aW  H cos=— ) ï ] ® 

Ainsi  les  quadratures  du  cercle  et  de  l’ellipse  dépen- 
dent de  la  rectification  du  cercle  , et  par  conséquent 
ne  peuvent  s’obtenir  que  par  approximation. 

Prenant  l’origine  des  coordonnées  au  centre  C de 
3'  l’ellipse  AQP  et  du  cercle  circonscrit  AMN  , la  for- 
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mule  (i)  se  réduit  à celle 

B (J1  v — 


— [—  arc  (cos=  x)  ■ 

A l 2 


Fig-. 


Or  > évident  que  le  triangle  MDC  a pour  ex- 

xy/Z^r^ 


pression  de  son  aire : 


• ; de  même  l’expres- 


B xÿ A*  — jt* 

sion  de  l’aire  du  triangle  QDC  est-j- — ** 

d’où  il  suit,  i°.  que  le  secteur  circulaire 

arc  ( cos  = x ) = ; A arc  AM  , ce  qui  se  démontré 

dans  les  premiers  élémens  de  Géométrie  ; 2°.  que  le 

• W ÿ 

secteur  elliptique  AQC  = — X.  A arc  ( cos  = x ) 

= |5  arc  AM  : donc  l'aire  d’un  secteur  elliptique 
s’obtient  en  multipliant  l’arc  correspondant  du  cer  cle 
circonscrit  par  le  quart  du  petit  axe  de  l’ellipse  ; ainsi 
. l’aire  entière  de  l’ellipse  est —A Bir,  en  représentant  par 
it  Je  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  au  diamètre. 

Actuellement  prenant  pour  l’hyperbole  AB,  que  nous 
supposons  avoir  les  mêmes  axes  que  l’ellipse  AQP , 
l’origine  des  coordonnées  au  centre  C,  l’équation  (A) 
se  réduira  à celle 


r~^l 


B ( x\Zx*—A'  A'  . pc-j-y/j ?—A* 


•]}  - « 


2 2 
Or,  l’aire  du  triangle  BEC  est  évidemment 
x B / 

donc  le  secteur  hyperbolique  ACB  a pour  exprès- 

, AB  .rx  + X/x* 

sion  de  son  aire  / 1 

2 


D 


; et  fai- 


sant la  quantité  qui  est  sous  le  lien  de  i égale  à la  base  e 
du  système  des  logarithmes  naturels  , ce  qui  donne 
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AHe'  + i)  „ . , , , 

x— , on  aura  laire  du  secteur  hyperbo- 

lique correspondant  à celle  du  triangle  rectangle  formé 
par  les  deux  demi-axes  et  une  asymptote. 

II.  Nous  avons  vu  précédemment  que  la  parabole 
vulgaire  estquarrablejil  en  estde  même  des  parabole» 
de  tous  les  genres.  En  effet,  l’équation  générale  de  ce9 

* courbes  est  y=  Px*  d’où  l’on  file  ydx  — Pxadx  et 

Paf*-1  yx  j 
«■— — ; — = —=4 — , donc  etc. 
a 4-1  «4- 1 

III.  L’équation  générale  aux  hyperboles  de  tou»  les 
genres  étant  yx“=:  M,  d’où  ydx  —Mx~“dx , 6n  aura 

'or  = — 7 ^ . const  . ainsi  hors  le  cas  de 

(a — 1 )xa-1  ' 

o=i,  qui  est  celui  de  l’hyperbole  vulgaire  considérée 
entre  ses  asymptotes  et  pour  lequel  on  a * 

<zr  = Alix  4-  const (m)  , 

toutes  les  autres  hyperboles  sont  quarrables. 

Four  déterminer  la  constante  de  l’équation  (m)  , il 
Fig.  3.  ne  faudra  prendre  l’origine  des  aires  qu’au  point  de  la 
courbe  où  x=  1 , ce  qui  donnera  complètement  rr=Mlr, 
et  prenant  la  puissance  M = 1 , il  viendra  simplement 

— lx  \ d’où  il  suit  que  chaque  espace  asymptotique 
AFGK  , AFHL  etc.  est  le  logarithme  naturel  de  l’abs- 
cisse correspondante  CG  , CH  , etc.  Ces  logarithmes 
ne  sont  naturels  que  dans  l’hyperbole  équilatère,  et 
dans  les  autres  hyperboles  ils  ont  pour  module  la  co- 
sécante  de  l’angledes  asymptotes.  En  effet,  espaçant 
- également  les  ordonnées  AF,  KG,  LH,  MI,  menant 
les  cordes  AK , KL  , LM , et  du  point  M la  droite 
Mb  parallèle  à l’asymptote  Cx  prise  pôur  axe  des  x ; • 
enfin  représentant  par  » l’angle  des  asymptotes  , et 
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par  <k'  l'aire  de  l’espace  polygonal  AFIlLo'KaA.  , on  Fig. 

(HL-f-IM)HI  sinLIII 
* 


aura  le  trapèze  LHJMa“L=- 
A -tsr'  — (y  — I Ay)Ax  sin  a ; d’où 


.ou 


Air' 

Ax 


—y 


8in  a- 


Ay  sin  i 


(»)• 


Mais  si  l’ordonnée  LH  restant  fixe  ainsi  que  celle  AF  , 
on  diminue  les  espaces  Ax  entre  les  ordonnées , alors  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  limité  par  AF  et  LH 
augmente  , son  aire  diminue  et  par  conséquent  se  rap- 
proche sans  cesse  de  celle  tr  de  l’espace  asymptotique; 
et  à cause  que  cette  variation  se  fait  avec  la  même 
intensité  que  le  rapprochement  de  l’ordonnée  mobile 
MI  de  la  fixe  HL  , il  s’ensuit  que  lorsque  Ax  sera  =o,' 
c’est-à-dire  que  les  ordonnées  IM , LH  se  confondlfent, 
on  aura  «■=«',  d’où  A<a-=  A®'  = o ; ce  qui  , d’aprè* 
la  notation  du  Calcul  différentiel  , réduira  l’equatioa 
(«)à  celle  dit  —ydx  sin  a ; mais  la  puissance  de  l’hy- 
perbole étant  =3  i , on  a. y =^1donc<Z«T=3inaX^?, 


lx 

d’où  on  tire  complètement  '»  = sin«  Zx,  ouflr  = — — — . 

r cosec  <u 

ce  que  nous  voulions  démontrer.  ^ 

IY.  Dans  la  logarithmique  dontl’équation  es tx=(£}}y 


ou  y = b*  [art.  ona  dv  -=zbxdx , d’où  •=  — 

n% 

-{-  const.  en  représentant  par  m le  module  du  système 
logarithmique  qui  a pour  base  b ; or  si  l’on  prend  l’ori- 
gine des  aires  depuis  l’ordonnée  y = i qui  correspond  à 

i = o,  on  aura  const,  = — - , d’où  il  suit  qu’on  a 

m ’ 

complètement 


44° 


APPLICATION 


m 


ou  « 


r=Zlll 

m 


(ol- 


Faisant  y = o , l’équation  précédente  se  réduit  à 

sr  — — ~ , ce  qui  est  l’aire  de  l’espace  infiniment  long 

compris  depuis  l’origine  de  la  logarithmique  entre  cette 
courbe  et  son  asymptote. 

V.  Pour  quarrer  la  cycloïde.nous  pourrions  nous  servir 
de  son  équation  différentielle  entre  ses  coordonnées 
rectangulaires,  qui,  comme  nous  l'avons  démontré  à 
l’article  114,  est 

dx  — , - - ■ ’ r:  d’où  -ir—  Ç- — -J  ty- — — -^-const.; 

y (29*— y*)  J V&'y—y) 

mais  l’intégration  à effectuer  exigeant  d'assez  long» 
calciÉs  , il  est  plus  simple  de  se  servir  des  équations 
trigonométriquesde  la  courbe  qui,  comme  nom  l’avons 

démontré  à l’article  112,  sontyr  = 


j,  y , 4»>n*ïw^ïw 
: = a>  — sm  a ; douars = — — ï—  , et  par 


et 


con- 


séquent drg — ydx  — — sin4  5 ad  £ a ; et  intégrant  par 
le  moyen  d<^la  formule  (ao7)[art.  281}  , on  aura 

«b  ~ r-  sin  a«  — arsin  a + J ru . . . . (p)  , 

4 

sans  constantes,  si  l'on  prend  l’origine  du  segment  qu’on 
veut  quarrer , à l’origine  de  la  courbe;  car  pour  * =0 
on  aura<»  = o. 

Faisant  ®=anr , c’est-à-dire  , =à  toute  la  circonfé- 
rence du  cercle  générateur  , en  représentant  par  -r 
lerapportdela  circonférence  du  cercle  à son  diamètre , 
on  aura  l’équation  (p)  qui  se  réduira  à celle  •a  — Zfv. 
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Mais  r*ir  est  l’aire  du  cercle  générateur;  donc  l’aire 
de  la  cycloïde  entière  est  triple  de  celle  du  cercle 
générateur. 

533.  Considérons  maintenant  la  courbe  quelconque  f 
AmBm'B'm'B" . . . rapportée  à son  pôle  P,  et  cherchons 
l’expression  générale  de  l’aire  de  l’espace  AmBm'B'PA 
que  nous  représenterons  par  a- , compris  entre  le  rayon 
vecteur  PA, qu’on  peut  toujours  considérer  comme  pas- 
sant par  l’origine  A de  la  courbe,  et  celui  PB'(v)  formant 
avec  le  premier  unangle  d’anomalie  APB'(tt).  Cela  posé, 
du pointPmenonsunnombrequelconquede  rayonsvec- 
teursPB.PB',  PB"  formant  entre  eux  des  angles  égaux 
APB  , BPB' , B'PB“(A<x),  et  joignons  les  points  A , B , 
B',  B"  parles  cordes  AB,  BB',  B'B''.  Nous  aurons 
d’après  cette  construction,  un  espace  polygonal  ABB'P 
(•a 'J  inscrit  à celui  courbe  <»,  et  dont  la  différence 
A»'  est  le  triangle  PB'B*  ; Or , si  nous  prenons  pour 
base  de  ce  triangle  le  côté  PB"(=  v + Av)  , il  est 
clair  que  sa  hauteur  sera  B'P  X siti  B'PB"  ou  v sin  Att  • 

donc  l’aire  de  ce  triangle  ou  A <»'=  - 


• Av  • 

— X vsm  A et. 


Développant  sin  Al,  et  divisant  par  A*,  nous  au- 


rons 


A»'  .v*-l-vâv  v*  4- vAv  A*'  , 

~r—  ~ : ! = + etc. 

Ace  a a a. 3 


00 


Mais  si  on  diminuejagrandeurdes angles  égaux  A*,  alors 
lenombre  des  côtés  du  polygone  inscrit  augmentant,  il  est 
clair  que  Taire  <w' de  l’espace  polygonal  s’agrandissant, 
s’approche. sans  cesse  de  l’espace  courbe  -a-,  et  comme 
le  ravon  vecteur  PB"  se  rapproche  sans  cesse  de  celui 
Exe  PB'  à mesure  que  Aa.  diminue,  il  s’ensui^que  lors- 
que A a.  étant  devenu  = o , le  rayon  vecteur  PB"  se 
confond  avec  celui  PB',  d’oùAvrmo,  on  aura®  =«', 
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d’où  A >m  = A »'  = o ; donc  d’aprèâ  la  notation  du  Cal- 
cul différentiel , l’équation  ( a ) se  réduira  à celle 

drr  V*  . 

i d ou 

dct  a 

= 5 v'det (556), 

ce  qui  est  la  formule  demandée  de  la  différentielle  de* 
quadratures  des  courbes  polaires. 

Appliquant  cette  formule  aux  spirale»  de  tous  les 
genres  dont  l’équation  générale  est 

v = p*.K (i), 

on  aura  dtt  ~ ~ piottidci,  d’où  intégrant , on  aura  com- 
plètement 

*=S(3+T) w' 

en  prenant  l’origine  des  aires  à celle  du  rayon  vec- 
teur PA  qui  passe  par  l’origine  A de  la  courbe.  Cette 
valeur  de  %■  étant  affectée  de  la  quantité  transcendante 
ce,  nous  en  conclurons  que  les  espaces  spiraux  ne  sopt 
quarrables  que  par  approximatidH. 

Dans  la  spirale  logarithmique  dont  l’équation  est 
log.  v==ce  (art.  <42)>  en  représentant  par  log.  le  lo- 
garithme dans  un  système  qui  a pour  module  m,  on 
a va  = eam*  , d’où  cto=e3m,tdtt  ; et  intégrant,  il  vient 
e3m* 

<tr  = f-const.  Or  , si  on  prend  l’origine  des  aires 

2/71» 

au  rayon  vecteur  qui  aboutit  au  point  d’Hiîersection 
de  la  spirale  et  du  cercle  directeur  , lequel  est  le  rayou 
de  ce  ceiclej  on  aura  « = o lorsque  a.  = o , donc 


const.  ce  qui  donne  complètement'»; 


a rn 
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eu  -s-  = , puisque  delà  proposée  on  tire  v=  ema- 

2m  • 

Dans  la  spirale  logarithmique  naturelle  on  a m — 1 , 

et  par  conséquent  'sr  = — - — , Faisant  v — o,  il  vient 

<»r=—  ÿ;  donc  l’aire  de  l’espace  spiral  compris  dans 
le  cercle  directeur,  est  égale  à celle  du  triangle  rec- 
tangle formé  par  deux  rayons  perpendiculaires  de 
ce  cercle  et  la  corde  de  ioo°  qui  joint  leurs  extré- 
mités, Mais  nous  avons  vu  à l’article  53o  que  la  lon- 
gueur entière  de  la  partie  intérieure  au  cercle  direc- 
teur de  la  spirale  logarithmique  était  égale  à cette 
corde;  donc  l’aire  de  l’espace  spiral  intérieur  est  égal 

à son  périmètre  multiplié  par ou  si  l’on  veut, 

à son  périmètre  multiplié  par  le  rayon  vecteur  qui 
forme  en  dessous  du  premier  rayon  vecteur , un  angle 
dont  la  valeur  est  à moins  d’un  dix-millième  près 
66°,  1968. 


CHAPITRE  III. 

De  la  quadrature  des  surfaces  courbes , et  de 
la  cubature  des  volumes  terminés  par  de  pa- 
reilles surfaces. 

534-  Soit  BKI  la  partie  d’une  surface  courbe  con-  Fig-  4. 
tenue  dans  l’un  des  huit  angles  trièdres  formés  par  les 
trois  plans  coordonnés  rectangulaires , et  que  nous 
supposerons  être  celui  où  toutes  les  coordonnées  sont 
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F’g-  4-  positives  ; soit  de  plusl  un  segment  BCnM  de  cette 
surface  , limité  par  les  deux  plans  des  xz,  yz  et  par 
deux  autres  plans  CtG , MmN  respectivement  parallèles 
aux  deux  premiers  : représentons  par  x , y , z le»  • 
coordonnées  du  point  a,  et  par  S l’aire  du  segment 
BCaMde  la  surface  courbe.  Nous  nous  proposons  dans 
cet  article  de  trouver  l’expression  analytique  de  S,  ce  , 
qui  constitue  la  solution  générale  du  problème  des 
quadratures  des  surfaces  courbes. 

Divisant  respectivement  les  deux  coordonnées  Am  oux 
et  Ac  ou  y du  pointa,  en  un  nombre  quelconque  de  par- 
ties égales  A x et  Ay,  portant  l’une  de  ces  premières  par- 
tiesde  m en  e sur  l’axe  desx,  et  l’une  des  secondes  de  c en 
f sur  l'axe  des  y ; ensuite  faisant  passer  par  tous  les  points 
de  division  Ax , des  plans  parallèles  à celui  des  yz  , 
et  par  tous  les  points  de  division  Ay  , des  plans  pa- 
rallèles à celui  des  xz  , il  est  clair  que  les  intersec- 
tions de  ees  plans  avec  la  surface  courbe  , détermi- 
neront sur  le  segment  BCaM  des  quadrilatères  courbes 
pareils  à celui  abqp  qui  est  extérieur  au  segment  qu’on 
veut  quarrer , mais  qui  correspond  comme  les  petits 
quadrilatères  intérieurs  à l’intersection  de  quatre  plans 
parallèles  de  deux  à deux,  et  dont  les  distances  res- 
pectives sont  Ax  etAj.  Maintenant  supposons  que  par 
le  sommet  de  l’un  des  quatre  angles  de  chaque  petit 
quadrilatère  , et  placé  d’une  manière  semblable  par 
rapport  au  sommet  B de  la  surface  courbe,  par  exemple, 
le  sommet  d’angle  le  plus  voisin  de  B , tel  est  celui 
a relativement  au  quadrilatère  abqp  , ou  fasse  passer 
un  plan  tangent  à la  courbe  ; il  est  évident  que  la 
partie  d’un  tel  plan  tangent  interceptée  entre  les  quatre 
plans  qui  déterminent  sur  la  surface  courbe  le  qua- 
drilatère courbe  correspondant,  sera  un  parallélogramme 
rectangle  , puisque  , prenant  pour  exemple  le  quadri- 
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Jatère  abqp , les  deux  côtés  du  quadrilatère  plan  , j, ig. 
tangent  en  a à la  surface  courbe , qui  sont  tangens  aux 
arcs  ap , ab  appartenant  aux  plans  respectifs  perpen-  * 
diculaires  entre  eux  CcG  , MmN , forment  un  angle 
droit , et  que  les  deux  plans  CcG  , F^H  étant  pa- 
rwèles  entre  eux  , la  partie  de  la  tangente  à l’arc  ab 
comprise  entre  ces  deux  plans , sera  égale  à la  partie  de 
la  trace  du  plan  tangent  en  a sur  le  plan  EeD  interceptée 
entre  les  plans  CcG  et  F/"H  ; on  aura  donc  par  cette 
construction  la  surface  BCaM  couverte  d’un  système 
de  petits  parallélogrammes  rectangles  plans  , dont  le 
nombre  sera'  égal  à celui  des  petits  quadrilatère* 
courbes;  et  la  même  chose  aura  lieu  pour  l’espace  CFôa 
et  pour  celui  Mit/E  dans  lequel  est  compris  le  petit  qua- 
drilatère courbe  abqp.  Représentons  par  S^la  surface 
de  tout  le  système  de  petits  parallélogrammes  rec- 
tangles qui  couvre  le  segment  de  surface  courbe  BCaM, 
ou  S,  et  par  P le  parallélogramme  qui  couvre  le 
quadrilatère  courbe  abqp.  , - ' , 

Cela  posé  , il  est  évident  que  S'  étant  une  fonction 
de  x et  y , puisque  sa  grandeur  dépend  de  celles  de 
chacune  de  ces  deux  variables,  on  aura  en  faisant  varier 
S'  par  rapport  à x et  y des  quantités  respectives  Ax 
et  Ay  , la  surface  du  système  de  tous  les  parallélo- 
grammes rectangles  qui  couvrent  l’espace  courbe  BFqE 
qui,  d’après  la  formule  (57)  (art.  j3),  sera  égal  à 


(*)  Il  faut  faire  attention  que  toute  la  première  ligne  horizontale 
de  la  formule  (57)  en  =;a+4.’#,  et  que  toute  la  seconde  ligne  ho- 


ue la  to 


w 
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Fig- 4-  Mais  si  l’on  ne  fait  varier  S'  que  par  rapport  à X 
de  àx , dn  aura  la  surface  du  système  de  parai  lé  lo- 
ti grammes  rectangles  quicouvrent  lespace  courbe  BCpE 

• Et  si  l’on  ne  fait  varier  S'  que  par  rapport  à y de 
Ajr,  on  aura'  la  surface  du  système  de  parallélogrammes 
rectangles  qui  couvrent  l'espace  courbe  BFèM  = S‘ 
+ AyS'. 

Ajoutant  ces  deux  dernières  égalités  , et  retranchant 
de  la  somme  l’égalité  surface  du  système  de  paral- 
lélogrammes qui  couvrent  l'espace  courbe  BCaM:=.S', 
on  aura,  surface  du  système  de  parallélogrammes  qui 
, couvrent  l’espace  courbe  BFèapEB=  S^A^-nyS' ; 
enfin  retranchant  cette  dernière  égalité  de  celle  (a) , 
il  viendra  £e  parallélogramme  qui  couvre  lé  quadrila- 
tère courbe  abqp , c'est-à-dire 

„ dxdr$'  , d’xdyS'  Ax’Ay  , dWS'  AxAy* 

dxdy  dx?dy  a dxdyA  a 

-f-  etc .( b ). 

Mais  x , y , z étant  les  coordonnées  du  point  a , et 
représentant  par  x' , y1 , z'  les  coordonnées  du  plan 
tangent  en  a , et  dans  lequel  se  trouve  P,  on  aura 
pour  équation  de  ce  plan 

z’  — zt=A{x'  —x)  + B {y'  —y) (c)  ; 

donc  A est  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que 
forme  la  trace  du  plan  tangent  en  a sur  le  plan  des 
xz  avec  l’axe  des  x , et  B est  la  tangente  trigono-  • 
métrique  de  l’angle  que  forme  la  trace  du  plan  tan- 


rizoritalc  esf=  A ainsi  cette  formule  pourraits’écrire  «ou  s la  forme 
m'—  a -f-  az»  -f-A-'a  tous  les  termes  inferieurs  aux  deux  j r*- 
mières  lignes  horizontales.  ...... 

m 
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gent  en  a sur  le  plan  des  yz' avec  l’axe  des  y ; donc  Fig  4* 
d’après  l’équation  (9a)  , on  aura 

«-•-<=$  s* 

et  par  conséquent  le  cosinus  de  l’angle  formé  par  le 


[*]  Pour  rendre  plu*  sensible  la  vérité  de  ces  deux  équations , 
concevons  que  par  le  point  a 011  a abaisse  une  perpendiculaire  sur 
le  plan  des  iz  , ce  qui  déterminera  sur  ce  plan  la  projection  du 
point  a qui , conséquemment,  aura  les  mêmes  coordonnées  s et  x 
que  le  point  a.  Faisons  passer  par  la  perpendiculaire  un  plan  qui , 
évidemment,  sera  perpendiculaire  au  plan  des  x z,  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  directrice  jusqu'il  ce  que  sa  trace  sur  le  plan 
des  A soit  parallèle  à celle  sur  le  même  plan  du  plan  tangent. 
Ainsi  représentant  pari",  y"  et  s"  les  coordonnées  de  cc  nouveau 
plan,  ilest  clair  que  sa  trace  sur  le  plan  des  iz  formant  avec  l’axe 
des  1 un  angle  égal  il  celui  formé  avec  le  même  axe  par  la  trace 
du  plan  tangent  , on  aura  pour  équation  du  nouveau  plan 

*=A{x“  — 1)  ■+>  B'(ru  —y) («), 

dz° 

donc  A — 2^'  ■ ■ ■ • (0  [équat.  (93)]. 

Mais  yf  étant  une  quantité  constante  dans  tonte  la  longneurde  la 
trace  du  plan  de  l’équation  (at),  et  la  projection  du  point  a sur  le  plan 
des  xz  étant  placée  sur  la  trace  en  question,  il  s’ensuit  qu’on  a aussi 

A = t W- 

Or , si  par  le  point  a on  fait  passer  un  plan  parallèle  à celui  de 
iz,  et  dont  conséquemment  l’équation  serajr  ==  const.  jet  si  en- 
suite on  fait  mouvoir  le  long  de  la  verticale  qui  passe  par  a , un 
plan  parallèle  a celui  des  x y,  il  est  clair  que  les  intersections  du 
plan  de  l’cquation  y =.  const.  avec  les  deux  plans  perpendiculaires 
à celui  des  xz , l’nn  parallèle  au  plan  des  xy  , l'autre  avant  pour 
directrice  la  perpendiculaire  abaissée  de  a sur  le  plan  des  xz , 
formeront  un  angle  dont  les  deux  côtés  seront  parallèles  chacun  k 
chacun  avec  ceux  de  l’an  gle  dont  la  tangente  est  A ; ainsi  il  11e  faut 
differenlier  z dans  l’équation  (>)  que  par  rapport  h x , ce  qui 
donne  l'équation  (d).  Il  est  clair  que  l’équatkm  (e)  se  démontre 
exactement  de  même  que  celle  (d). 

, v ‘ 

* 
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Tig-  4-  plan  tangent  en  a avec  le  plan  des  xy  sera 

:{Biot , art.  65).  Or,  l'aire 


ÆY +(% 


)1 


, \dx  /'  \ dyr  _ 

du  parallélogramme  rectangle  P se  composant  du  pro- 
duit de  ses  deux  côtés  respectivement  tangens  en«c  aux 
■arcs  ap , ab  , et  le  premier  de  ces  deux  côtés  étant 
égal  au  quotient  de  sa  projection  ng  ou  Ax  sur  le  plan 
des  xy  divisée  par  le  cosinus  de  1 angle  que  forme 
ce  dernier  plan  avec  celui  tangent  en  a;  de  même  le 
côté  aie  P tangent  en  a à l'arc  ab , étant  égal  à sa 
projection  no  ou  A y sur  le  plan  des  xy  , divisée  par  le 
cosinus  de  l’angle  formé  par  le  plan  tangent  en  avec 
le  plan  des  xy , on.  aura 

P = AxAy\/i  + (—)  + ( • 

Substituant  cette  valeur  de  P dans  l'équation  (6)  , et 
divisant  l’équation  résultante  par  AxAy , il  viendra 
celle 

/r  , , /mi  <tIdrS'  < 

VL1  + W dxdy  + 

, dxd**S'  , ^ tf, 

+mjpAy+*c vb 

Mais  si  maintenant  nous  faisons  décroître  Ax  et  Ay 
dans  une  même  proportion  à leurs  grandeurs  respec- 
tives , alors  il  est  évident  qu’à  mesure  que  cette  di- 
minution aura  lieu,  le  nombre  des  parallélogrammes 
rectangles  tels  que  P qui  couvrent  la  surfaoe  courbe 
BCaM  augmentera  , et  l'aire  de  ce  système  de  paral- 
lélogrammes se  rapprochera  sans  cesse  de  cel  e do  la 

surface  courbe  ; de  manière  que  quand  les  deux  plans 
EeD  F/’H  se  seront  simultanément  reunis  avec  ceux 
MmN,  CcG  à qui  Us  sont  respectivement  parallèles  , 


Ax 
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•t  qui  terminent  la  surface  courbe  qu’on  veutquarrer  , 4- 

Ce  qui  donnera  Ax=oet  ày=o,  l’aire  S de  cette  der- 
nière surface  sera  rigoureusement  la  même  que  celle  S'  • 
du  système  des  petits  parallélogrammes  rectangles  qui 
la  couvrait;  ainsi  l’équation  (J~)  se  réduira  à celle 

Multipliantles  deux  membresde  cette  dernière  équa- 
tion par  àxdy  , et  intégrant  successivement*.par  rap- 
port ày  etx  , ou  l’inverse  , suivant  que  le  premier 
calcul  présente  moins  ou  plus  de  difficulté  que  le  second, 
on  aura  — ; 

©■*©']  I 

535.  Dans  leg  surfaces  de  révolution , les  formules 
précédentes  se  réduisent  à une  seule  qui  ne  renferme 
qu’une  intégrale  simple.  En  effet,  la  surface  BCKDIMB 
étant  considérée  comme  engendrée  par  la  révolution  de 
la  courbe  BMI  tournant  autour  de  J’axe  AX , toiles 
les  courbes,  telles  que  celles  BCK,  MaN  , EpD  seront 
des  arcs  de  cercle  ayant  respectivement  pour  rayons 
les  droites  AK  , mN , eD  qui  sont  les  ordonnées  de 
la  courbe  génératrice  1HK , et  qui  conséquemment 
sont  des  fonctions  des  abscisses  x.  Soit  donc  représenté 
par  X une  telle  ordonnée  Nm , on  aura , d’après  la 
propriété  du  cercle  et  relativement  au  point  a , l’équa- 
tion an  =s=  ( Nm  + mn)  {Nm  — mit)  ou  z.*  ~(X  -f-  y ) 

6oncd£==~p  g 

»•  . sa 


- i 


et 
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Fig.  4- 

dy 


—y 


substituant  ces  valeurs  dans  la  pre- 


V/X“—  y* 

mibre  des  deux  équations  (557)  » ^ vient 
S=fV[d*+dX* IX ..  .(B) 
le  dernier  facteur  intégral  est  = arc  ^ sin  = ; 


mais 


ainsi  substituant  cette  valeur  dans  l’équation,  (a) , on 
aura  la  valeur  de  S relative  au  seul  quadrilatère  courbe 
BCaM , et  si  l’on  veut  avoir  l’aire  de  tout  le  seg- 
ment BRNM.il  faudra  faire  y=.  mN  — X,  ce  qui 

donnera  arc  ^sin  = jQ  — arc  (sin=  i)=  ^ : or  cette 

bandé  courbe  BK.NM  comprise  dans  l’angle  droit 
formé  parles  plans  des  xz  et  xÿ  ,'n’est  que  le  quart 
de  la  zone  faisant  tout  le  tour  de  la  surface  de  révolu- 
tion et  correspondante  à l’abscisse  x = A m ; donc 
pour  avoir  la  surface  de  cette  zône , il  faudra  mettre 

à la  place  de  arc^sin=  Q la  quantité  aw  ; ainsi  la 

formule  (a)  se  réduira  à celle  S 3=  aw  f X \/dXA-\-dx%t 
o*  représentant  par  y les  ordonnées  Mm  ou  N/n  de 
la  génératrice  de  la  surface  cqurbe  , à la  place  de  le» 
représenter  comme  précédemment  par  X , nous  aurons 


S = z-rfy  ÿdy*  -j-  dx* ......  (558)  ; 

ce  qui  est  la  formule  générale  des  quadratures  des 
eurfaces  de  révolution.  . 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule , pro- 
posons-nous de  trouver  l’aire  de  1’ellipsoide  alongé 
de  révolution  , ayant  son  centre  à l’origine  des  coor- 
donnée». L’équation  de  l’ellipse  génératrice  rapportée  à 
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B /—■ , , B1  x*dxi 

*on  centre  esty=—  y A*-x%,  donc  dyt=  — * 

j*  \ . /r  t % i t«\  dr  [/  A*  — (/■/*  — 

dou  l/(</y+di')  = AvZie--pÿ 

dxl/M4— £*x*l 

t=  — — - — --1 1 en  représentant  par  E 1 excentn- 

A y A*  — 

cité.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (558)  , il 
Vient  S = ^-fdx y tdl—&jfr\=*A*B*  f , 

Al'  J ÿA*-E'j? 

— — y effectuant  les  intégrations 

par  le  moyen  des  formules  (i34)  (art.  aoG]  et  (i5i) 
(art.  aaoj  : on  a 

S~aBx  j^arc  (an  = x \/~Â'—E'x*  j(6), 

. ' < 

sans  constantes,  puisque  pour  x =o  on  a .S  =o.  Fai- 
sant x — A , ensuite  doublant  le  résultat,  on  trouvera 
que  l'aire  de  l'ellipsoïde  entier  de  révolution  est  égala 

à 4Bt  arc  ^sin  = ^-^  -f"  j. 

En  faisant  A ■=  B , d’où  E=o , ce  qui  est  le  ca- 
ractère de  la  sphère , l’équation  (b)  dans  laquelle  le 

dernier  terme  s’évanouit , se  réduit  à S ==  Maispar 

la  méthode  enseignée  à l’article  6o , on  trouvera  en  dif- 
férentiant le  numérateur  et  le  dénominateur  du  premier 
terme  du  second  membre  de  l’équation  (ù),  qu’il  se  ré- 
nBfrjc 

duit  à — — , quantité  qui  est  égale  à 


v/o-^y 


lorsqu’on  fait  A — B,  d’où  E = oj  ainsi  prenant  xssA, 

a9" 
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f*g  4'  et  ensuite  doublant,  on  a,  pour  l’expression  de  l’aire  de 
, ha  sphère  entière  dont  le  rayon  est  A',  la  quantité 
ce  qu'on  sait  déjà  par  les  premiers  principes  de 
Géométrie. 

536.  Nous  occupant  maintenant  de  la  cubature  de* 
. volumes  terminés  par  des  surfaces  courbes  , représen- 
tons par.  V la  solidité  du  volume  BCaMAcnm , et 
cherchons  l’expression . analytique  de  P"  en  fonc- 
tion des  coordonnées  x , y , z du  point  a par  où 
passent  les  deux  plans  CcG  , MmN  qui  , respective- 
. ment  parallèles  aux  plans  des  xz  et yz  , terminent  ce 
volume. 

Faisant  la  même  construction  qu’à  l’article  534,  il 
est  évident  que  nous  formerons  entre  les  quatre  plans 
qui  limitent  V , une  suite  de  petits  volumes  dont  le 
nombre  sera  égal  à celui  des  A a: -multiplié  par  le 
nombre  des  &y , respectivement  compris  entre  A et 
m , et  entre  A et  c : tous  ces  petits  volumes  ayant  même, 
base  AxAy,  auront  chacun  pour  face  supérieure  le 
petit  parallélogramme  rectangle  qui  couvre  le  petit 
quadrilatère  courbe  Correspondant;  la  même  chose  aura 
lieu  pour  le  volume  CF bacfon  et  pour  celui  ME qbmeho , 
dans  lequel  est  compris  le  petit  solide  à faces  planes 
correspondant  au  petit  vqlume  à face  supérieure  courbe 
abqpnahg.  Cela  posé,  représentant  par  V la  solidité 
du  système  des  petits  solides  àfaces  planes  correspon- 
dant à V , et  par  V le  petit  solide  à faces  planes  ayant 
pour  base  nohg , on  trouvera  par  un  raisonnement  par- 
faitement semblable  à celui  employé  à l’article  534  » 
que 

AxAy+^^-A^Ay 


dxdy 

d'rd‘ypt 

dxdy * 


A x A_ya-f-  etc 


.Ça) 
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Or,  il  est  évident  que  U<Ax&yX.an  , et>AxA  y 
Xqh  •,  mais  an=  z et  qh  est  ce  que  devient  z lorsque 
x et  y ont  simultanément  varié  de  leurs  différences 
respectives  Axet  Ay  -,  donc  le  volume  U est  compris 
entre  z A y A x et  (z — A 2)  A y A x -,  ainsi  U = 2 A y A x 

AyAxAz  • , . 

— — - — , "en  représentant  par  n un  nombre  po- 

sitif et  réel  ]>  1 . Egalant  cette  valeur  de  U avec  celle 
donnée  par  l’équation  (a) , et  divisant  par  A y A x , 
*fcn  aura  * 

A 2 dzdyV'  , d™dyV  . 

Z — = — ; ; r— ; A X 

. n _ : dxdy  dxdy 


did*yV 

dxdy* 


A y -j-  etc 


(*)• 


Faisant  âx  = o,  -d’où  Ay  z=  o et  A 2 = 0,  nous 
avons  vu  à l’article  534  que  surface  du  système 
des  petits  parallélogrammes  qui  couvrent  le  segment 
de  surface  courbe  BCaM  s’identifie  avec  cette  der- 
nière surface  ; donc  alors  on  aura  V et  V qui  ne  dif- 
féraient que  par  cette  face,  qui  seront  égaux,  et  par 
conséquent  tous  les  termes  de  l’équation  ( b ) affectés 
de  Ax,  A y et  A*  s’évanouissant,  cette  équation  se 
réduira  à celle  • 


Z==  dxdÿ  * ^’où  dxdyTr=  zdxdy  , et 

Çy=f*dxJyzdy  ou  V—  pdy  fxzdx } . . , (55q).' 

Substituant  dans  celle  de  ces  deux  équations  qu’on 
choisira  , la  valeur  de  2 en  fonctionsdes  x et^donnée 
par  l’équation  de  la  surface  proposée  , on  aura  par 
deux  simples  intégrations  successives  de  formules  dif- 
férentielles du  premier  ordre  et  à une  seule  variable, 
puisque  chacune  des  deux  intégrations  proposées  est 
partielle,  la  cubature  du  volume  proposé. 
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g 4 507.  Dans  les  solides  de  révolution,  nous  avons  va 

à l’art.  535  , que  an  ou  (a*)  = V/n  — nm  = (X’ — ^'3)x 


donc 


pu!y=pdy  t/jp-y=  rf  v£== 

féquat.  (i34)  et  (i5o)3  : substituant  cétte  valeur  dans 
la  première  des  deux  équations  (55g) , et  ensuite  in-^ 
tégrant  par  rapport  àx  , ou  aura  la  solidité  du  segment 
BCc/MAr/tm  du  volume  de  révolution  ; mais  pour  avoir 
le  volume  de  BARNmM,  il  faudra  faire  yz=zniN=X , ce 
qui  réduira  l’équation  précédente  à celle  pzdy^=.  i X* 
X arc  ( sin  = 1)  = rX*,  donc  *■  / X%dx  j mais 

cette  cubature  étantrapportée  aux  fonctions  des  seules 
coordonnées  Nm  Ç^y)  et  A m (x)  de  la  courbe  géné- 
ratrice ; nous  aurons , pour  la  tranche  entière  du  vo- 
lume de  révolution  correspondant  à l'abscisse  x , et  qui 
est  quadruple  de  la  partie  que  nous  considérions  , 

V—tc  fy*dx (56o) , 

ce  qui  est  la  formule  générale  de  cubature  des  solides 
de  révolution. 

I 

Application.  L'équation  générale  aux  courbes  du 
second  degré  étant  y1  —Px  -f-  Qx* , on  aura  pour  toj^s 
les  volumes  de  révolution  du  second  degj^ 


V=  *•  P fxdx- f-  sr Q fx'dx  ou 

r=fêL+9f] 


sans  constantes  , puisque  pour  x =s  o , on  a V =0. 

Faisant  Q~ o , ce  qui  est  le  caractère  de  la  para- 
Tabole  , il  vient  pour  le  paraboloïde  de  révolution 
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V—  •*  • mais  y*v  est  la  surface  du  cercle 

r a a J 

engendré  par^  dans  la  révolution  de  la  parabole  au- 
tour de  son  axe  , et  x est  la  hauteur  du  cylindre  droit 
circonscrit  au  segment  de  paraboloïde  qu’on  cube  ; donc 
la  solidité  du  segment  de  paraboloïde  de  révolution 
est  égale  à la  moitié  de  celle  du  cylindre  circonscrit. 

Dans  l’ellipsoïde  alongé  , de  révolution,  tjpnt  les 
a fl*  fl* 

caractères  sont  P = -7-  et  O = — , l’équation  («) 

*■  il 

se  réduit  à celle 

. B * x.r1  _ xyV 


Pjrr* 


A 3 


.(i): 


donc  le  volume  d’un  segment  d’ellipsoïde  de  révolu-* 
tion  est  égal  au  tiers  de  celui  du  cylindre  inscrit , 
plus  le  sixième  de  celui  qui  aurait  pour  base  un  cercle 
du  rayon  x,  et  pour  hauteur  le  paramètre  de  l’ellipse 
de  révolution.  Si  l’on  fait  x = 2 A , ce  qui  donne 
^=0,  la  valeur  précédente  de  Adonnera  pour  l’ex- 
pression du  volume  entier  de  l’ellipsoïde  alongé  de 
4AB** 


révolution 


donc  le  volume  de  çe  solide  est 


les  deux  tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit. 

Faisant  B = A , ce  qui  est  le  caractère  de  la  sphère, 
la  formule  (i)  se  réduit  d V =fc  -f*  — ; donc 

3 3 

la  différence  du  volume  d’un  segment  d’ellipsoïde  de 

révolution  à celui  correspondant  de  la  sphère  circons- 

..  E*  vr1  , _ 

ente , est  , en  représentant  par  JE  1 excen- 


’ / 
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tricité  de  l’ellipsoïde.  Faisant  x z=z^A , la  valeur  pré- 
cédente de  V donne  pour  le  volume  de  la  sphère  ei^| 

tière  , ce  qu’on  sait  déjà  par  les  premiers  élé— 

mens  de  Géométrie. 


Dans  l’hyperboloïde  de  résolution,  dont  les  carac- 

„ uB2  B1  , , , 

teres  sont  B ■=.— - et  , on  parviendra  de 

même  à l’équation  (é).  Nous  ne  nous  arrêterons  pas 
sur  la  discussion  de  ce  volume. 


CHAPITRE  IV. 

‘Application  du  Calcul  intégral  à quelques 
' questions  et  théories  générales  de  Géométrie. 

538.  Ow  appelle  généralement  en  Çéométrie  tra- 
jectoire , une  courbe  qui  coupe  sous  un  même  angle 
une  famille  de  courbes  d’un  mênie  genre  dont  les  in- 
dividus résultent  de  la  variation  d’une  constante  ar- 
bitraire, ou  paramètre  qui  entre  dans  l’équation  de 
cette  courbe  j ainsi  représentant  par  p une  constante 
arbitraire  , ou  paramètre  variable  d’une  courbe  à 
l’autre,  et  parF(x,^,  P)  = o l’équation  de  cett« 
famille  de  courbes  semblables  ; leur  trajectoire  sera  une 
courbe  telle , que  les  angles  que  formeront  successive- 
ment ses  tangentes  avec  celles  des  courbes  semblables 
et  variables  de  paramètre , aux  points  où  elles  sont 
coupées  par  la  trajectoire,  seront  tous  égaux.  Le 
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problème  des  trajectoires  consiste  à déduire  de  l’equa- 
tion  donnée 

, y , P)  = o. ...(a), 
d’une  famille  de  courbes  semblables,  celle 
ç = o...  .(b)  . 

de  leur  trajectoire.  Pour  parvenir  à la  solution  de 
ce  problème  , on  observera  que  représentant  par  a 
la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  sous  lequel  la 
trajectoire  coupe  toutes  les  courbes  semblablesde  pa- 
ramètre différent , on  aura  pour  l’une  quelconque  de 


ces  dernières  courbes,  a = 


dx  dx 


quation  donnée  (a),  ona£  = f (x,P)  \ donc 


. ■ dy({y 

dxcbx ? 


- i or,  d’après  l’é- 


a.[dx!  -f- f (x , Pjdÿ~\  — f (x , P)dx'—dy'. ... . (c). 

Mais  au  point  où  la  trajectoire  coupe  l’une  des 
courbes  semblables  de  paramètre  variable,  on  a y=y 
et  x — x',  ainsi  l’éqbation  (c)  prendra  la  forftie  de 
celle 

(af  (x,P)  -f-  i)dy—  [f  (;r,P)  — ajdx (d), 

qui  est  particulière  à l’une  des  courbes  variables , mais 
qu’on  rendra  générale  à toutes  les  courbes  de  l’équa- 
tion donnée  («)  , en  éliminant  entre  cette  dernière 
équation  et  celle  (d)  , la  quantité  P,  ce  qui  donnera 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  de  la 
forme  • 

Fl(*,,y,  dx,dy)  — 0 (e)  , 

qui  étant  intégrée,  donnera  l’équation  demandée  de 
la  trajectoire. 
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La  trajectoire  est  dite  orthogonale  lorsqu’elle  doit 
couper  toutes  les  lignes  de  paramètre  variable  , sous 
un  angle  droit , et  puisqu’alors  a doit  être  = £ , l’é- 
quation (d)  se  réduira  à celle 

F (x , P)dy  + dx^o (f). 

Le  reste  de  l’opération  comme  précédemment. 

Exemple  I.  Trouver  la  trajectoire  des  courbes  du 
second  degré.. 

L’équation  générale  de  ces  courbes  étant 
y'—Px+Qx 1 (g), 

on  aura  f (x,  P)  j~—  Substituant 

ces  valeurs  dans  l’équation  ( dj  , on  a celle 

(°P  + 2 aQx  + py)dy—  (P  -f-  2 Qx—  aay)dx , 

et  éliminant  P entre  Cette  dernière  équation  et  la 
proposée  (g)  , il  vient , toutes  réductions  faites,  l’équa- 
tion différentielle 

(ay’-f-a  Çx,-{-axy)rfy=(y!'4-  QxJ — aayxjdx (h) 

qui , %tant  homogène , se  séparera  aisément  par  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  33g  : mais  cette  séparation 
nous'  menant  à intégrer  l’équation  différentielle  et  ra- 
tionnelle 


dx (flz,1-)-  as 

x azJ -f- -j-  (a()-j-2a)  z — Q 


dans  laquelle  z ■=  [équat.  (s85)3,nous  n’entrepre- 

drons  pas,  à cause  de  la  longueur  des  calouls,  de 
l’intégrer  généralement  •,  noué  nous  occuperons  donc 
seulement  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  du 
second  degré  , ce  qui  réduit  l’équation  (/t)  à celle 


♦ 
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* (y*  4-  Qx')dy  = — lyxdx . . . . (A)  , 
et  sa  transformée  (i)  à celle 
dx  (a*  + Q)dz  ' zdz Q 

X 


dz 


z (**4-Ç4- 2) 
Q r dz 


4-  Q 4-  a Ç 4-  3 


2(Q4-3)ÜH-l/(Q4-2)  1 


V(Q  4-aJV/- 


=d 


g 

dont  l'intégrale  est  x=  55^ , en repté- 

|/[*V4-Ç4-a)3 

sentant  par  cune  constante  arbitraire.  Remettant  pour 
z sa  valeur  ya:-1 , divisant  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion p^pr  , chassant  le  dénominateur  et  élevant  les 
deux  membres  de  l'équation  à la  puissance  Ç4-2  » 
en  représentant  toujours  par  c la  constante  arbitraire 

Q-t-a 

Vcq  on  a 

y>  cy+xQ+a)**]=c..#..(0. 

ce  qui  est  l'équation  générale  des  trajectoires  ortho- 
gonales des  sections  coniques. 

Faisant  Ç = o,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  pa- 
rabole , on  a pour  trajectoire  orthogonale  de  cette 
courbe  , la  courbe  de  l’équation  „ ■ * 

y*  4- 2 x*  = c (ni), 

laquelle  est  un  ellipse  ayant  son  centre  à l’origine 
communie  des  paraboles  du  paramètre  P variable  de 
l’une  à l’autre  , le  petit  axe  = l/ac  dans  le  sens  de 
l’axe  des  x et  le  grand  axe  ■=  2 \/c  dans  le  sens  de 
l’axe  de  y j et  comme  c est  une  constante  arbitraire 
qu’il  faut  seulement  prendre  toujours  positive , il 
s’ensuit  que  le  système  des  paraboles  de  paramètres 
différens-P,  a pour  trajectoires  orthogonales  un, nombre 
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infini  d’ellipses  dont  le  rapport  du  grand  au  petit  axe 

est=l/fl;  ainsi  ces  deux  systèmes  de  courbes  sont 

réciproquement  trajectoires  orthogonales  l’un  de 

l’autre. 

. Pour  vérifier  ce  résultat,  observons  que  dans  la 

parabole  de  l'équation  y1  = Px , on  a ^ = —,  ce  qui 

est  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme 
la  tangente  de  la  parabole  avec  l’axe  des  x au  point 
de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sontx  et y\ donc 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  l’axe 
des  abscisses  avec  la  droite  perpendiculaire  au  point 

x et  y à la  tangente  de  la  parabole , deit  *U2. 

Or , endilFérentiantl’équation  y*- f-2x*  = cde  l’ellipse, 

dy  Q.OC 

on  a y dy  = — sxdx , d’où  • Mais  appoint 

où  l’ellipse  crftpe  la  parabole,  oh  ai=^;  donc  la 

tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la 
'tangente  de  l’ellipse  au  point  x et  y,  avec  l’axe  des 

X , est  — Par  conséquent  les  tangentes  des  deux 

courbes  à ce  point , sont  perpendiculaires  entre  elles , 
donc  etc. 

B1 

Faisant  Q =—  — , ce  qui  est  le  caractère  de  Tel- 
A 

lipse,  il  semble,  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
que  l’tquation  ( k ) devrait  nous  donner  celle  d’un 
système  indéfini  de  paraboles  de  paramètres  dilFérens  ; 
c’est  cependant  ce  qui  n’arrive  pas;  car  dans  le  cas  de 
ü » 

Q l’équation  (/)  se  change  en  celle 
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y*  +(a  — ^)x*=  (™).  ' 


dont  il  est  impossible  de  déduire  l’équation  d’une  pa- 
rabole, et  même  de  toute  autre  section  conique,  tant 
qu’on  prendra  2?  différent  de  A.  La  raison  en  est  qu’il 
n’y  a qu’une  espèce  d’ellipse  qui  a pour  trajectoires 
orthogonales  de!  paraboles,  c’est  celle  dont  le  quarré 
B*  du  demi-grand  axe  pri^  sur  l’axe  desy,  est  double 
du  quarré  A1  du  demi-petit  axe  pris  sur  J’axe  des 
Æ*,  or,  dans  ce  cas  de  B * = a A* , l’équation  (m)  se 
réduit  à celle  yiz=cy1  à laquelle  on  ne  peut  satis- 
faire par  les  valeurs  de_y  , qu’en  faisant  y = o.  Mais 
l’équation  (m)  prise  dans  toute  sa  généralité  , et  re- 
prenant l’ellipse  dans  l’état  naturel  où  elle  est  ordi- 
nairement considérée  , c’est-à-dire  ayant  son  grand  axe 
a A dans  le  sens  de  l’axe  des  x , est  celle  d’une  courbe 
algébrique  d’un  degré  supérieur  au  second  , et  qui  est 
fa  trajectoire  orthogonale  des  ellipses  de  paramètres 
différens.  • 

Faisant  B = A , ce  qui  est  le  caractère  du  cercle  , 
l’équation  (0 , en  y faisant  Q — — 1 , se  réduit  à celle 

• > - • C f 

y*  +x*  = cy (n)  , 

ce  qui  est  l’équation  d’un  cercle  décrit  sur  l’axe  des  y, 
commelespremiers  cercles  de  paramètres  ou  diamètres 
2 A variables  d’un  cercle  à l’autre  , sont  décrits  sur 
l’axe  des  x ; et  à cause  que  c reste  arbitraire , il 
s’ensuit  que  les  premiers  cercles  orft  un  nombre  in- 
défini de  trajectoires  orthogonales , et  que  conséquem- 
ment les  deux  systèmes  de  cercles  ayant  respective- 
ment leurs  centres  sur  l’axe  des  x et  sur  l’axe  des^' , 
et  l’origine  commune  à celle  des  coordonnées  , sont 
respectivement  trajectoires  orthogonales  l’un  de  l’autre. 


# 

4Ga  APPLICATION 

B% 

Faisant  Ç=—  , ce  qui  est  le  caractère  des  hyper- 
A 

bol  es , l’équation  (/)  donnera  pour  trajectoire  ortho- 
gonale de  ces  courbes  , une  courbe  algébrique  d'un 
degré  supérieur  au  second  ) cette  trajectoire  ne  sera 
que  du  troisième  degré  pour  les  hyperboles  équilatères, 
puisqu’alors  Q = 1 . 

Exemple  II.  Une  droite  tournant  dans  un  même 
plan  autour  d'un  point  fixe  , on  demande  1 équation 
de  la  courbe  qui  coupe  cette  droite  dans  toutes  ses 
positions  , sous  un  même  angle  donné.  - 

Prenant  l’origine  des  coordonnées  au  point  fixe  au- 
tour duquel  tourne  la  droite  , on  aura  pour  équation 
de  cette  droite 

y = Px (o),  * . 

P représentant  la  tangente  trîgonométrique  de  l’angle 
qtfe  forme  la  droite  avec  l’axe  des  abscisses  , et  qui* 
•conséquemment  varie  d’une  position  à l’autre  de  la 

droite.  De  l’équation  (o)  on  tire  ^ ouf(x,p)  =P. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (d) , il  vient 

{aP  -f- 1 )dy  = ( P — a)tfx  ; mais  P r= • donc 

( ay  -f-  x)dy-=  {y  — ax  )dx  , équation  qui  intégrée 
d’après  la  méthode  enseignée  à l’article  33g,  donne 


— arc  (tarJg  (P)» 

ce  qui  est  l’équation  de  la  trajectoire  demandée.  Si 
l’on  veut  passer  de  l’équation  de  cette  courbe  rap- 
portée à ses  coordonnées  rectangulaires  , à son  équa- 
tion polaire , alors  se  servant  des  équations  de  trans- 


i 


* 
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y 

|prmation  (99)  , on  aura  al = a ou  alv  — aie  — a. 

Prenant  v—\  lorsque  «t  = o , on  aura  complètement 
alv  =-*  , ce  qui  est  l’équation  de  la  spirale  logarith- 
mique dans  le  système  qui  a pour  module  -,  c’est-à- 

dire  la  cotangente  de  l’angle  constant  sous  lequel  la* 
courbe  doit  couper  tous  les  rayons  vecteurs-,  ce  qui 
est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit  de  cette  courbe 

à l’article  i/Çz-  Faisant  dans  l’équation  (p)  a elle 


se  réduit  à celle  l\/ x'  = le , d’où  x*^-f-y3  = c ; 
ce  qui  est  l’éqeationdu  cercle  ayant  pour  rayon  \/c; 
ainsi  , comme  cela  est  évident  de  soi-même , la  cir- 
conférence de  cercle  est  la  trajectoire  orthogonale  de 
ses  rayons.  . ■'*  — ' ’ 

53g.  On  appelle  en  Géométrie  f.tractoire  la  courbe 
a la  propriété  -d’avbir  toutes  ses  tangentes  cons- 
tates. Cherchons  l’équation  de  cette  eourbe  qui  , 
d'après  sa  propriété  , a pour  équation  différentielle 


- y dy'-^t-dx1 


=û....(d)[éq.(95)]. 


en  représentant  par  a une  constante  déterminée.  De 
cette  équation  (a)  on  tire  celle 

y- 

jqni  est  l’équation  &fférentielle  de  la  tractoire  , et  ne 
peut  s’intégrer  qu^par  approximation.  Pour  opéret 
cette  intégration,  observons  que  l’equation  précédente 

peut  se  mettre  sous  la  forme  de  dx  — dly  \/  aa — y1, 
et  faisant 

• « v -4  « 

(c).  ,..ly  = z,  d’où  y = «*.«.  .(d). 
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la  formule  précédente  deviendra 


dx—dzl/à'  — f («)• 

« ' . * 

Comparant  le  dernier  membre  de  l’équation  (e)  avec 
Xrdx  ( art.  267)  , on  a p — \ et  X = a*  — e“ , d’où 
2e5*,  X"=  X"=  — 8e“  etc‘  ’> et  subs" 

’tituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (200),  il  vient 

t ’ • * * 

’ (a*—  eulV  a (a*-e“) 

fdz  y a* — e11  ou  x=const. ^ — I 1 5^  " 

_ 18  Çf -p:- etc.-]. 

* 5.7^  J 

Mais  e,t=y*,  donc 

(a’-vTr  . (a1— y1)  * 

x=const.-Sy  L1”3  * 

^i!^Æ^etc.l Cf).'  # 

.5 -7^  J * 

Pour  déterminer  la  constante  , reprenons  l’equation  (6) 

. 1 » a'dy 

que  nous  mettrons  sous  la  forme  dx 

— t et  intégrant  il  vient  x = \/ a*  — f 

tA*— y* 

l ^ — - 4-  const.  Faisant  x = o , on  a 

• +“  J yV^f 

c»  f y t-  const.  — —y\  et  différen- 

ivi/a’-v1 


vfy_ 


tient , il  vient 


, à'oùa*  =y“j 


et  y — a. , donc  x = o lorsque  y = a,  ainsi  consU  — o, 
et  on  a complètement  • ' 
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X 


_ (oa—  y-) 


5y 


■Pb 


a(o*-*y*)  i6(aî — y*y 


-etc.^j 


5. y*  5-7  y* 

Faisant ^ = o on  ax  = oo  , donc  la tractoire  est  une 
courbe  asymptotique,  et  son  asymptote  est  l’axe  des  x. 

De  l’équation  (n)  on  tire  <£x*),  ouA=a/(yc) 

(formule  552) , en  représentant  par  c une  constante  in- 
déterminée ; or, si  l’on  prendl’origine  del’arc  A à celui  de 
la  courbe  où  x = o ety  = a,  on  aura  à ce  point 

o=/(ac),d’où  ac=  » et  c = - ; ainsi  on  a complètement 


(A), 


ce  qui  est  la  formule  de  rectification  de  la  tractoire  ; 
donc  cette  courbe  n’est  pas  exactement  rectifiable. 

De  l’équation  (6)  on  tire  Jÿdx  ou  n = a*  f- — — 

J y a% — y* 

Cform- (555):1  arc(sin  = f) 

-f-  \y\/  a? — y*  -f-  con9t.  , et  prenant  l’aire  de  la  trac- 
toire à commencer  de  l’origine  de  la  courbe  oùy'^a. 


1 


7T 


on  aura  const.  = -a*  — -,  donc  on  aura  complète- 

ment 


•KO* 


<9  — 3 y \/ à1  — y*  — l G»  arc  Çco  ç , 

Faisant  y = o ion  a <5 r= — Aa**-;  donc  l’aire  de 
l'espace  entier  et  se  prolongeant  à l'infini,  compris  entre 
la  tractoire  et  l’axe  des  abscisses  , est  ^al  au  quart 
de  faire  du  cercle  décrit  avec  la  tangente  constante 
a comme  rayon, 
a. 
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Multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  ( 3*) 
par  ?ry* , et  intégrant  f on  aura  /7ry’dr  on  = 
irfyd\  [/u1  — y*  + const.  [form.  (56o)3,  et  effectuant 
l’intégration  £form.  (i4a) , art.  aiaj,  on  aura  com- 
plètement 

V~  — 3 » (a*— >*)  I (*)  ; 

en  prenant  la  solidité  du  volume  de  révolution  à l’o- 
rigine du  volume  où  y — a.  Faisant  y =o,  on  a le 
Volume  entier  et  d’une  longueur  infinie  = — jaV, 
et  par  conséquent  égal  au  quart  de  la  sphère  ayant 
pour  rayon  la  tangente  constante  a. 

54o.  PROBLÈME.  Etant  donnée  une  équation  de 
. relation  entre  la  rectification  d’un  arc  de  courbe  in- 
connue et  les  coordonnées  correspondantes  à F extré- 
mité de  cet  arc,  trouver  l'équation  de  la  courbe. 

Solution.  L'énoncé  de  ce  problème  n’est  évidem- 
ment que  la  traduction  géométrique  de  celui  d'analyse 
que  nbus  avons  résolu  à l'article  3g8  ; car  l'équation 
donnée  étant  F(  , x , y)  = o , on  sait  qu’on  a d’ail- 
leurs ekr^dy1  + dx1  [jrquat.  (552)3;  il  ne  s’agira  donc 
que  de  déduire  de  cesdeux  équations  celle  delà  courbe  ; 
c’est  ce  qui  a été»  l’objet  de  nos  recherches  à l’article 
3g8  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur. 

54  * - Nous  avons  vu  à l’article  347  qu’Dne  même 
intégrale  telle  que  l'équation  x? y*  =const.  , qui  ap- 
partient aux  hyperboles  de  tous  les  genres , pouvait 
satisfaire  à un  nombre  infini  d'équations  différentielles 
de  la  forme  de  celle 

axdy  -f-  — ydx  -f-  xcym(nxdy  + pydx ) = o . . . . (a)  , 

en  y faisant  varier  à volonté  les  quantités  a , m et 
c dont  l’intégrale  xryn  = const.  est  indépendante.  Ce 


* 
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fait  analytique  qui  a toujours  lieu  lorsque  l’équation 
différentielle  proposée  se  compose  du  produit  d’une 
équation  primitive  par  une  équation  différentielle,  ne 
prouve  pas  pour  cela  , ce  qu’on  pourrait  croire  au  pre- 
mier aspect,  que  par  un  même  point  de  la  courbe  dont 
l’équation  est  l’intégrale  de  la  différentielle  proposée, 
on  puisse  mener  un  nombre  infini  de  tangentes  dif- 
férentes : car  en  prenant  dans  l’équation  dilféren- 

tielle  proposée , la  valeur  de  est  l’expression 

générale  des  sous-tangentes  ( art.  102),  il  est  évident 
que  cette  valeur  doit  avoir  pour  facteur  commun  de 
son  numérateur  et  dénominateur  , la  fonction  primi- 
tive qui  renferme  les  lettres  dont  «st  indépendante  l'in- 
tégrale ; ainsi  en  réduisant  cetto  valeur  à sa  plus  simple 
expression,  on  n’aura  pour  expression  de  la  sous-tan- 
gente de  la  courbe  , que  celle  qu’on  aurait  en  opé- 
rant directement  sur  l’équation  de  cette  oemrbe.  Par 

exemple  de  l’équation(a)on  tireur—— — — — : 

r H v ' dy  ap- f-  npxcym 

Or,  les  deux  fermes  de  cette  fraction  ont  pour  facteur 

commun  a -j-  nxcym  -,  ainsi  en  réduisant  la  fraction  à 

sa  plus  simple  expression  , il  ne  reste  = — — 

• , . dy  P 
qui  est  la  même  valeur  delà  sous-tangente  de  la  courbe 

x?yn  = const.  , que  celle  qu’on  déduit  immédiatement 
de  cette  dernièrç  équation  , en  la  différentiant  et  pre- 
nant dans  l’équation  différentielle  résultante  la  valeur 

dy 

542.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  exemple 
des  solutions  particulières  des  problèmes  de  Géométrie, 
c’est-à-dire  de  celles  dont  les  expressions  analytique» 

3o,. 
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et  primitives  , satisfont  à l'équation  différentielle  dont 
l’intégrale  complète  donne  la  solution  générale  du  pro- 
blème , quoique  ces  expressions  soient  absolument  in- 
dépendantes et  étrangères  à l’intégrale  complète. 

Trouver  l'équation  d’une  ligne  telle , que  si  d'un 
point  déterminé  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
toutes  les  droites  qui  touchent  la  ligne  cherchée  en  un 
point  quelconque,  sans  la  couper  , toutes  les  perpen- 
diculaires ainsi  menées , soient  égales  entre  elles. 

Une  droite  qui  en  touche  une  autre  sans  la  couper  , 
étant  de  la  nature  des  tangentes , l'équation  de  cette 
droite  sera 

v = ^ (x'  -x) (adéquat.  (88)  art.  99]  ; 

J J dx 

donc  prenant  l’origine  des  coordonnées  au  point  d’où 
sont  abaissées  les  perpendiculaires  , 1 équation  de  la 
perpendiculaire  abaissée  au  point  y et  x commun  a • 
la  ligne  cherchée  et  à celle  de  l’équation  (a) , sera 

y (6),  •. 

et  d’après  la  condition  du  problème , toutes  ces  per- 
pendiculaires devant  être  d une  longueur  constante  que 
je  représente  par  a,  on  aura  ' 

a (c). 

Eliminant  y',  x'  entre  les  trois  équations  (a)  , (A)  et 
(c),  on  a,  toutes  réductions  faites, 

ydx—xdy  — aV  (dy2  + dx2) (<*)  • 

■ Or,  nous  avons  vu  à l'article  4»' 
équation  qui  y est  indiquée  par  la  lettre  (/) , uval  pou 
intégrale  complète 

y — Cxx=.a\/  (C*  — 0 00, 
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en  représentant  par  C une  constante  arbitraire,  et  pour 
solution  particulière  l’équation 

y + «■=«• (/). 

Donc  il  y a un  nombre  infini  de  lignes  droites  qui  sa- 
tisfont à l’énoncé  de  la  question  , et  ces  droites  sont 
celles  placées  autour  de  l’origine  des  coordonnées , de 
manière  que  leur  plus  courte  distance  à ce  point  soit 
= a\  mais  il  n’y  a qu’une  courbe  (le  cercle  ) qui 
satisfait  à la  question  ; ainsi  cette  courbe  dont  l’é- 
quation^) estabsolument  étrangère  à l’intégrale  com- 
plète (e) , est  une  solution  particulière  du  problème 
géométrique  proposé  : cependant  elle  a un  point  de 
commun  avec  toutes  les  solutions  données  par  l’inté- 
grale complète  (e)  , puisqu’il  est  évident  que  toutes  les 
droites  qu’on  obtient  de  cette  dernière  équation  , en 
faisant  varier  de  l’une  à l’autre  la  quantité  C , sont 
tangentes  au  cercle  de  l’équation  ( f ). 
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SECTION  VI. 

Calcul  des  variations . 


CHAPITRE  PREMIER. 

INTRODUCTION.  9 

V 

543.  Soit  y = $ (x)  , la  caractéristique  <p  indiquant 
une  fonction  variable  pour  une  même  valeur  de  x , 
c’est-à-dire  passant  de  sa  forme  primitive  ^(x)  à une 
autre  que  je  représente  par  ç'(x)  ; de  plus,  .repré- 
sentons paryr,  , ce  que  devient  y = ç>  (x)  dans  cette 
variation  de  ç(x)  , et  représentons  respectivement  par 
y et yi , ce  que  deviennent^  ety,  lorsque  x croît  ou 
décroît  de  sa  différence  constante  Ax.  Cela  posé,  nous 
aurons , abstraction  faite  des  signes  qui  peuvent  af- 
fecter Ax,  les  quatre  équations 

{y  =</>  (x),  y = <p(x-f  Ax)} (a) 

{y,  = ç'  (x) , y\  = y(.r-}-  Ax)} (à). 

De  la  seconde  des  deux  équations  (a)  retranchant  la 
première  on  a,  y — y =Ay=  Aip(x)  ; ainsi  Ay  est  la 
différence  de  grandeur  de  y , provenant  de  celle  Ax 
qu’éprouve  x dans  une  même  fonction  ç de  x et  de 
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ac-j-Ar.  Mais  si  de  la  première  des  deux  équations  (J)  on 
retranche  la  première  en  (a) , on  ayt — y = <p  (r) — ?(r) 
qui  est  une  quantité  absolument  différente  de  celle 
y'  —y  = Ay , puisque  celle-ci  provient  du  change- 
ment qu’éprouve  x dans’une  même  fonction  de  x , et 
que  celle  ^’i — y résulte  de  la  variation  de  la  fonction 
ç pour  une  même  valeur  de  x : nous  appellerons 
variation  de  y cette  dernière  quantité^ — y , et  1 in- 
diquerons , comme  l'a  fait  Lagrange  (*)  par  la  ca- 
ractéristique J' qui , conséquemment , est  dans  le  calcul, 
des  variations  l’analogue  de  la  caractéristique  A em- 
ployée dans  le  calcul  des  différences. 

544.  On  a , d’après  cette  notation , les  équations 

{ÿ—y—  A>? yx— y~*y>  Ay»y’—y'—*y'}- • ■ 1 

De  la  seconde  équation  on  tire  yt  —y  -j-  $y  , d où 
Ayt  = Ay  -f-  A J'y.  Substituant  cette  valeur  dans  la 
troisième  équation  en  (c)  , on  ay[=y,  + Ay-f-Afy, 
et  éliminant _y,  , il  vient 

y\  =^+-6'+  Ay  + A/y (d). 

La  quatrième  équation  en  (c)  donne  y[  —y'  ~hy^' 

= y+  AX"W‘Çy  •+•  A_y)>  °u  y\  =y  + Ay  + ty+ï  Ay  ’■ 

comparaut  cette  dernière  équation  aVec  celle  ( d ) , on  a 
Aiyzxi  S A y (e). 

Cette  équation  donne  celle  A i'  ( A_y  ) = i'  A ( A y ), 
ou  A y A y = <f  A y ; donc  d’après  la  même  équation 
(e)  , on  a A */y  = i'  A y , et  continuant  de  même  , on 
trouvera  que  généralement 

A nïy  = <T  A ny (56i). 


(*)  On  sait  que  c’est  cet  illustre  Gcomètre  qui  est  l’inventeur 
de  la  Méthode  générale  des  variations. 
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545.  La  variation  J'y  étant  aussi  une  fonction  de  x , 
nous  aurons  , en  substituant  dans  le  théorème  de 
Taylor  [ form.  (3j))3,  Jy  à la  place  de  y , 

a t,.  d*y  * j Ax*  1 æ*y  1 

4*+ -à— + di-T. 3 + e,c' 

ou  mettant  dans  le  premier  membre  J A y à la  place 
de  A Jy  [équat.  (56 1)  , et  divisant  par  ài,  il  viendra 


J A y d2Jy  A x 


. — i 

Ax  dx 


cér2 


-f-  etc. 


Donc  pour  une  même  valeur  de  x , ce  qui  donne  si- 
multanément A x = o et  A y = o,  on  aura,  d’après  la 
notation  du  Calcul  différentiel 

7x=zir’  ou  My  = dSy.;..QG*y, 

donc  la  variable  de  la  différentielle  d'une  variable, 
est  égale  à la  différentielle  de  sa  variation  j et  on  dé- 
montrera par  un  raisonnement  exactement  semblable 
à celui  qui,  dans  l’article  précédent,  nous  a conduit 
de  l’équation  ( e)  à celle  ( 56 1 ) , que  généralement 
on  a 

dnfy  — S'dny (5S3) . 

Ainsi  on  peut  à volonté  faire  passer  la  caractéristique 
J des  variations  en  avant , ou  après  celle  d des  diffé- 
rentielles. 

546.  Représentant  par  C/une  fonction  différentielle 
quelconque,  soit  fU  = JJ' , d’où  U=dU'  et  èU^idU' 
— dïU'-,  donc  /JLr=Jt/',  et  mettant  à la  place  de  JJ' 
sa  valeur  fU,  il  vient 

fW  = ïfU (5 64); 

donc  jiftV  ] =/  [f/U  ] = P ( fU)==*A  PJ)  , ou 
pïU=ïpU , et  ainsi  de  suite,  on  démontrera  que 
généralement 

pi-U—  ipU (565)  ; 


♦ 
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d’où  l’on  voit  que  dans  les  intégrales  redoublées  des 
quantités  variées  , on  peut  mettre  à volonté  la  carac- 
t érotique  des  variations  en  avant  ou  après  celle  des 
intégrations.  « 

547.  Il  est  clair,  d’après  ce  qui  précède  , que  si  nous 
représentons  par  U une  fonction  différentielle  d’un 
ordre  quelconque  n entre  les  variables  x , y , z . . . , 
dans  laquelle  nous  supposons  pour  le  moment  et  pour 
plus  de  généralité  que^se  trouvent  les  différentielles  de 
tous  les  ordres  des  variables  jusqu’à  celui  n de  U , 
on  aura  la  variation,  en  différentiant  à l’ordinaire  U, 
et  mettant  seulement  la  caractéristique  S à la  place 
de  la  nouvelle  caractéristique  qu’il  faudrait  introduire  d, 
et  plaçant  S immédiatement  en  avant  do  la  variable 
correspondante  , afin  de  n’avoir  dans  tout  le  cours  de 
la  variation  de  U,  que  des  différentielles  des  quantités 

variées  Sx  , Sy , Sz Nous  ne  nous  arrêterons  pas 

plus  long -temps  sur  les  détails  de  cette  opération  , 
parce  que  nous  en  avons  déjà  parlé  aU  chapitre  III  de 
la  quatrième  section. 


CHAPITRE  II. 

Méthodes  des  variations  dans  les  questions 
de  maximis  et  minimis,  lorsque  la  fonction 
différentielle  proposée  nest  qu entre  deux 
variables , et  quune  de  ces  variables  varie 
pour  une  même  valeur  de  Vautre. 


548.  Soit  la  formule  différentielle  de  l’ordre  n. 

cînv 

■+H  (566) 
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dans  laquelle  dx  étant  considérée  comme  constante 
les  lettres  A , B . . .H  représentant  des  fonctions  dear, 
y et  des  différentielles  du  premier  ordre  de  ces  va- 
riables élevées  à des  puissances»quelconques  , mais 
telles  cependant , que  la  somme  des  indices  des  ordres 
et  puissances  des  différentielles  de  x et  y est  la  même 
dans  tous  les  termes;  puisque,  ainsi  que  nous  l’ayons 
démontré  au  commencement  de  cet  Ouvrage,  le  terme 
qui  se  soustrairait  à cette  loi  serait  = o ou=  oo.  Cela 
posé  , il  est  clair  que  représentant  par  u l’intégrale 
de  U , cette  intégrale  me  peut  être  significative  et 
déterminée  qu’en  tant  qu’on  a d’ailleurs  , ainsi  que  nous 
l’avons  supposé  jusqu’à  présent,  une  relation  déterminée 
entre  x et  y donnée  par  une  équation 

f (*’.  y)—° ••('0, 

dans  laquelle  f représente  la  caractéristique  d'une  fonc- 
tion déterminée.  Cette  équation  (n)  étant  donnée,  on 
pourra  aisément  par  les  méthodes  ordinaires  enseignées 
au  chapitre  IX  de  la  première  partie  de  cet  Ouvrage, 
trouver  les  extrêmes  grandeurs  ( maxima  et  minima  ) 
de  l’intégrale  « de  U , maisps'il  n’y  a pas  de  rela- 
tion connue  entre  les  variables  x et  y , ce  qu’on  peut 
exprimer  analytiquement  par  l’équation 

y=?  (*) W , 

en  représentant  par  ç>  la  caractéristique  d’une  fonc- 
tion variable  pour  une  même  valeur  de  x\  alors  l’in- 
tégrale u de  U est  vague,  indéterminée,  et  il  paraît 
au-dessus  des  forces  de  l’esprit  humain  de  pouvoir  dans 
ce  cas-là , déterminer  les  extrêmes  grandeurs  de  l’in- 
tégrale u de  U entre  certaines  valeurs  fixes  de  x, 
comme  nous  les  considérerons  dans  ce  chapitre,  ou  varia- 
bles, comme  nous  le  considérerons  dans  le  chapitre  sui- 
vant. Cependant  les  Newton,  Bernoulli  frères,  et  Euler 
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avaient  résolu  des  questions  semblables  dans  plusieurs 
cas  particuliers , lorsque  Lagrange  , par  un  effort  de 
génie  qui  fera  époque  dans  l’histoife  des  sciences , 
inventa  la  méthode  générale  pour  résoudre  toutes  ces 
questions  : cette  méthode  est  celle  des  variations  dans 
laquelle  plusieurs  grands  Géomètres,  tels  que  Legendre 
et  Poisson,  ont  fait  de  nouvelles  et  belles  découvertes. 

La  méthode  des  variations  ne  s’applique  pas  seule- 
ment  aux  qnestions  de  maximis  et  minimis  de  Géo- 
métrie et  de  Mécanique  , mais  elle  s’applique  aussi 
à d’autres  parties  de  cette  dernière  science.  En  effet, 
il  est  aisé  de  concevoir  , par  exemple  , que  si  un  corps 
de  figure  donnée  et  soumise  aux  lois  de  la  Géomé- 
trie , parcourt  dans  l’espace  une  trajectoire  dont  la 
figure  est  donnée  par  le  genre  et  la  direction  des 
, puissances  qui  agissent  sur  le  mobile  , il  y aura  deux 
choses  à considérer,  savoir,  i°.  les  point*  du  pro- 
jectile ; a0,  les  points  delà  trajectoire.  Qr  , si  les  pre- 
miers points,  ou  les  seconds  considérés  entre  eux,  ad- 
mettent les  différences  , il  est  clair  que'  les  premiers 
' points  considérés  avec  les  seconds  admettront  les  va- 
riations, ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  chapitre  précédent.  Cependant,  afin  de  ne  pas 
dépasser  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  restreint 
cet  Ouvtage  , nous  ne  considérerons  la  méthode  des 
variations  que  relativement  aux  questions  de  maximis 
s et  minimis. 

t 

54q.  L'intégrale  n de  U .étant  une  fonction  de  x , 
nous  aurons,  en  représentant  par  u'  ce  que  devient  u 
lorsque  x augmente  de  Ax,  l’équation 

u'—u 4-fx  A x+f'x—  -f  F"x  -f-eÜ .(a) 
. a •a. a 

[form.  (1) , art.  .3]. 
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Or,  si  la  relation  entre  x et  y était  connue,  alors  ç 

indiquant  dans  l’équation  y = ç(x)  une  fonction  de 

c ‘ • iy  du  d1u 

iorrne  constante,  on  aurait  x=-^—^etc.  , 

et  par  conséquent  f'x  — o ferait  connaître  l’extrême 
grandeur  de  u qui  serait  un  minimum  ou  un  maximum, 
suivant  que  la  valeur  de  f"x  serait  positive  ou  néga- 
tive , (art.  69).  Mais  lorsque  la  relation  y = <p  (x) 
entre  y et  x est  inconnue  , alors  la  fonction  u n’est 
donnée  que  par  celle  U dont  elle  est  l’intégrale , et  les 
quantités  f'x , f'x ....  n’étant  prises  dans  ce  cas  que 
par  rapport  à A x dont  x est  supposé  augmenter  dans 
^(x)  , il  faut , pour  obtenir  les  caractères  d’extrêmes 
grandeurs  entre  certaines  limites  de  la  valeur  indéter- 
minée de  u en  fonctions  de  la  seule  variable  x , recourir 
à la  formule  proposée  (566). 

55o.  Le  théorème  de  Taylor  donne 


• = V + £ 


y y tlx  ~ " 1 ltx‘ 


Ax-f 


d‘v  Ai*  (Py  &x3 
-•+ 


dx3  2.3 


-f-  etc.,  .(a)  , 


ou 


^ + A^+etc  a-)- 

A - — dx  + dx*  » ^ J-3  „ Cï  -r etc..  • w » 


Ax 


dx3  2.3 


équation  qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des 
valeurs  de  Ax,a  encore  lieu  lorsque  Ax  = »;  donc 


Ay  __  jy_ 

Ax  dx' 


.(c): 


or,  il  est  évident  que  si  dans  l’équation  y = ç (x) , 
<p  indiquait  une  fonction  de  forme  constante,  on  aurait 
• A _y=  o lorsque  Ax=  o ; mais  à cause  de  la  forme 
variable  inc^uée  par  ç , la  variable_y  varie  pour  une 
même  valeur  dex,  c’est-à-dire,  lorsque  Ax  = o,  et 
alors  cette  variation  étant  dénotée  par  ty,  l’équation 
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fy  _dy 

Ax  dx 


•OO- 


Mais  lorsque  Ax  — o,  il  est  clair  que  dx  qui  n’est 
autre  chose  que  la  représentation  de  Ax  dans  cet 
état  d’absolue  nullité,  lui  est  identique  ; c’est-à-dire, 
que  le  rapport  des  zéros  respectivement  représentés 
par  Ax  et  dx,  est  l’unité  , ce  qui  réduit  l’équation  ( d ) 
à celle  dy  — fy  : cela  posé  , la  formule  (a)  dans  la- 
quelle les  deux  premiers  termes  du  second  membre 

jy 

sont Ax } étant  mise  sous  la  forme 
Ax 


ÿ=y+*£  A*-*-f,a7 


f f"-*  “j-  + etc (0* 


nous  en  conclurons,  d’après  la  théorie  des  suites,  dé- 
veloppée à l’article  3 ,que  chaque  quantité  représentée 
par  fx  accentuée  , se  composant  de  celle  qui  la  pré- 
cède de  la  même  manière  que  cette  dernière com- 
pose elle  - même  de  celle  qui  la  précède  , on  aura 

f(x>=-4r^  = etde même£*(^  = â» 


f,y  x=  etc. , donc 

v'-v+^y  Ax-Æ^-Æ—  + etc  (f) 
y~y^dx*X^dx*  a +dx*a.3 

Cette  formule  (/)  étant  démontrée,  on  en  conclura 
sans  peine  , que  représentant  respectivement  par 

(£)•  ©y-  ..ce  que  deviennent  les  coefficiens  dif- 
férentiels^^ .lorsque  x devient  x -f-  Ax  , on 
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atfra , relativement  aux  variations  de  ces  quantité» , 


dx  Ai1 


4-  etc . . 


dx*  A x* 


dx* 


•etc. 


•(g) 

• W. 


dxa  2 
dy_  ■ dy 

ÆV=^+JËax4 

\dxv  » dx*  dx 
etc. 

dy  d2  y 

Accentuant  17 , y , ^ etc.dans  l’équation(566), 

et  y substituant  les  valeurs  de  ces  quantités  accentuées 
déduitesdes  équations  (y)  , (g-)  , (A) . . . on  aura , aprè* 
les  développemens  et  les  réductions  nécessaires , l’é- 
quation 

y ./  y.  , SU  S*V  Ar>  W A a»  , 

v = u+dï*x+dï.— + S?  TF  + etc-  (°- 

Or , nous  observerons  que  u.  étant  l’intégrale  de  £/ 
lorsqu  — ç(x)  , la  quantité  <p(x ) représentant  une 
fonctioa  indéterminée  de  x , elle  le  sera  encore  lors- 
qu’on considérera  x accrue  de  sa  différence  constante 
Ax,  donc  u'-fU'-,  et  mettant  à la  place  de  u'  et 
de  JU'  leurs  valeurs  respectives  [équat.  (a)  art.  54g  et 
équat.  (0],  on  aura  celle 

A x1  ru  SU 

u+f,-JC A x-f-Fx  — f-etc.  = / I Ax 


2 

S*U  Ai*  “| 

+ — + etc-J-v 


W, 


dx*  2 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
A x , aura  encore  lieu  lorsque  Ai  = o,  donc  u = / U, , 
ce  qui  est  conforme  avec  l’hypothèse,  et  réduit  l’é- 
quation précédente  à celle 

ax  , „ rrsu  , s*u  ax  , -j 

r*  + P*—+etc.fc/[_s+2ïi— +.t°.J  , 
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qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
de  Ax,  aura  encore  lieu  lorsque  Ax  =o,  donc 
pijj 

Fx=  J —j—.  On  démontrera  par  un  raisonnement  i 

/fi  U 

-j—;  , et  enfin  que  généralement 

U S'il 

Or,jedisq  u’on  a généralement  Fx=-£-_, 

Smu 


, ce  qu’on  pourrait  démon- 


rx~—  f-'x  — 

trer  d’une  manière  semblable  à celle  que  nous  avon* 
employée  ci-dessus  pour  parvenir  à l’équation  (f)  , 
mais  que  nous  démontrerons  encore  plus  simplement 
de  la  manière  suivante.  Si  l’équation  (a)  de  l’article 
54g  étaiticonsidérée  par  rapport  aux  différences , oa 

. n.  dll  1/  .|  • ||Y  dU 

aurait  tx  = ^ =dx  ’ “ ou  x = > mais  nou% 

/SU  , SU 

-jg  , d’où  dFx  = ; 

donc  égalant  les  deux  valeurs  de  <ffx',  on  a l’équation 
dU — SU  qui  ffe  peut  exister  généralement,  celle 

étant  démontrée,  qu’en  tant  que  la  ca- 
ractéristique d du  premier  membre  se  change  en  celle 
S des  variations  , donc  Fx  = ; et  puisque  Fx  dé- 

rive de  Fx  comme  cette  dernière  quantité  dérivait 

. *'  s^t 

, ra  dx  S'u  . . , 

de  u,  on  aurai  x== — ; — = -,  et  ainsi  de  suite: 

* dx  d&  ’ 

donc  Su-=  f SU t S'u—fS»U.  ..S™u=fSmU. 

55 1 . Cela  posé,  il  est  clair  que  le  caractère  de» 
extrêmes  grandeüts  da  u étant,  comme  nous  l’avons  dit. 


48o  CAI  OUI. 

Fx=o  ou  Su  — o j il  sera  aussi  indiqué  par [SU — o, 
ou  SU  = o -,  ainsi , variant  l’equation  proposée  (566) , 
on  aura  pour  caractère  des  extrêmes  grandeurs  de  u 
l’équation 


Mais  d[ff'SyJ  = B'dSy  + dB'Sy  , d’où 

B'dSy  — dlB'Sy~]— dB'Sy (6)  : ' 

de  même  CdJSy  = d [ C'r/J)']}  — dC'dSy  , et  dCdSy 
=zd[dCSy] — d*CSy  , donc 


CWy=s  J[C'<%]—  d[dCSy]+d'CSy. . . . (c). 

De  cette  dernière  équation  on  conclura  celle  D’d'Sy 

— d[D'diSy']  — d[_dD'  dSy~\  + d*D'dSy  ; maif  d^D'dSy 

— d[daD'Sy'2  — d3D'Sy  ; donc 

"ü'd'Sy  = d [_D'd*Sy  ] — d [ dD'dSy  ] -f  d[_  d'D’Sy  ] 
d?D'Sy ........  (d)  , 

et  ainsi  de  suite.  Substituant  ces  valeurs  £équat.  (è) , 
(c),  (<i). . .3  dans  l’équation  (a)  , on^ura 


donc  représentant  par  x le  coefficient  de  Sy  dans  la 
première  ligne  horizontale , et  par  <w  tout  ce  qui  est 
l'enfermé  entre  les  accolades  sous  le  lien  de  d , on  aura 


SU 
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S'U  = xJÿ  -4~  d/tr  = o j or  <£ar  étant  une  différentielle 
exacte,  et  hi'y  ne  pouvant  l’être  que  pour  des  va- 
leurs particulières  de  èy , il  s’ensuit  que  l'équatioa 
précédente  ne  peut  avoir  généralement  lieu  qu’en  fai- 
sant 

* = ° <f)  > 

d’où  3'U=d‘rr  = o.  Mais  S'a  = f$U  , ainsi  que  nous 
l’avons  démontré  à l’article  55o  , donc 

^U  = «r-f-c (g).  • 


Remettant  dans  ces  équations  (/)  et  (g)  , les  valeurs 
respectives  que  représentent  A et  <sr , on  aura  celles 


ê~U  — 

diy 


dir 

de 

=["£-- 


[_dc 


d'C 

#D' 

dx% 

Jx3 

dC 

&D' 

dx>  ^ 

dx* 

O' 

•«->  + [£ 


•(568). 


L’équation  (567)  contient  la  relation  nécessaire  entre 
x et  y pour  l’existence  de  l’extrême  grandeur  de  u,  et 
peut  d’après  cela  , comme  l’a  fait  Lagrange,  s’appeler 
équation  générale  du  maximum  ou  minimum.  Cette 
équation  appartient  en  géométrie  à la  ligne  qui,  parmi 
le  nombre  infini  de  celles  qui  ont  pour  caractère  gé- 
néral la  formule  (566)  , satisfait  de  plus  au  maximum 
ou  minimum  entre  les  limites  données. 


55a.  Quant  à l’équation  (568)  , il  est  aisé  de  voir 
que  celle  (567)  donnant  la  relation  entre  x et^  qui 
doit  satisfaire  à la  question  , tout  sera  déterminé  dans 
l’équation  (568)  : or  , l’intégrale  $u  de  ÎU  devant  être 
prise  entre  les  limites  données , et  $u  devant  être 
— o entre  ces  limites  , il  est  clair  qu’à  la  première 
et  dernière  limite,  la  différence  des  valeurs  respec- 
2.  3i 


V * 
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tives  de  Su  sera  nulle  ; donc  si  nous  représentons  par 
Sux  et  ïut  les  valeurs  respectives  de-  Su  aux  première 
et  dernière  limites,  nous  aurons  l’équation 


• Sut  — (Tuaî=o (56jj]J  } 

et  indiquant  d’une  manière  semblable  les  quantités  qui 
appartiennent  respectivement  à la  première  et  àlader- 
nière  limite,  nous  aurons  d’après  l’équation  (5S8),  celle 


— etc.  — etc.  = o ($70) 


qui  s’appelle  l 'équation  des  limites. 

553.  L’équation  (567)  est  la  condition  d'intégrabilité 
de  U pour  résoudre  la  question  de  maximis  ou  mi- 
nirmis  proposée  ; mais  nous  observerons  qu’à  cause  de 
la  coexistence  des  deux  équations  (567)  et  (568)  , on 
pourra  déduire  une  autre  équation  de  condition  d’in- 
tégrabilité  de  TJ  pour  la  solution  en  question,  qui  sera 
indépendante  de  B'.  En  effet,  représentant  dansl’équa- 
tion  (568)  , le  coefficient  de  Sy  par  P,  celui  de  dSy 
par  Q , celui  de  d?Sy  par  R , etc. , on  aura 

Su  = PSy  + Q dSy  -f-  Rd*t fy  -f-  etc  -f~c. 

Mais , conformément  aux  équations  (£),  (ç)....  de 
l’article  55 1 , on  a 

QdSy  = d(QSy)  — dQS'y 
Rd'Sy  = d(RdSy)~  d(dRSy ) +d*RSy 
etc. 

donc  Su— (P  — dQ+  d>R  —etc.) Sy  +d{(Q-dR 
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+ -.)*+  (Jt-M.)My  + etc. } + 4 

les  valeurs  de  P,  Q,  R. . . fl  vien£  / 


M£ 

a dD' 


adC' 


dx* 


C 

dx* 


, zd*jy  v , , 

~*~~dp--  etc-)J>+<t  {( 

adDf  \ y-  /y  . 

‘2P’  + etc-  ;<y  + etc.JdJy+etc.J+c 

Or,  pour  que  soit  =o,  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  les 
extrêmes  grandeurs  de  W,  on  voit  , comme,  nous  l'avons 
démontré  relativement  à l’équation  <e)  de  l'article  55 1, 
qu  on  doit  avoir 

& ar/6'  . 3^Z)' 

-etc.  = o (a). 


dx  dx* 


et 


3? 

^ ~ U*?  etc-/.y + 

(-_  — etc.^ty.}-  etc. .......  (i). 


Différentiant  l’équation  (a)  , on  scelle 
d£^  _ ud*C  , Sd3/?' 

dx 


dx*  ’4~  dx? 


etc.  = o. 


qui  étant  ajoutée  à l’équation  (5S7)  , donne  celle 

- ~ $.d?iy 

"~dx*~  — etc-  = 0(571), 


rfa<7 



"3^ 

qm  est  l’équation  de  condition  d'intégrabilité  de  U 
dans  i état  de  la  question  proposée. 

p.^54-  N™8  rallons  exam>ner  le  cas  où  la  formule 
différentielle  U ne  serait  que  du  premier  ordre.  II 
est  clair  que  dans  ce-cas  là,  les  termes  de  1 équation 
(a) (art.  55i)  affectés  de  C , D' . . .sont  tous  égaux  à 

zéro:  car  ai  seulement  le  troisième  terme  —S-X0u 

dx* 
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<yy(  art.  545)  existait , il  s’ensuivrait  que  la  varia- 
tion SU  de  U serait  une  formule  différentielle  du  se- 
cond ordre , ce  qui  ne  peut  être  lorsque  U n’est  que 
du  premier  ordre  , puisque  la  variation  n’altère  en 
rien  l’ordre  de  différentielle. 

Il  suit  de  là , que  dans  le  cas  où  U est  une  fonction 
différentielle  du  premier  ordre  , l'équation  de  condi- 
tion (571)  se  réduit  à celle 

A = 0 (a),  * 


dB* 

et  l’équation  (567)  devient  = 0,  d’où 
B' 


dx 


■(A). 


en  représentant  par  a une  tonstante.  Ainsi  cette  der- 
nière équation  {b)  est  celle  qui  satisfait  à la  question 
du  maximum  ou  minimum  de  fU. 

w\f 

555.  Puisque  — est  égale  à une  constante  a , il 
est  clair  qu’aux  première  et  derniere  limites,  on  aura^ 

=©.=“■  l'éq“,,°°  “x 
mites  (570)  , se  réduira  dans  le  cas  présenté  celle 

a (Sy,  — <fy.)  = o (57a) 

Exemple.  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre 
des  termes  donnés  sur  un  même  plan. 

Quelle  que  soit  la  ligne  cherchée , nous  savons  que  sa 
longueur  absolue  entre  des  termes  donnés,  est  l'inté- 
grale de  l/2y*  -j-  dx*  prise  entre  ces  deux  limites  [art. 
529  , forni.  (55a)]  ; donc 

U z=zÿdy%  -f-dx* (a) 
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et  fU=  f[/ dy* dx*  doit  être  un  minimum,  ce  que 
nous  jugeons  pouvoir  toujours  s’obtenir  d'après  la  forme 
de  la  valeur  de  U qui  est  du  premier  ordre , et  ne 
renferme  pas  la  variable  primitive^  (art  554).  Variant 

l’équation  (a),  il  vient  il!  = — ■ — ^ dày,  donc 

[/dy^+dx* 

B'  dy  , , 

£2  ~ ~/-j  , , ===  — a [equat.  (o)  art.  554]  » d’où  on 


\/  dy * + dx 2 


tire  -rï  — °_ 


dx 


V 1—  à- 


, et  intégrant  il  vient 


ax 


{/  i — a1 


~hc (i), 


cé  qui  est  l’équation  d’une  ligne  droite  formant  avec 
l’axe  des  abscisses  , un  angle  dont  la  tangente  trigo- 
. , a 

nometnque  est  ^ - , et  dont  conséquemment  le 

sinus  est  a;  ainsi  représentan^par  a.  cet  angle  , l’équa- 
tion aux  limites  est 

sin  ty,)=° (c) 

féquat.  57a]  ; or  , si  les  termes  donnés  entre  lesquels 
on  doit  mener  la  plus  courte  ligne  possible,  étaient 
deux  points  fixes,  alors  les  ordonnées^,  et^,  des  li- 
mites étant  invariables,  on  aurait  <ty,  = 0 et  <tya=o; 
ainsi  l’équation  des  limites  (c)  seroit  satisfaite.  Mais 
dans  tous  les  autres  cas , on  ne  satisfera  à l’équation  (e) 
des  limites,  qu’en  faisant  — <fya  = o , ce  qui  in- 
dique que  les  droites  sur  lesquelles  sont  prises  les  plus 
courtes  distances  sont  parallèles;  ou  en  faisant  sin  «=o, 
d’où  et~  o;  ce  qui  indique  que  les  droites  successives 
6ur  lesquelles  on  prend  les  plus  courtes  distances  sont 
parallèles  à l'axe  des  abscisses. 
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556.  Lorsque  les  coordonnées^,  et  y,  sont  des  limites' 

déterminées,  ainsi  que  les  coefEciens  différentiels 

■ . . . , *r~ . • • • • alors  il  «st  clair  que  les  va- 

dx%,  ax\  ai’1,  n 

riations  de  toutes  ces  quantités  étant  nulles , l’équation 
aux  limites  (570)  est  satisfaite  d’elie-rueme  sans  con- 
dition ; c’est  ce  que  nous  avons  vu  avoir  lieu  dans 
l’exemple  de  l’article  précédent , lorsque  les  ordonnées 
des  limites  sont  données  , c’est-à-dire  lorsqu’il  ne  faut 
trouver  que  la  plus  courte  distance  entre  deux  points 
donnés. 

Si  au  contraire  aucune  des  valeurs  précédentes  cor- 
respondantes aux  limites  n’était  donnée , alors  il  fau- 
drait égaler  dans  l’équation  (572)  chaque  coefficient' à 
zéro  , ce  qui  donnerait  autant  d’équations  de  condition 
qui  devraient  être  satisfaites  en  même  temps,  pour  que 
le  problème  des  extrêmes  grandeurs  pût  être  résolu. 
Enfin  si  une,partie  de  c*s  quantités  relatives  aux  li- 
mites , était  donnée  soit  immédiatement,  soit  par 
une  équation  de  relation  qui  existerait  entre  elles  , 
dans  le  temps  que  les  autres  resteraient  arbitraires , 
il  faudrait  réduire  le  nombre  des  variationsdes  quan- 
tités^,,y»,  • • au  plus  petit  nombre  pos- 

sible , et  égaler  à zéro  les  coefficiens  de  chacune  de 
«elles  qui  restent  indéterminées. 
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CHAPITRE  III. 

1 

De  la  méthode  des  variations  dans  les  ques- 
tions de  maxima  au  miniroa  entre  des  li- 
, mites  variables  , et  en  ne  considérant  toujours 
que  les  fonctions  différentielles  a deux  va- 
riables. 

Nous  n’avons  considéré  jusqu’à  présent  que  les  cas 
où  les  ordonnées  des  limites  sont  à des  distances  fixes 
de  l’axe  des  ordonnées , mais  il  arrive  la  plupart  du 
temps  qu’on  est  obligé  dans  les  questions  d’extrêmes 
grandeurs,  de  faire  variera:  eu  même  temps  que  y. 
Nous  allons  nous  occuper  dans  ce  chapitre  de  ces  deux 
variations  simultanées. 

557.  En  suivant  le  calcul  des  articles  55o  et  55 1 , 
il  est  aisé  de  voir  que  si  on  avait  opéré  par  rapport 
aux  différentielles  , comme  on  l’a  fait  par  rapport  aux 
variations  , qu’ensuite  on  eût  représenté  par  Y le  coef- 
ficient de  iy  dans  l’équation  (e)  de  l’article  55 1,  et 
respectivement  par  Y',  Y"  , Y*....  les  coefficiens  de  Jy , 
dSy  , d^l'y. . . . entre  les  accolades  et  sous  le  lien  de 
la  caractéristique  générale  d , on  aurait  et»  l’équation 

d U=Ydy+d[Y'dy+Y"dy+YatPy  -f  etc.] . . . (a) , 

dans  laquelle  dx  a été  considérée  comme  constante 
et  dy  comme  variable.  Mais  si  on  avait  opéré  en  sens 
inverse  , e’est-à-dirc  si  on  avait  considéré  dy  comme 
constante  et  dx  comme  variable,  on  aurait  eu  une 
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équation  de  la  forme  dU = Y,  dx  +dô,  dans  laquelle 
Y,  représente  un  polynôme  analogue  à celui  représenté 
par  Y dans  l’équation  (a)  , et  8 représente  un  polynôme 
ordonné  par  rapport  aux  ordres  de  la  différentielle 
de  x , analogue  à celui  ordonné  par  rapport  aux  ordres 
de  la  différentielle  dey»  renfermé  entre  crochets  dans 
l’équation  (a).  .Donc  si  on  fait  varier  simultanément 
y et  x dans  le  sens  des  différences,  on  aura 

dU  — Ycfy-t-  Y ,dx  + dm (é), 

en  représentant  par  tout  le  polynôme  renfermant 
les  différentielles  de  tous  les  ordres  de  x et  y jusqu’à 
celui  a de  U.  Or  de  l’équation  (b)  , on  tire  celle 
U — -w  =/(Ydy  -}-Y,dx)  , qui  ne  peut  avoir  généra- 
lement lieu  qu’en  faisant 

Ydy+  Y, dx=  o (c)  ; 

puisqu’il  n’y  a que  des  cas  particuliers  qui  pourraient 
rendre  Y dy-\-  Y ,dx  une  formule  différentielle  exacte. 
Cela  posé,  la  formule  (e)  de  l’article  55 1 dans  laquelle 
on  n’a  pas  fait  varier  x,  étant  mise  sous  la  forme 
SU—YSy  -f-  d-v,  on  aura  pour  le  cas  où  x seule  varie, 

SU  — — Y ^ Sx-{~dw',  à cause  de  Y, — — Y ^ 

féquat.  (c)]-  Donc  y et  x variant  simultanément  dans 
le  sens  des  variations  <f  ; il  viendra  l’équation 

SU=Y(Sy—&Sx')  + d (v  + *0...  • (<9 

qui,  comme  nous  l’ayons  démontré  à l’article  55 1 , ne 
pourra  généralement  satisfaire  à l’équation  SU  — o , 
qui  doit  avoir  lieu  pour  les  extrêmes  grandeurs  àefU, 
qu’en  tant  qu’on  aura  Y =o,  ce'  qui  est  l’équatioù 
(567).  Ainsi  l’équation  générale  du  maximum  et  dù 
minimum  est  la  même , soit  qu’on  ne  fasse  varier  que 
y t soit  qu’on  fasse  varier  simultanément  y et  x. 


1 
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L’équation  Y—o  réduit  celle  [d)  à l'équation 
SUz=d  (-tr-j-'®') , niais  Su—  fSU  , donc 


Su  =r  -w  + tt' (e). 

« 

Comparant  l’équation  [d)  avec  celle  (e)  de  l’article 
55i  , on  voit  d’abord  que  Y multipliant  seulement  Sy 

dy 

dans  l’équation  (e)[art.  55i],  et  multipliant  Sy — ^ Sx 
dans  le  cas  où  l’on  fait  varier  simultanément  x et  y , il 

Wy 

faudra  substituer  de  même  jy  — ^ Sx  à la  place  de 


Sy  dans  la  valeur  de  Su  [équat.  (e)3  ; mais  d’un  autre 
côté,  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve  que  la  va- 
leur de  Su  dans  le  cas  que  nous  traitons  actuellement , 

a augmenté  de  x-  ; donc  si  nous  représentons  par 

CL. T 


F [Sy)  la  valeur  de  Su  lorsqu’on  ne  fait  varier  que^, 
nous  aurons,  lorsque  nous  ferons  varier  simultanément 


y et  x,  la  valeur  de  Su  qui  sera  F 


558.  Dénotant  comme  dans  le  chapitre  précédent,  les 
quantités  qui  appartiennent  aux  première  et  dernière 
limites  , on  aura  de  même  l’équation  aux  limites  qui 
sera  Su,— -Su»  = o j et  si , comme  cela  arrive  souvent , 
les  deux  limites  sont  indépendante»  l’une  de  l’autre  , 
-on  aura  séparément  Su,  = o et  Sui  = o. 


Exemple.  Trouver  la  plus  courte  distance  entre 
deux  lignes  données , et  tracées  sur  un  même  plan.  • 
Cet  exemple  diffère  de  celui  de  l’article  555 , en  ce 
que  nous  y supposions  que  les  deux  termes  entre 
lesquels  il  fallait  mener  la  plus  courte  ligne,  étaient 
d’abscisses  constantes,  tels  que  deux  points  ou  deux 
droites  perpendiculaires  à l’axe  des  x,  et  qu’ici  les 
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deux  termes  étant  deux  lignes  quelconque?,  courbes  ou 
droites  inclinées  sur  l’axe  des  x , les  abscisses  varient 
exi  même  temps  ; mais  puisque  dans  l’un  et  l’autre 
cas  on  a Y = o [équat.  (567]  , nous  en  conclurons  que 
dans  cet  exemple  , comme  dans  celui  de  l’article  555, 
la  plus  courte  distance  cherchée  est  une  ligne  droite; 
ainsi  nous  n’avons  à nous  occuper  que  de  l’équation 
des  limites,  et  de  la  manière  dont  la  droite  qui  est  le 
minimum  des  distances , doit  couper  les  deux  lignes 
données  qui  la  terminent. 

T>r 

Nous  avons  trouvé  à l’article  555  , que  ~r-  =s 
dy  ■ ix 

, donc  dans  le  cas  où  y varierait  seule , on 


l/(  dy'+dx1) 
aurait  Ju  — — 


= ty  [équat.  (570)]  ; d’où  nous 


+ dxÀ 

conclurons  que  dans  le  cas  où  y et  x varient  simul- 


tanément , on  a du 


(art'  » et  ^a'8ant  les  multipli- 
cations et  réductions  nécessaires , il  viendra 
y^dyly+dvlx 


Cela  posé,  soient 


V dy*  -f-  dx' 


(b)...  .y=f(x)  et  y = F(x) . . . . (c)  , 

les  équations  des  deux  lignes  qui  doivent  terminer  la 
plus  courte  distance  de  l’une  à l’autre  , et  supposons 
de  plus  qu'elles  soient  indépendantes  l’une  de  l’autre  , 
ce  qui  donnera  pour  la  première  limite  [équat.  (ù)J , » 

du,  = dyjy,  + dx^x,  = o ....  (J)  : 
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or,  l’équation  (i)  étant  successivement  différentiée  et 
variée  , donne  dy  —f  (x)dx  et  ïy—f(x)£x  \ élimi- 

nant^'  (x)  entre  ces  deux  équations,  on  a — = ^ » 
et  à cause  que  cette  équation  appartient  à ia  pre- 
mière limite  £équat.(i)3  ,on  aura  » a'ns*  1* 

tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la 
tangente  de  la  courbe  au  point  où  elle  est  rencontrée 
par  la  plus  courte  distance , étant  représentée  par  t , 
on  aura 

'=& 


Mais  de  l’équation  ( d)  qui  est  relative  à la  plus  courte 

distance,  on  tire  ^i-  = — donc  représentant  par 

T la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la 
droite  sur  laquelle  est  prise  la  plus  courte  distance 

avec  l’axe  des  x,  il  viendra “1  = — et  substi— 

dx,  / 

tuant  cette  valeur  dans  l’équation  (e)  , on  aura  celle 


Tt+  1 =o (/), 

ce  qui , comme  on  le  sait , est  le  caractère  des  droites 
perpendiculaires  entre  elles  (Biot,  art.  3a). 

On  démontrerait  de  même,  que  représentant  par  t' la 
tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la  tan- 
gente de  la  courbe  de  l’équation  (c)  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  la  ligne  de  la  plus  courte  distance , 
on  a / 

Tt'  -f-  1 =o (g); 


don^la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  entre 
deux  lignes  données  est  normale  à ces  deux  lignes , 
et  par  conséquent  les  tangentes  qui  contactent  les 
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deux  courbes  dans  les  deux  points  les  plus  voisins/ 

sont  parallèles  entre  elles. 

Pour  mettre  en  exécution  la  recherche  de  la  plus 
courte  distance  entre  deux  courbes  données  , on 
prendra  dans  leurs  équations  respectives  , la  valeur  de 

en  fonctions  d’une  seule  des  deux  variables  x ou  y , 

on  égalera  ces  deux  valeurs  de  , ce  qui  donnera  les 

coordonnées  du  point  de  l’une  de  ces  deux  courbes, 
par  exemple  la  première  , où  doit  passer  la  ligne  de 
la  plus  courte  distance  (*)  ; ensuite  on  trouvera  l’é- 
quation y =2  Tx  -f  c de  cette  dernière  ligne  , soit  en 
calculant  l’équation  de  la  normale  de  la  première 
courbe  (art.  1 15)  , soit  en  calculant  directement  T par 
le  moyen  de  l’équation  (f)  , et  cherchant  la  valeur  de  c 
d après  la  condition  que  la'  droite  en  question  passe 
par  le  point  où  elle  rencontre  la  première  courbe  , et 


i i 

(*)  Il  semble  qu’on  ne  devrait  égaler  les  valeurs  de  — - prises  dans 

les  équations  des  denx  courbes,  pour  en  déduire  celles  des  coor- 
données y et  x en  quantités  constantes,  qu’en  tant  qu’on  consi- 
dérerait un  point  commun  à ces  denx  courbes,  et  c’est  ce  qui 
n a pas  lieu  dans  ce  cas- ci.  Mais  si  on  imagine  que  la  courbe 
F'g'  -*■  EQG  dont  la  pins  courte  distance  A celle  BCD  est  CF , se 
meut  de  manière  que  le  point  F de  la  première  de  ecs  courbes 
glisse  le  long  de  FC  ; il  est  évident  que  quand  le  point  F sera 
sur  celui  C , il  n'y  aura  que  ce  point  de  contact  entre  les  deux 
courbes , donc  la  tangente  FI  se  confondra  avec  celle  CH,  et  le  calcul 
précèdent  donnera  les  coordonnées  du  point  de  contact  C ; Or  ce 
poinfC  qui  appartient  à la  courbe  BCD  , reste  le  même  , soit  que 
la  courbe  EFG  eootactecelle  BCD,  soit  qu’elle  se  trouve  Ji  la  instance 

CF  ; donc  en  égalant  les  deux  valeurs  de  on  a,  dans  tous  les  cas, 

les  coordonnées  dupoint  C le  plus  voisin  de  la  courbe  EQG. 
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dont  les  coordonnées  sont  déjà  déterminées.  Combi- 
nant l’équation  de  la  ligne  de  la  plus  courte  distance 
avec  celle  de  la  seconde  limite  [équat.  (r)J,  on  aura 
les  coordonnées  du  point  de  cette  dernière  ligne  qui  est 
le  plus  voisin  de  la  première  limite. 

Soit , par  exemple,  proposé  de  trouver  la  plus  courte 
distance  de  l’arc  de  cercle  BCD  ayant  pour  équatioif  FiR  ^ 
y = [/  i — x r* , à l’arc  de  parabole  EQG  ayant  pour 
équation  ( y — 3)“=  J (x — ^).  De  l’équation  du  cercle 

on  tire  ^ = — -X  — ; celle  de  la  parabole  donne 
d*  V/i—  x*  v 


dy: 

3x 


i 


égalant  ces  deux  valeurs , on  a 


l/3(4r— i)’ 

l’équation  du  troisième  degré  îax3 — ax® — i=o 

, , . i ± V — 5 

dont  les  trois  racines  sontx-=  o,  5 et  x =: ^ ; 

ces  deux  racines  imaginaires  prouvent,  ce  qui  est 
évident  de  soi-même  et  doit  toujours  avoir  lieu,  qu’il 
ne  peut  y avoir  qu’un  point  de  chacune  dei^wurbes 
qui  satisfasse  à la  condition  du  minimum  des  SBnces. 
Substituant  la  valeur  réelle  de  x dans  l’une  ae  celles 

de  , par  exemple  la  première , on  trouve  ~ ou 

t= y = ; et  mettant  cette  valeur  dans  l'équation 

Tt  -j-  i =o  , on  a T—yZ)  donc  l'équation  de  la 
droite  des  plus  courtes  distances  est  y = x\/Z-\-  c $ 
mais  au  point  C où  cette  droite  rencontre  l’arc  de 
cercle  , on  a x = o , 5,  d’où  y=  donc 

et  l’équation  de  la  ligne  ACFM  est  y = x[/Z  ; ce® 
quoi  on  devait  s’attendre  d’avance  , puisqu’étant  nor- 
male au  cercle  , elle  doit  passer  par  son  centre.  Com- 
binant cette  dernière  équation  avec  celle  de  la  para- 
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bole  pour  trouver  le  point  F ,.on  a x=:  1,4  etxr =u/a; 
La  première  seule  de  ces  deux  valeurs,  satisfait  à la 
question , en  donnant  l’abscisse  du  point  F de  la  para- 
bole le  plus  voisin  du  cercle  ; la  seconde  valeur  de 
x est  l’abscisse  du  point  M où  la  ligne  des  plus  courtes 
distances  rencontre  la  branche  supérieure  de  la  pa- 
rabole. 


CHAPITRE  IV. 

p 

0 

Extension  de  lu  méthode  des  variations  dans 
le  cas  ou  la  fonction  différentielle  proposée 
est  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
de  variables. 


55g.  A.  AISANT  pour  abréger  dans  l’équation  (e)  de 
]’aiti^fct)5i  ,1e  coefficient  de  hors  du  lien  de  d — Y, 
et  re^Kentant  respectivement  les  côefficiens  de  Sy  , 
diy  etc.  sous  le  lien  de  J,  par  Y' , Y"  etc  -,  cette  équa- 
tion (e)  deviendra 

ÏU  = Yèy  -f-  d[Y'ïy  + Yudïy  + etc. } (a). 


et  si  , comme  nous  l’avons  démontré  dans  le  chapitre 
précédent*,  x est  variable  dans  le  sens  caractérisé  par 

$ , il  faudra  substituer  Sy  ■ — à Sy , et  ajouter 

VSx 


Si,  actuellement  nou3  considérons  le  cas  où  U est 
fonction  des  trois  variables  x , y,  z,  ainsi  que  de  leurs 
différentielles  , en  supposant  toujours  que  x varie  uni- 
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fermement  dans  le  sens  caractérisé  par  A;  alors  la 
valeur  de  la  différentielle  proposée  pouvant  être  mise 
sous  la  forme 


u = x> + B J£+c  % + etc- + QZ + 


+ c5J“+etc- 


• (573) , 


il  est  clair  qu’en  considérant  d’abord  x comme  inva- 
riable dans  le  sens  caractérisé  par  J' , on  aura , par 
des  calculs  analogues  à ceux  qui  nous  ont  conduit  à 
l’équation  (e)  de  l’article  55 1 , celle 


J~U=Yïy  -f-  Zlz  -f-  d{Y'dy+YttdSy  + etc. 

4-  Z'tz  4-  ZWs  4-  eto. } (b)  ; 

dans  laquelle , d’une  manière  analogue  aux  quantités 
représentées  par  Y , Y',  Y". . . * 


on  a 


z-as?— *• 


etc. 


En  examinant  l’équation  ( b ) , il  est  aisé  de  voir  que 
la  quantité  YSy  4-  ZJ'z  ne  pouvant  etre  une  différence 
exacte  tant  que  ày  et  «Ta  ont  des  valeurs  arbitraires , 
doit  être  nulle  d’elle-méme  -,  on  aura  donc 

Yïy  + Ztz  = o (574)  , 

ce  qui  est  l’equation  générale  des  maximis  et  mi— 
nimis. 

56o.  S’il  n’y  a aucune  relation  donnée  entre  y et 
z pour  une  même  valeur  dex,  alors  leurs  variations 
Sy  et  i'z  étant  indépendantes  entre  elles,  il  faudra 
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pour  satisfaire  à l’équation  (5j4)  > faire  séparément 

{Y  —O  et  Z=o}  . . . .(575)  , 

et  ces  deux  équations  entre  x,  y , z serviront  à trouver 
les  valeurs  de^  et  z en  fonctions  de  x qui  satisfont 
à la  question  de  maximum  ou  minimum  proposée. 

56i.  Mais  si  par  les  conditions  du  problème,  on  a 
entre  les  trois  variables  x , y , z une  équation 


F O.  .y  , z)~o (a), 

alors , en  supposant  toujours  x invariable  dans  le  sens 
J" , il  faudra  varier  l’équation  (a)  par  rapport  à y 
et  z,  et  substituer  le  rapport  qu’on  en  déduira  de^y 
à <fz  dans  l’équation  aux  extrêmes  grandeurs  (574)  > 
ce  qui  donnera  une  équation  sans  variations  qui , com- 
binée avec  l’équation  (a),  donnera  les  valeurs  de  y et 
z en  fonctions  de  x.  Ainsi  en  représentant  par  F00  Je 
coefficient  de  S'y  lorsqu’on  a varié  l’équation  (a)  par 
rapport  à y seule , et  par  FW  Jg  coefficient  de  fi 
dans  la  variation  partielle  de  (a)  par  rapport  à a,  on 
aura  l’équation  FW<fy  -J-  F W<fz=  o ; et  éliminant  entre 

J'y 

cette  équation  et  celle  (574)  la  quantité  , il  vien- 

à Z» 

dra  L’équation 

y F W — ZFOO  — O (576) , 


qui  , combinée  avec  celle  (a)  , donnerales  valeurs  res- 
pectives de  y et  z en  fonctions  de  x. 

56a.  L’équation  (574)  réduit  le  second  membre  de 
celle  (6)  de  l’article  55q  à la  seule  quantité  qui  est 
entièrement  sous  lelien  dedj  donc  à cause  de  Su=fSU 
(art.  55o)  , on  aura 

Su  = YJy  -f-  Y "dSy  + etc.  +Z'J‘z  -f-  Z"dSz 
4*  etc (577). 

Mais 


* 
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Mais  ici,  comme  à l'article  55a , on  prouvera  que  l’é- 
quation aux  limites  doit  être  Sut  — Sit%  =0  £éq.  56q]  ; 
donc  dénotant  de  même  qu’à  l’article  cité,  les  quantités 
appartenantes  aux  première  et  dernière  limites  de  l’ex- 
trême grandeur  cherchée,  on  aura  pour  équation  aux' 
limites  , 


Y'<5y,-f-Yîd/y,-4-etc.4-Z|<}'21+Z''f/^z;1-j-  etc.  — 
Yj<Tya — Y"  J<ty, — etc. — Z!,<fz,-Z"cWza — etc. =0..  (5j8). 

563.  En  supposant  actuellement  que  x varie  aussi 
dans  le  sens  de  S , nous  démontrerions  dé  même  que 
nous  l’avons  fait  à l’article  557  > ’il  faut  substituer 

) • / c/v 

dans  l’équation  (57 4)  les  quantités  Sy  — - Sx  et 


dz 

i~z — ^ lfl  place  des  respectives  S y et  Sz  , ce 

qui  donne  dans  ce  cas-là , pour  équation  des  extrêmes 
grandeurs  celle 


à laquelle  on  ne  pourra  satisfaire  s’il  n’y  a aucune 
relation  donnée  entre  y et  z , que  par  le  moyen  des 
équations  (575)  ; ainsi  dans  ce  cas-là  , la  variation  de 
ardans  le  sens  caractérisé  par  n'influe  en  rien  sur  la 

quantité  d’extrême  grandeur  qui  satisfait  à la  ques- 
tion. , 

De  même  s’il  y a entre  les  trois  variables , l’é- 
quation F(x,y,  z)=o,  celle-ci  étant  successive- 


ment dilferentiée  et  variée  , donne 

«.  « 

Fxdr  4-  F ydy  -f-  F Zdz  — o .(b) 

FOhfcr  + FOOfy  4-  F — o tc)  » 

enrepré«entantpar  Fxdja  ,Ffdy , F ldz  les  différentielles 
partielles  effectuées  de  F (x,  y,  * ) , et  par  FWfï  , 
a.  5fl 
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FWJy,  FC^Jz  les  variations  partielles  effectuées  de  la 
même  quantité.  Mais  il  est  évident  que  l’algorithme 
du  calcul  des  variations  étant  le  meme  que  celui  des 
différences  , les  coefficiens  de  dx,  dy>  et  dz  dans 
l’équation  (è)  , seront  respectivement  identiques  avec 
ceux  de  <fx,  S'y  et  Sz  dans  l’équation  (e)  ; donc  éli- 
minant FJ=FW  entre  les  deux  équations  précédentes, 
on  aura  celle 


et  éliminant  entre  cette  dernière  équation  et  celle  ( a ) , 

r 

la  quantité  ^ , on  retrouvera  1 équation 

Sz Sx 

dx 

(5y6)  : donc  , soit  que  x varie  ou  ne  varie  pas , on 
aura  toujours  la  même  quantité  d’extrême  grandeur  qui 
satisfera  à la  question  ; ainsi  la  variation  de  x dans  le 
sens  caractérisé  par  S , n’influe  que  sur  l’équation  aux 
limites. 


564-  Pour  faire  une  application  de  cette  théorie  , 
proposons-nous  de  trouver  la  plus  courte  distance 
entre  deux  termes  placé+dans  t espace . 

Nous  avons  vu  à l’article  53i  que  la  longueur  ab- 
solue d'une  ligne  dans  l’espace  est  J' y/ dx‘1-\-dy*-\-dz,‘, 
ainsi , d’après  l’état  de  la  question  .,  cette  quantité  que 
suivant  la  notation  actuelle  nous  représentons  par  u 
ou  j~U , doit  etre  uji  minimum. 

Variant  l’équation  U xz  dx*- f-  dya  -j-  dz * , en  con- 

■idérant  d’abord  x comme  invariable  dans  le  sens  ca- 


...  » „ Tr  dydSy-+-  dzdSz 

racterise  par  S , on  a S U = • — jj ; 


mais 
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dydây=d(dyS'y) — tydy  et  dzctfz=d(dzfz)S'zd1z  ; 
donc 

Jv_  hdy  — Szd'z  t d[dyiy+dzti}  ^ 

# 

ce  qui  donne  pour  l’équation  générale  du  minimum 

jj-fy  + ^5  = o (i)  [ forra.  (074) . 

Ainsi  en  supposant  qu’il  n’y  a aucune  équation  de 
relation  entre  x,  y et  z , on  satisfait  à l’équation  (a) 

en  faisant  ‘-jj  — ° et™— 0 [ équat.  ( 5y5)]  , d’où 

dy  — o et  d*z  =s  o , et  intégrant  il  vient  les  deux 
équations 

{yz=ax+  b et  z = a'x-\-bf^ (c), 

en  représentant  par  a , b , a! , b'  des  constantes  in- 
déterminées : donc  la  plus  courte  distance  demandée 

est  une  ligne  droite.  

L’équation  des  limites  déduite  de  l’équation  (o)  est 

(djatyI+dz,/ïJ=o...(J)[équat.  (578)] , 

et  si  ces  deux  limites  sont  indépendantes  l’une  de 
l’autre,  on  aura  séparément 

=0  et  /u3  = o ; ou  dyjy,  -f-  dz,ïz,  =0 (t>) 

et  dyJy*  + dzjzi  — o (/) . 

Ces  équations  se  vérifient  d’elles-mèmes  , si  les  deux 
points  entre  lesquels  on  veut  mener  la  plus  courte 
distance  sont  fixes  et  déterminés  , puisqu’à  ces  points 
on  a les  variations  de  leurs  coordonnées  y et  a milles. 

Mais  si  les  limites  de  la  plus  courte  distance 
sont  des  lignes  courbes  données,  alors  il  est  clair 
qu’il  faudra  faire  varier  en  même  temps  x,y,  z c» 

- 3a.. 


t 
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qui  n’influera*  en  rien  sur  les  équations  (c)  (art  563) 
et  n’influera  que  sur  les  équations  des  limites (e),  (/). 
Pour  avoir  dans  ce  cas-là  ces  équations,  considérons 

celle  S u'=  ^ <^^z‘  dans  laquelle  il  faudra,  comme 

nous  l'avons  dit  précédemment , substituer  à Sz 

Jes  quantités  respectives^ — t~x , S~z — — <Tx  et 

ajouter  - » ce  qui  donnera,  toutes  réductions  faites, 

. dyi-y  -f-dz,<Tz-f  drSx  . . 

gxi  — -,  ainsi  considérant  toujours 

LJ  • 

les  limites  comme  indépendantes  l’une  de  l’autre  , on 
aura,  après  a voir  divisé  par  dx , les  deux  équations 

dj,  dx, 

dz%  K K /J  \ 

(«)• 


ïz,  — îx,  = 0. 


■(S) 


O. 


Or,  ne  nous  occupant  que  de  la  première  de  ces 
équations  , car  ce  que  nous  dirons  pour  la  première 
lieu  pour  la  seconde  ; nouj  obser- 
va , . , 

, sont  respectivement  les  tan- 
gentes trigonométriques  des  angles  que  forment  avec 
l’axe  des  x , les  projections  de  la  plus  courte  distance 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  ; donc  représentant  la 
tangente  du  premier  de  ces  angles  par  T,  et  celle  du 
second  par  7V , l'équation  (g)  deviendra 


limite  a également 
dy, 

verons  que  et 


T J'y,-}-  T' iz, — =o (i)  ; 


cela  posé  , représentant  par 

et  *=/'(*)} (*)> 

les  équations  de  la  première  limite  , et  opérant  suc- 
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cessivement  par  voie  de  différentiation  et  de  variation 
sur  ces  deux  équations  , comme  nous  l’avons  fait  sur 
l’équation  (ù)  de  l’article  558  , il  viendra 

{*.=4+  « *.=  £+}•••«. 


dv, 


dz, 


€ 


Mais  et  représentent  respectivement  dans 

ces  deux  équations,  les  tangentes  trigonométriquesdes 
angles  formés  avec  l’axe  des  x par  les  ^ojections  de 
la  tangente  à la  première  limite  sur  le  plan  des  yx 
et  des  xz  ; donc  représentant  par  t la  première  tangente 
trigonométrique  , et  par  t' la  seconde,  les  équations  (/) 
se  réduiront  à celles 

{ iyt  = fj\r,  et  «Tz,  = t'âxl } (m) , 

anslesquellesil  est  évident  que  «Ty, , Jz,  et  J~x,  ?ont 
es  variations  respectivement  identiques  avec  celles 
dénotées  de  même  dans  l’équation  (t),  puisque  les  coor- 
données de  la  plus  courte  distance  et  de  la  première 
limite  , étant  identiques  au  point  où  la  première  de  ces 
lignes  rencontre  la  seconde,  il  est  clair  qu’à  un  autre 
point  de  la  première  limite  où  elle  sera  rencontrée  par 
une  ligne  de  plus  courte  distance  qui  est  une  varia- 
tion de  la  première  , les  coordonnées  y , , z,  et  x,  du 
premier  point  auront  éprouvé  les  mêmes  variations 
jy,,  ^z,et  S'x,  : nous  pouvons  donc,  d’après  cela,  subs- 
tituer les  valeurs  de  «Ty t et  <fz,  données  par  les  équa- 
tions (m)  dans  l'équation  (i),  ce  qui  donnera  celle 
( Tt  + T’t!  + 1)  S'x,  ~o , 

laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  de  la  va- 
leur de  «Tôt,  , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu’en 
faisant 

71+  7Y+i=:o,  ’ ’ 

équation  qui,  comme  on  le  sait,  est  le  caractère  de 


/ 
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]a  perpendicularité  de  deux  droites  qui  se  rencontrent 
dans  l’espace  ( ffiot  ; art: 45)‘>  donc  la  ligne  des  plu# 
courtes  distances  est  perpendiculaire  à la  tangente  de 
la  première  limite  : on  démontrera  exactement  de 
même  , qu’elle  est  aussi  perpendiculaire  à la  seconde 
limite.  Donc  généralement  la  plus  courte  distance 
entre  deux  lignes  quelconques  dans  l’espace,  est  la 
droite  qui  cou]/e  à angles  droits  ces  deux  lignes. 

Si  on  enveloppe  ces  limites  par  des  surfaces  , et  qu’on 
fasse  passeras  plans  par  les  deux  tangentes  que  nou* 
avons  considérées  , il  est  clair  que  ces  deux  plans  f 
perpendiculaires  sur  une  même  droite , seront  pa- 
rallèles entre  eux  : donc  la  plus  courte  distance  entre 
deux  surfaces , est  égale  à la  distance  des  deux  plans 
respectivement  tangens  à ces  deux  surfaces , qui  sont 
parallèles  entre  eux.  > J 

565.  Ces, premiers  principes  du  calcul  des  variations, 
que  j’ai  rendus  les  plus  simples  possibles,  étant  bien 
médités  et  entendus  par  le  lecteur,  il  pourra  lire 
avec  fruit  les  ouvrages  de  Lagrange  sur  cette  brancha 
d’analyse  que  les  bornes  de  cet  Ouvrage  m’empêchent 
de  poursuivre  plus  loin.  Je  finirai  seulement  par  ob- 
server que  la  seule  comparaison  des  équations  (568), 
dans  le  cas  de  deux  variables  , et  (677)  dans  le  cas 
de  trois  variables,  fait  aisément  avoir  la  forme  des 
équations  analogues  pour  un  plus  grand  nombre  de 
variables , et  par  conséquent  ce  que  doivent  être  les 
équations  générales'  des  extrêmes  grandeurs  , et  de# 
limites  pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 


« 
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Calcul  intégral  aux  différences  , et 
application  de  ce  calcul  à celui  de 
la  sommation  des  séries. 


CHAPITRE  I». 

Règles  fondamentales  et  intégration  des  fonc- 
tions aux  différences  du  premier  ordre  algé- 
briques et  transcendantes  à une  seule  variable. 

556.  JliE  calcul  dont  nous  allons  nous  occuper  , et 
qui  s'appelle  aussi  Calcul  inverse  des  différences , est , 
relativement  à celui  aux  différences , ce  qu'est  le  Calcul 
intégral  proprement  dit , relativement  au  Calcul  dif- 
férentiel , c’est-à-dire  qu’il  a pour  objet  de  remonter 
des  différences  aux  quantités  primitives,  ainsi  AX  étant 
la  différence  d’une  fonction  quelconque  variable,  son 
intégrale  est  X. 

567.  On  se  sert  pour  indiquer  l’intégration  aux 
différences  de  la  lettre  caractéristique  X;  ainsiXAX  — X. 
* Quelquefois  la  formule  qui  est  sous  le  lien  de  X ne 
renferme  pas  la  caractéristique  A , mais  elle  y est  sous- 
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entenÜue'.  par  exemple,  ZX  doit  être  prise  comme 
l’intégrale  d’une  quantité*  dont  la  différence  est  X, 
c’est-à-dire  qui  s’accroît  de  X lorsque  x , dont  Xest 

une  fonction,  augmente  de  sa  différence  Ar. 

• * 

568.  De  ce  que  les  constantes  combinées  par  voie 
d’addition  ou  de  soustraction  avec  les  variables , dis- 
paraissent lorsqu’on  prend  la  différence  d'une  fonction 
variable  (art  7)  , il  suit  évidemment  que  l’intégration 
aux  différences  d’une  formule  , admet , comme  dans 
le  Calcul  intégral  aux  différentielles  , des  constantes 
arbitraires  qu’on  détermine  ensuite  d’après  certaines 
conditions  de  la  question  qui  adonné  lieu  à cescalculs. 

56q.  Puisque  A(AX)  = A AX  , on  en  conclura  que 
ZAAX  = AZA X , et  que  conséquemment  lorsque  la 
formule  aux  différences  qu’on  veut  intégrer^  un 
facteur  constant  , on  peut  passer  ce  facteur  en  avant 
du  signe  d’intégration.  , 

570.  Représentant  parX  , Y,  Z des  fonctions  mo- 

nômes de  variables  , on  sait  que  AfX+Y+Z) 
=AX-f-AY+AZ  ; donc  Z(AX+AY-}-AZ)=X+Y-f-Z  ; 
mais  X =ZAX , le  = ZAY  , Z = ZAZ  , donc  Z(AX 
-j-  AY  AZ)  = 2AX  -+-  ZAY  -f-  ZAZ  -,  d’où  nous  con- 

clurons que  l'intégrale  d’un  polynôme  , est  égale  à la 
somme  des  intégrales  de  chaque  terme. 

57 1 . Otant  la  caractéristique  A du  premier  membre  de 
l’équation  (63)[art  1783,  mettant  celle  Z en  avant  du  se- 
cond membre, et  divisant  l’équation  résultantepar  a,(art. 

56g)  , on  acelle  am=zj~mxm— ‘Ar-l — - — - xm~sA.rï 

m(m  0 (m ?!  xm~sùg?  — f-  etc.  | ; et  considé- 

rant  Ax  comme  une  quantité  constante,  il  viendra, 


AUX  DIFFÉRENCES.'  So5 

d’après  ce  qui  a été  dit  dans  les  deux  articles  pré- 
cédens , 

af1  “mAxSi"*-'  + — — Ax’Sx"1— 

1 2 

mÇm-iXm- -a).  Ax3lxn,-3  + etc. 

■ a. 3 

Faisant  successivement  dans  cette  dernière  équation 
m z=  î , a,  3,  4. . .on  a celles 
ïu  =Ax2x* 
x*  =2Ax2x  + Axa2x° 
x3  =3Ax2xa+  3Ax“Sx  + Ax3Sx* 
x*  — 4Ax2x3  -f  SAx'-Sx3  ■+•  4Ax32x  + Ax*2x* 
etc. 

Prenant  dans  chacune  de  ces  équations  , à partir  de  la 
première  , la  valeur  de  l’intégrale  fle  la  plus  hadte  puis- 
sance de  x , et  y substituant  les  valeurs  des  intégrales 
des  puissances  inférieures  de  x qui  résultent  successi- 
vement des  équations  qui  précèdent  celle  pour  laquelle 
on  opère,  on  aura  les  formules  suivantes: 
x 

2x"=  -- 
Ax 


2x  = — 


2xa  = 
2x3  = 
2x*  = 


aAx 

x3 


X 

a 

x* 


aAx 


3Ax 
x * 


4Ax 

x5 


a 

x3 

a 

x* 


6 

x*Ax 

4 

x3Ax 


•(579)*i 


5Ax 


xAx3 

"5T 


etc. 


Au  reste , on  peut  trouver  directement  la  valeur  de 
Sx”1  par  le  moyen  des  coefficiens  indéterminés  ; en 
effet,  soit 
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ïx*=,  Axm+l4-  Bx^+Cx"-1-3-*-  etc. . . . . (a). 

A,  B,  C. . . étant  des  quantités  constantes  indéter- 
minées. Prenant  la  différence  de  cette  équation  , il 
tient  xm  = AAi"‘+l  + BAxm+"  -f-  OAx""*1  + etc.  , et 
effectuant  les  développemens  des  différences  partielles, 
par  le  moyen  de  la  formule  (63)  , on  aura  une  équa-» 
ticxn  aux  différences  du  premier  ordre  qui , devant  avoir 
lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x-,  donnera  en 
même  temps  autant  d’équations  que  de  quantités  in* 
déterminées , d'où  on  déduira  la  loi  suivant  laquelle 
fontes  ces  quantités  se  lient  entre  elles,  de  manière 

qu’à  partir  de  la  valeur  de  A = -, — \ , on  dé- 

^ r (m+i)Ax 

duira  successivement  d’après  cette  loi , les  valeurs  de  B, 

C,  D.», . , et  les  substituant  ensuite  dans  l’équation 

(a)  , on  aura  généralement 


rm-H 


Sx"‘= 


i l mAr 

-xm-{ =-x” 

a a a. o 


(/»  -f-  i)Ax 
1 m(m — i)(m  — a)Ax'J  _ _2 
6 a.3.4.5  x 

im(m—  i)...(m—  4)Ax5 
‘6  a.  3 7 x 


3 m(m — i)...(m — 6)Ax7 


,tn— 7 


10  a. o. 

5 m(m — 1). 


. (m- 


6 a. 3 }i 

®91  m(m—  i)...(m  — io)Axu  _,_„j 

aïo  a.3 i3  1 

, 35  m (m  1 ) . ■ . (m.  — 1 2)  Ax'3  , 

"r  a a.3. i5 

1^*1  x»-*) 


> . (58o). 


3617  m(m — 1 )...(m- 


00 


a.3. 


etc. 


■J7 

’/  • 
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Exemple.  Intégrer  le  polynôme 

‘ ax3  — bx  + e (&) 

en  prenant  la  différence  constante  Ax  = 1.  ^ 

Représentant  parXle  polynôme  (fc),  on  a ^X— o2;r3 
__fc£x  + eSx°  , et  substituant  les  valeurs  de  2x, 

2x  et  Sx0  données  par  les  équations  de  la  table  (579), 
il  vient  ■-*  # „■ 

6+^+const...CO. 


fax'  ax*  . (à— nb\ 

*x=xLt — *+\t> 


» ty  " ' » 

57a.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  laformule 
x(x+Ax)C*  + aAx)(x  + 3Ax) . . . (*  + nAx)....(a). 

Pour  parvenir  à cette  intégration,  soit  fait 

y =(i  + a)(r+o+  Ax)(x  +a  + aAx)..-t> +« 

-f  (n-j-  i)Ax] (J>)  » 

et  prenons  la  différence  de  cette  formule  j ce  qui  nous 
donnera  Ay  ou 

A f (x4-a)(r-ha-f-Ax)  (x-f  a-HAx) . . . .£x-K-Kn+i)Ax]] 
-(x-H^-Ax)  (x-J-a-f-a  A*)  (x+u  +3  Ax) . . . [x+ a 

-f(n+a)Ax]— (x+«)C*+a-HAr)  OH*  + aAj5 

...[x+a-f-  (rt+ 1 )Ax]=(x-f-a+Ax)  (x+o+flAx) 

...£x+a+(n+1)Ax3  Cn+2)Ax 

Faisant  pour  abréger  a +Ax=  p,  divisant  par  (n-f-a)Ax 
et  intégrant , on  a 

2(x+p)(x4-p+Ax)(ar+p+aAr)..  .(x-fp+nAjr) 

— (x+p— Ax)(x+p)(r4-p4-Ax)(x+p+2Ac)  • • • 
...(x+p+nAx)  : (n+a)Ax-f  const. . . . . (<*)• 

Soit  actuellement  Ax  = — a,  d’où  p=o  , ce  qui  ré- 
duira l’équation  précédente  à celle  que  nous  voulions 
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Xx  (x-{- A r)  ( r-f-3  A r) . . . (x+nA  r)-=(x— Ax)x(x4-Ar) 
(x-f-2Ar)  . (x-f/iAr) : (n+a)A c+  const. . . .(58i). 

573.  Faisant  a—  o d’oùp  = Ar  , l’équation  (d)  de 
l’article  précédent  se  réduira  à celle 

2(x-f-Ar)(x-4-2Ax) . . . ( i-f-n Ax)r=  x(x-J-Ax) . . . 

. . ,(x-4-(/t-|«-i)Ax3;  («4-a)Ax  -J-  const (58a). 


11  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  formule  peut  se 
déduire  immédiatement  de  celle  (58 1) , en  mettant 
dans  cette  dernière  x 4-Ax  à la  place  de  x. 


574.  Pour  intégrer  la  formule 

1 

a(x-f-Ax)  (x  -f~  aAx) .......  (x  -f-  nAr)  ’ 


nous  ferons 


y (r+o)  (r  + a-fAr) (x+a+nAr)’ 

prenant  la  dilférence  de  cette  dernière  équation , 
nous  aurons  , toutes  réductions  faites , 


— nAx 

y (x+«)(xd-s  + Ax) . . .(x-f-a  -j-  nAx)  * 

«Avisant  cette  dernière  équation  par  — nAx , intégrant , 
mettant  à la  placp  de  y sa  valeur  et  faisant  a = o, 
il  vient 

2 x(x  + Ax)(  x -f*  nAx) (jc  -f-  «Ax)  C°rKt’ 

nAx  C r(x-t-Ar)  (x  -j-aAr) . . .[x-j-(n — 1 ) Ax  ^ * 

575.  Nous  nous  proposerons  encore  d’intégrer  la 
formule 


1 

(x  4-  oAx)(x  ■+■  iAx)  (x  -f-cAx)  etc . ’ 


.(a) 


> 
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dans  laquelle  a,  b,  c. . .représentent  des  nombres  en- 
tiers, positifs  et  inégaux  entre  eux. 
k Soit  supposé  que  a est  la  plus  petite  des  quantités 
constantes  a , b , c. . . , et  faisons  z=  x -f-  aAx  , d’où 

Az  = Ax  et  x —z — aAx (A)  ; 

substituant  cette  valeur  de  x dans  la  formule  pro- 
posée (a),  et  faisant  pour  abréger  b — a—  a' , 
c — a —b' on  aura  à intégrer  la  transformée 

-a 1 ! (c).  -, 

Pour  parvenir  à cette  intégration , il  faut  dépecer 

la  fraction  (c)  en  autant  d’autres' fractions  delaforme 

A ' B i r 

—, — : — 7T~xt  —, — —rr, — etc.  quil  y a de  facteurs  bi- 
z(z  + a Azy  z(z-+-b  Az)  ^ J 

nomes  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  qu’on  dé- 
compose (voyez  le  dix-septième  chapitre  de  l’Algèbre); 
ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  à l’intégration  d’une 


suite  de  fractions  de  la  forme 


..A 


z(z  -f-  a' Az)' 

Ecrivant  cette  dernfère  fraction  ainsi  qu’il  suit 

A a'  Az  - . T 

X —7—;  -,  v~~  t et  lapant  pour  le  moment  abs- 

A 


a!  Az  "’s  z ( 2,-f-  a'Az) 
traction  du  facteur  constant  que  nous  restitue- 
rons à l’intégrale  , posons  l’équation 


a'Az 


M 


M 


-r— __  - , d’où  M = z et  ; 

z(i-f-aAz)  z s-f-aAj  # 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précé- 
dente et  intégrant , on  aura 

1—  ....W. 

z(z-f-uAz)  z z-\~aAz 


5jo  calcul  intécral 

Or  Remarquons  quem  représentant  un  nombre  entier 

l t 1 

et  positif,  on  a A 
donc 


z-J-mAz  z-f-mAz’ 

« 1 . _ 1 


+ 2 


*z-f-(m-f-x)Az  z-j-mAz  1 “z-f-mAz* 

faisant  successivement  dans  cette  équation  m = O , i , 
a , 5,  . . .a' — î , il  viendra 


z-f-Az 

i 


= i+^ 


1 


z-f-aAz  z-f-Az 

i î 


+ 2-1_=-L_  + I+ïI 

1 z-f-Az  z-f-Az  z z 


z-f-3Az  z-f-aAz 


— 1 =--f 

Z-f-2Az  z 


! f^i 

z-f-Az  z-f-aAz  z 


r_I_  ^I-A—î | 1 ....  1 I -1  ‘ 

z-fB'Aîgj  z-f-Az  ' z-f-aAz  ' z-f(a' — i)Azt  z1 


prenant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de 
, la  substituant  dan3  l’équation  (d) , 


2-  — 2 

z z-f-a'Az 

■ . A 

et  multipliant  les  deux  membres  par  , on  a 


z (z-f-a'Az) 


-fi 


+ 


a'Aztz  1 z-f-Az  1 z-f-aAz' 

t- — pr- } -f-  const. 
r — î)  AzJ 


0 + 

Mais  z = x ■ + aAx  £ équat.  (é)3  et  a'z=  b — a ; donc 

A A 


X 


~ (x-f-aAr)  (x-f-ôAx)  {b — a)  (x-f  aAr  1 x-f-(a-fi  )Ax 

**~x-f(a-f-a)Aj;'  x-j-(è — a)Aj}  conlt’  • • • • • *^0* 
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Mettant  respectivement  B et  c à la  place  de  À et  b dan* 

1 équation  (e),  on  aura  l'intégrale  de 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  intégrales  réunies  donne- 
ront celle  de  la  formule  proposée  («). 

57S.  Proposons-nous  enfin  d’intégrer  la  formule 

A -f-  Bx , > 

x (x-j-aAx)  (x-j-èAr) (x-|-p  Ax)  (x-f-ç  Ax)  * 

dans  laquelle  A et  B sont  des  quantités  constante* 
quelconques  déterminées , et  a,  b. . .p , q des  nombre* 
entiers  et  positifs. 

Représentant  par  M une  quantité  constante  indéter- 
minée , écrivons  la  proposée  (a)  en  ajoutant  et  retran- 
chant en  même  temps  la  fraction 

M . 

x ( x-f-  air)  (x-f-6A  r) (x+pAx)  ’ 

ensuite  réduisons  1es"detnc  premiers  termes  de  ce  tri- 
nôme au  même  dénominateur  , en  multipliant  M par 
x qAv  j et , pour  abréger  , représentons  le  dernier 
terme  de  ce  trinôme  qui  est  la  fraction  en  meme  temps 
ajoutée  et  retranchée  , par  X , ce  qui  donnera  la 
formule 

x(x4-uAx)(x-HÔAx)  ...(x-J-  p A r)(x-j-pAx) 


X...(6). 


Or , puisque  M est  une  quantité  constante  indétermi- 

, , , A-f-M</Az  , „ 

nee  , on  peut  égaler  — — — au  second  terme  d un 

quelconque  des  facteurs  binonres  du  dénominateur, 
excepte  le  dernier,  car  alors  M disparaîtrait.  Soit  donc 


a 


t 


♦ 
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Ê 


fait,  par  exemple,  d’où  on  tire 

%r  A — aBAx  , . 

M T T~~“  •••«•*••  CO  * 

«Ax — gAx 

Cette  valeur  de  M étant  actuellement  déterminée 
représentons  par  C la  quantité  constante  déterminée 
B-}-  M $ ainsi  nous  aurons  à intégrer  le  polynôme 

C 

(r  + aAr)  (x+âAr).. . .(x-f-  qAx) 
aCAx 


x(x-j-aAx)  (x-f-éAx). . . . (x-f-gAx) 
dont  les  trois  termes  s’intégrent  par  la , méthode  en- 
seignée dans  l’article  précédent. 

Passons  maintenant  à l’intégration  des  quantités  ex- 
ponentielles. 

577.  Nous  avons  démontré  à l'art.  82  l'équation 
A .a*  = a 1 (aAl—  1 ) (70)  } 

A'°  , et  intégrant , il  vient 


d’où  on  tire  a*  = 


aAx— 1 


%ax: 


a — 1 


-f-  const (58/Q - 


578.  Mais  plus  généralement,  proposons-nous  d'in- 
^tégrer  x"ax.  On  a 

A (x“ar)  = (x+ Ax)"a*a  A *—  xnax  = xnaxa  A * 
+nr»-a*flAlAx  + ^)  ï"-VaAlir’. . . . 
-\-axa  A IAx>  — xna*. 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  xnflx  , di- 
visant 
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Visant  par  aAx — 1 et  intégrant , il  vient 
x*ax  "Ax 


Xxna*z 


+ 


ix  a Ax  r /ni  \ 

. : n X (i  ’s1  ) 

aAx — 1 aAx — 1 l— 

^ AxX (x*- 3ax) . . . -[“Ax"- (585). 

Faisant  successivement  « = 1,3,3 , et  substi- 

tuant à la  place  de  Xa1  sa  valeur  £équat.  (584),  art. 
577] , on  a 

\ ax  r «AxAx“1 
V ' aAx — 1 L a Ax — 1 J 
w . . x3n*  aAxAx  aT A.r  “1 

^rrr  - L^(XÛ,) + ^zrJ 

S(xV)=  [jz(x'ax)+3AxX(xax)( 

^ aAx—,J 


,(586). 


etc. 


D’où  l’on  voit  que  par  des  simples  substitutions , on 
parviendra  aisément  à avoir  l’intégrale  de  xnax,  quelle 
que  soit  la  valeur  entière  et  positive  de  n. 

xm 

573.  Pour  intégrer  la  formule  — , nous  commence- 
rons par  prendre  sa  différence , ce  qui  nous  donnera 


(x"\  _ (x-fAx) 
A«V  ax-Ax 


x"  x' 

a “ * ax  a1  a 

m(m — 1)  x*1  ‘Ax* 


&x 


-+-  m 


x’n~‘Ax 

, A x 


axa^x 


ara 
&tm  x J* 

a* * 


a*  a 


xàc 


Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  , divi^ 
a.  33 
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sant  les  deux  membres  par 


1 — a 


A X 


, A x 


et  intégrant , il 


vient 


■v  1 

\xm 

Ax  r 

/ 1 — 1 

{a* 

L 

\ a*  ) 

Faisant  successivement  dans  cette  équation  m~o,  1 , 
a , 3. . . on  forme  la  table  suivante  , 

*G0-5£=j 

2 (5)  ~ 7Z^  \jï~  7*  * 2 * >(588); 

/x%\  aAX  fr*  aAx  / x\  Ax*  / i Y 

2 (a*/  j L a*  a*x  vQV  «Aar  (“*/. 

etc. 

• X T* 

d’où  on  tirera  sans  peine  les  valeurs  de  Z — , X — > . . . 

* a a. 

dégagés  du  signe  de  sommation  ,par  le  moyen  de  simples 

substitutions  successives. 

58o.  Combinant  ensemble  les  équations  (73)  et  (74) 

£art,  86  et  87],  on  a les  deux  équations 

sinx  = — £ [A  sin  x-f-  cot^  AxA  cos  x]  •••(fi) 
cosx  = £ £A  sin  x cot^ Ax — Acosx]  . ..( b )• 

Intégrant  lequatiOn  (a)  , on  a 

X sin  x = <—  t [sin x -f-  cos x cot  ;4i] 

. A ^sin  xsin  | Ax-f-  cos  xcos  } Ax]  # 

sin  j Ax  ’ 

et  finalement 
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cos  (x — î Ax) 


Sià 


. , . (58g) . 

a sra  £ Ax  J 

L’intégration  de  l'équation  (6)  donne  Z cos  x~ 

5 ( sin  x cot  *-  Ax  — cos  x ) , ou 

sin  ( x — î A x)  , ,,  . # 

. Zcobx  = — j r -4-  const. . . .(5qo). 

a sin  Ax  1 v 3 

I 

58 1.  Plus  généralement,  on  pourra  obtenir  les  inté^ 
grales  de  x"  sin  x et  x“  cos  x en  combinant  ensemble 
les  équations  (78)  et  (79)  £ art.  903 , afin  d’en  déduire 
le*  valeurs  de  xn  sin  x et  x"  cofr  x;  ensuite  faisant  suc* 
gessiveraent  n = o,i,a,3,..,et  intégrant,  on  aura 
pour  n o les  équations  (.589)  et  (590).  Faisant  n=  i? 
on  aura  par  l’intégration,  les  valeurs  de  Zr  sin  x et 
Zx  cos  x , renfermant  £ sin  x et  2 cos  x.  Faisant  n = a , 
on  aura  en  intégrant,  les  valeurs  de  2x4sin  x et  Zx’cosx, 
dans  lesquelles  se  trouveront  £ sinx,  2cosx,  Zxsinx, 
Xxcosx.  Enfin  généralement  pour  l’exposant  n , on 
aura  les  valeurs  de  Zx"  siu  X,  Zx"  cos  x^  renfermant 
les  Intégrales  Xr*-’*1' «irx  , XX"  ' cos  x , Sx*"‘8inx  , 
Sx0- * cos  x. . * . 2 sin  x , S cos  x ; donc  par  des  substi* 
tutions  successives  , ou  obtiendra  les  intégrales  deman- 
dées de  x"  sin  x et  x"  cos  x.  Tous  ces  calculs  n’offrent 
aucune  difficulté  , mais  sont  trop  longs  pour  être  placés 
ici.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  de  même  aux  intégrales 
des  autres  lignes  trigonométriques,  qui  se  déduisent  aisé- 
ment de  celles  des  sinus  et  cosinus,,  et  finirons  ce  cha- 
pitre par  les  intégrations  de  Ix  et  /xx  (*)  que  nous 
rencontrerons  encore  dans  le  chapitre  suivant. 

58a.  On  a A / (x — Ax)  = Le  — l (x  — Ar)  -,  donc 
Xlx  — l(x  — Ax)  -f-  2/  (x  — Ax)  -,  d’où  il  est  aisé 


(*)  Il  faut  faire  attention  que  Ix*  exprime  le  logarithme  de  la 
puissance  * de  x,  et  non  pas  la  puissaucc  x de  fz. 
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de  conclure  qu’on  a également 

2/(x—  Ax)  ~ l (x — 2Ax)  -j-  2/ (x— aAx) 
Xl(x— aAx)  = /(x— 3Ax)  -f-  s/(x— 3Ax) 
etc. 

ïtonc  par  des  substitutions  continues,  en  remontant 
jusqu'à  la  valeur  de  z/x , on  aura 

2éx  = /(x  — Ax)+/(x  — 2Ax)4-/(x—  3Ax) 

. . .-f-/Ax-f-  le, 

en  représentant  par  c une  constante  arbitraire , d’où 
2/x  = /[(x  — Ax)(x  —aAx) . . . Ax.c] . . . . (5qi)  , » 
ce  qui  est  l’intégrale  complète  demandée. 

583.  De  l’équation  Al  ( x — Ax)  x~ Ax  = lx* 
— /(x  — Ax)x— Ar,on  tire  celle  S/xx=/(x — AÆ)2-iï 
-4*  2/(x  — Ax)x"“  Ax;  d’où  il  est  aisé  de  conclure  qu’on 
a généralement-  Il  [ x — ( n — î )Ax]  x~  ^ “»  0 Ax 
= / [x  — nAr]I-"iI+2/[x- nAxy~n*x  ; donc 
faisant  successivement  n==  i , a , 3. . .n , on  aura  une 
suite  d’équations  qui , par  des  substitutions  successives 
en  remontant  jusqu'à  la  valeur  de  2/x*,  donneront 
l’intégrale  demandée 

/[(x—  Ax)*“a*  (x  — aAx)*-»  A* „ 
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CHAPITRE  IL 

De  l’intégration  des  équations  linéaires  aux 
différences  finies  d'un  ordre  quelconque  et 
à une  seule  'variable. 

684.  J\f.pRÉSENTanT  par  fx  et  X des  fonctions 
quelconques  de  la  variable  x , l’équation 
afx  -J-  bA  .fx  4-  cA*  fx . . . -1 -qAn  fx  = X . . . . (5r)3)  , 
dans  laquelle/x  et  ses  différences  de  tous  les  ordres 
ne  sont  élevées  qu’à  la  première  puissance  , s’appelle 
équation  linéaire  aux  différences  de  l’ordre  n. 

Si  nous  parvenons  à déduire  de  l’équation  précé- 
dente, la  valeur  de- /àr  délivrée  de  différences  , il  est 
clair  que  l’opération  que  nous  aurons  faite,  équivaudra 
à une  intégration  de  l’ordre  nj  et  à cause  que  chaque 
intégration  exige  une  constante , il  est  évident  que  dans 
l’équation  finale  délivrée  de  toute  différence  Afx’ . il 
devra  y avoir  n constantes  arbitraires  , dont , à l’ordi- 
naire, nous  déterminerons  les  valeurs  d’après  la  nature' 
de  la  question*  qui  aura  donné  lieu  à ces  calculs  , 
lorsqu’ils  auront  un  objet  d’application. 

585.  Supposant  pour  plus  de  simplicité  Ar  = i , et 
représentant  généralement  par  f ( x 4-  n)  ce  que  de- 
vient /(.r -f-  n — 1)  lorsqu’on  y substitue  x 4*  i-à  la 
place  de  x , il  est  Clair  qu’on  aura 

A.jx  =/(x  4- 1 ) — fx 

A\fx  =A./(.r4-i  ) — A./r=f(x+2)— a/  (x4 1)4 fx, 
A\fx  =^/(x+2)-2A/(x+])+A./x=:/(x-  4 3) 
— 3/ (x  -J-  2)  4 3/(x-4  1)  — fx  : 
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on  trouvera  de  même 


A</*=/(*+4)-//(*+3)  +6/ i (x+a)-4f  (*+ i)+/x: 


enfin  on  a généralement 

A\fx==/£x-f-n)— n/(x+n—  1 )+  ^ a~  /(x+rt— a) 

!i^=^-3(-— /(^  + » -3)...±/x....(594)  ; 

Le  signe  positif  lorsque  ri  est  un  nombre  pair,  le 
signe  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Substituant  ces  valeurs  de  A./ir,  /\.fx..,&a.fv  dans 
l’équation  (593),  et  faisant  pour  abréger 

A —a — b -{-c — d. . . ±q 

, _ . n(n — 1 1 . . , a 

B=i—  JC+  oâ i-a.3. 1 

C = c-M ± »(— ,, 

2.0..». (n — 2 ) 

, _ nfn  — î - -4 

D — d • H'a.3....(n— 3)  9 

Q — — q . 


.on  aura  l’équation 

A^r-f-B/Çx  -f-  0 + 2)  •+•  D/tx-f-  3). . », 

+ Qf(x  + B)  = X.'....(535); 

qui  est  la  même  que  celle  (5qo) , en  supposant  que 
la  variable  x varie  de  la  quantité  constante  Aa;  — i, 
'après  cela  nous  nommerons  équations  linéaires  aux 
différences , toutes  celles  où  il  entrera  les  quantités  , 
fx,  ffx- 4-  i)’,/(x-4-2)  etc.  , élevées  seulement  au 
premier  degré  , et  nous  nous  proposerons  d intégrer 
cette  équation,  c’est-à-dire  d’en  déduire  119e  valeur 
de  fx , telle  qu’en  y substituant  successivement  x-f-i , 
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x -f-  2. . .(x-f  n)  à la  place  de  x , les  quantités^ , 
/(x-f- 1). . ,j\x  -f-n)  satisfassent  à l’équation  (5g5). 
Pour  parvenir  à ce  but  de  nos  recherches , soit  fait 

fx=  ax2<px (a)  , 

en  représentant  respectivement  par  a et^x,  une  cons- 
tante indéterminée  et  une  fonction  indéterminée  de 
x , que  nous  chercherons  à déterminer  d’après  la  con- 
dition que  la  valeur  d efx  donnée  par  l’équation  (a)  , 
satisfasse  à celle  (5g5)., 

Mettant  successivement  x,  x -J-  1 , x -f-  a . . . (x-J-n) 
dans  l’équation  (a),  on  a celles 

fx  = a*iq>x , 

/(x  -}-  i)  = ûrr+I  2?>(*  + i),/ 

/G*  +3)=  ar*‘1<p{x  + a),> .(6). 

f(x  -f-  n)  = a 2<p(x  + n)  / __  . . 

Mais  x variant  de  la  quantité  constante  Ar=  î , on  a 
Apx=p(x-f- i)  — <px  , d’où  2p(x-{- 1)  = px+Xpc  ; 
et  substituant  successivement  dans  cette  équation  x-f-i , 
x + a , . . . .x  -f-  n — i à la  place  de  x , on  aura  une 
suite  d’équations  qui  donneront  les  valeurs  de  Xp(x-f-a), 
Xp(x  3) . . . Stp(x  n)  contenant  chacune  toutes  les 
intégrales  inférieures  jusqu’à  celle  2$(x)  ; donc  par 
une  suite  de  substitutions  successives  , on  éliminera  de 
ces  valeurs  toutes  les  quantités  affectées  du  signe  S , 
excepté  2px , et  on  aura 

2(p(x-f-i)=(px-f-2'ipx , 

2;(x-f-2)=4(x-f-0+?x  -f-  2<px , 
2?(x43)=p(x+2)+?(x+t)4<px-H:fx  , 


2^(x-f-«)  ~p(x-f-/t — — 2)  . . . 

. . . .-H>x  f 
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Substituant  $îs  valeurs  dans  le  groupe  d’équations  (fr) , 
' on  a •- 

fx  = ax  2çx  , 

/(x+a)  =aJ>4-,[2«px-hp(x4- 1 )-ffr]  , 

/(x+3)  =nx-+-',[2;1pc+<p(x4-2)+<p (r+0+?<|A  .(d). 

f(x+n)—ax+n  [2<px+ip(x4-n—  1 )-f^(x+n-s)  1 

....+ Ip(x+l)  -f<px].  ^ ‘J 

Enfin  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5g 5)  , on 
aura  celle 

ax[A  -f-Ba-J-Cn^+Dn3 . . .+Qo*]spx-j-ax£Ba-4-Co* 
-|-Da3. . . -f-Qan3px-f-nx^Ca*-}-l^«3 • • . -f-Qa"]p  (x-f-l) 
-J-ax[Da3..  .-f-Qn"3(p(x+2) . . . +axQa"ip(x-l-n- 1 )=X. . . (e) , 
Or , o étant  une  constante  indéterminée , on  peut  faire 
dans  cette  dernière  équation  le  coefficient  de  o , 

ce  qui  donne  pour  déterminer  la  ^valeur  de  la  cons- 
tante a,  l’équation  du  degré  n. 

n . O 3 . C B A flL  lï\ 

g • • .+  qO  +^o  +^  = o..  .(5gfi), 

et  pour  déterminer  la  valeur  de  <px  , l’équation  li- 
néaire aux  différences  de  l’ordre  «— >1 

' B'fx  -j-  C'p(x-f-i)  +D  ?lC'r4'  3)">4"  QV(^+n — t) 

dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger 

B'  = Bfl  + C a1  •+•  Da3. . , .-f-  Qan 

C'  = Caa-f-Da3 + Qa" 

D'  = Da3 + Qan 

Q'  = Qa* 

\ 

f 

' • 

V . • 
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Il  estévident  que  l’équation (f)  d’un  ordre  dedifférences 
moindre  d’une  unité  que  celle  (5g5) , étant  d ailleurs 
de  même  forme  que  cette  dernière  équation  , il  faudra 
se  servir  des  mêmes  moyens  pour  l’abaisser  à un  ordre 
de  différences  moindre  d’une  unité  , que  ceux  dont 
nous  nous  sommes  servis  précédemment , relativement 
à l’équation  (5g 5)  : soit  donc' supposé 


^^^=(ai)xS<p'x (/i)  » 

(ai)  et  â|Hpânt  des  quantités  indéterminées.  La 
table  (<f)^mique  tout  de  suite  quelles  doivent  être 
les  valeurs  de  <px,  ^(x-f-i).  V (a:  + 2)  ...<p(x  -j-  n — x), 
lesquelles  étant  substituées  dans  l’équation  (f),  donneront 
celle  - . 


[B'-f-  C'(ai)-|-D,(oi)*...4-Q,(a0',_,W.T+sCC'(ai) 

4-D'(«x)’ Q'(ai)"- >'x  + [ D'(ai)4 

+ Q,(ai)“-l>,(x+  O-'-  + Q'(ax)"“,<p(Æ+n—  2) 


dans  laquelle  on  pourra  faire  à cause  de  l’indétermi- 
nation  de  (ai),  le  coefficient  2^'x  ==  o , ce  qui  donnera 
pour  déterminer  (ai) , l’équation  du  (n  — î)**"'  degré 

(ai)"-*  + (ai  )‘  (ai  ) + Ç = o (*), 

et  pour  déterminer  <p'x  , l’équation  linéaire  aux  dif- 
férences de  l’ordre  a — 2 

CVx4-DV(a^i)...+QV(x+n-a)==^r^.,(0, 

dans  laquelle  on  a fait  pour  abréger 
C"  =C'(ai)  + D'(ai)4...  -fQ'(ai)— » 

D"  œD'(al)’ 4-Q'(ai)'— 

Q"  = Q'(a.  )->'■' 
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Continuant  à opérer  de  même , on  trouve  qu’en  fai- 
sant 

<p'x—{a2yx<pHx (n), 

on  a pour  déterminer  la  constante  (a a)  l’équation 
du  ( n — a yime  degré 

(aa)"  a...+  ^(a2)+^  = o......(o), 

et  pour  déterminer  <p"x,  l’équation  linéfl^Mix  diffé- 
rences du  ( n—  ordre 

D">"x...+  q'"ç\x  + h - 3)  = -v- 

ax(ai)x(aa)* 

dans  laquelle  on  a fait  pour  abréger 

D"'  = D"(aa)....  + Q"(a2)"-’  -, 

• f O). 

EnGn  , par  une  suite  de  calcula  semblables,  on  par- 
viendra pour  déterminer  la  dernière  constante  [a(n-i)3, 
à l’équation  du  premier  degré 

p(>— *)' 

0(i»— i (?)  , 

et  pour  déterminer  , à l’équation  * 

* QnV(üi)x(a2)x....[a(«— O]1 

dans  laquelle  nous  avons  fait , conformément  aux  abré- 
viations indiquées  dans  les  groupes  (g)  , (m)  , (p)..., 
la  quantité 

Q*'  ss  t)3 (5). 

Actuellement  observant  que  les  équations  (n)  , (h)  , 
(n)....,  se  lient  par  le  dernier  facteur  du  second 
membre , on  aura  par  des  substitutions  successive» 
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fx  — a*2px==aT±(ai)*Xç'.r=:a,2(ai)T2(a3)*S  ,"x 

=axS(ai)T2(a2)* 2[a(n~  i )]XX0("-O'x  ; 

donc  mettant  peur  ^n~ O'x  sa  valeur  £équat.  (r)3 , il 
viendra  l’équation 

fx—Jÿ  2(ai)xX(a2)x...X[a(n— i)]x 

s x 

fl*(ai)*(aa)*...Qa(n — 1)  31  * 

qui  est  l’integrale  demandée  ; mais  il  faut  se  rappeler 
qu’à  chaque  intégration  particulière , on  devra  ajouter 
une  constante  arbitraire  , ce  qui  donnera  pour  la  va- 
leur complète  de  fx , un  nombre  » de  constantes  ar- 
bitraires. 

Nous  allons  maintenant  faire  quelques  observations 
qui  simplifieront  considérablement  la  méthode  pré- 
cédente d’intégration. 

Substituant  dans  l’équation  ( k ) les  valeurs  de  B', 
D';...Q'  prises  dans  la  table  (g)  , il  vient 

Qan(ai)'1— 1 ....  + Da3(ai)*....  -f-  Qa"(ai)a  -f-  Cas(ai) 

4-D(r\ai) -f-Qn"(ai)  ....-f-  Ba-f-Caa-f-Da3..._..‘ 

m o (u). 

Multipliant  cette  équation  par  (ai)  , mettant  au  com- 
mencement tous  les  termes  qui  contiennent  les  mêmes 
puissances  de  « et  (ai),  ensuite  ordonnant  les  autres 
termes  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  1,2... 
(n—  1)  de  (al),  on  a l’équation 

<3a"(ai)“...  -f-  Da3(ai)3  -f- Ca*(ai)a -f-  Ba(ai) 

-}-(Qa\..-f-Da3-f-Caa)(ai)-f-(()a',....-4-Da3)(ai)a 

-J-  Qa^ai)"-1  = o 

Retranchant  de  cette  dernièr^  équation  celle  (u)  , il 
vient  l’équation  • 

Qa”(ai)"...  -f-  Da3(ai J3  -f-Ca"(ai)a  -f-Ba(ai) 

— (Ba  + C a*  + Da3 . . . .+  Qa”)  3=  o , 


°24  calcul  intégral 

quUtan*  divisée  par  Q,  et  ensuite  ajoutée  à l'équation 
(396) i donne 


G"(ai  ) 


•+  ^ «*(«>)*  + £ a»  (ai)* 

, B , A V 

+ =0.. 


Or,  il  est  évident  que  eette  dernière  équation  dans  la- 
quelle c (ai)  est  le  symbole  des  racines,  ayant  les 
memes  coefficiens  que  celles  (5gG),  les  racines  de  l'é- 
quation (v)  devront  respectivement  être  identiques  à 
* ‘-elles  de  1 équation  (5g6);  donc  une  des  racinesde  cette 
ernière  équation  étant  a , l’une  de  ses  n — 1 autres 
racines  sera  a(ai);  ainsi  représentant  par  a,  aï, 
<1  . * .aï  ) les  n racines  de  I équation  (5g6)  , on  aura 

g (ai)  — a , d ou  (ai)  = — j mais  représentant  par 

® coefficient  de  an~ ‘dans  le  polynôme  qui  multiplie 
Xpx  dans  1 équation  (e),  on  aura  pour  second  terme  de 

I équation  (5g6)  la  quantité  ^ an~l  ; donc 

P 

q =—  (a  + a' + a" ...  -f-  «C»-»')  ....•{*). 

De  même  représentant  par  (ai),  (ai)'. . . (ci)C',-*y 
les  (n — 1)  racines  de  l’équation  (ér),  et  par  P'  le  coef- 
ficient de  (ai)“-a  dans  le  polynôme  qui  multiplie  2<p'x 
dans  1 équation  (1) , ce  qui  donne  pour  second  terme 

de  l’equation  (k)  la  quantité  —7  ( ai  )*-  a,  on  aura 

P'  # 

= C(a04-(ai)\1^-l-(aiyn~a)'];  mais  la  table  (g) 

A P'  Pan-'-4~Qan  P 
°nne  Q7 (J?1 ^ + 1 • Epiant  cette 
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JT 

Valeur  de  ^ avec  la  précédente , on  a 

^-”Ca(al)  + fl (a»y + a(a0  3—  a ; 

p 

égalant  cette  valeur  de  — avec  celle  donnée  par  l’é- 
quation (x) , il  vient  l’équation 
a'-f-a".  • . :=*a(ai)-f-a(ai)'. . . _|_a(ai)C«-îy> 

qui,  à cause  de  a!  —a  (ai)  ainsi  que  nous  l’avons  dé- 
montré ci-dessus  , se  réduit  à l’équation 

a -f-  a!" = a(ai)'-+-  a(ai)‘'...+a(ai)t’,'î)' 

laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
entières  et  positives  de  n,  aura  encore  lieu  lorsque  n= 3, 

H 

ce  qui  donne  û"=  a(ai)'  , d’où  (01)'  = — . On  dé- 


montrera de  même  que  (ai)"  : 


j^ej;  enfin  que 


a(«— *y  , , 

généralement  (a î)^- — - — . Or  , ‘toutes  les  équa- 
tions (5<)G)  , ( k ) , (0) . . . (q)  comprises  depuis  le  degré 
n jusqu’au  premier  , étant  liées  entre  elles  par  une 
même  loi  qui  fait  que  chacune  d’elles  dépend  de  celle 
qui  la  précède,  de  la  même  manière  que  celle  qui  la 
suit  dépend  d’elle,  il  est  clair  que  représentant  par 
(aa),  (as)'... les  racines  de  l'équation  (o)  , on  aura 

(a a)  = — — , (aa)'  = ^ ■ etc. , et  substituant  les 

(ai)  (ai) 

valeurs  de  (ai),  (ai)',  (ai)*  etc.,  il  viendra 

n t 11  ut  t /// 

a a a a a a _ 

(as)  = — : — ==—  (as)  = : — =-7- etc.  Par 

a a a a a a 

la  même  raison,  représentant  par  (a3)  (a3)'...  les 

racines  de  l’equation  du  (a — 3 )''"“  degré  analogue  à 
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celles  (5p6)  , ( k ) on  aura  (o3)  = = 


— r : —r=.  — 77  , (a3)  = -y  etc.;  et  enfin  on  aura 
a a a a 

0(n — i)]  = Q(»-âÿ  : a’ns‘  ayant  résolu  l’équation 

(5g6)  , et  ayant  trouvé  que  ses  n racines  sont  a , a\ 
a!',  a!" . . .atn~'y,  on  aura  les  n — 1 autres  constantes 
(ci)  , (aa),  (a 3). . . [o(u — 1)]  par  les  équations 

p f gjtf 

Qai)=  — , (û2)  = -r,  (a3)  03 


a' 


]■ 


•(597)- 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (t)  , il  viendra 

- /av  /«r"  v r«Cn-,yn*  ' X ■ , . 

fx- qf  2 (-)  2(ÿ)  '••2l_ac«-»yJ  2 [aC-O'j*  ’ ’ * 

Mais  partant  d’une  valeur  quelconque  de  n , que  pour 
fixer  les  idées  , nous  supposons  être  4 » ce  qu*  donne 

Qn'— Q,v,  onaQ,v^Q"(c3)[équatipn  (s)]  = Q" 

[équat.  (5g7)].  De  même  Q"  = Q"  (aa)a  = Q"(^>)\ 
Q"  =Q'  (ai)3  = Q'  et  Q'=  Qa4  ; donc  par  des 

substitutions  successives , en  remontant  jusqu  à la  va- 
leur de  Q1T,  on  aura' 

d’où  il  suit  que  généralement  on  a 

Q"'  = Q( saV.-aM'). 

Or,  on  adans  l’équation  (5g6)  aa’a  ‘^=n  ± — , 
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donc  Q"'=:ih  A ; et  substituant  cette  valeur  dans  l’é- 
quation (y),  on  aura  Gnalement  pour  l’intégrale  de- 
mandée 


le  signe  supérieur  lorsque  n est  un  nombre  pair, 
l’inférieur  dans  le  cas  contraire. 


Passons  à l’application  de  cette  théorie. 

586.  Moivre  a nommé  suite  récurrente,  toute  suite 
dont  un  terme  quelconque  est  égal  à un  certain  nombre 
de  termes  antécédens  respectivement  multipliés'  par 
un  coefficient  constant.  L’assemblage  de  ces  coelïi- 
ciensest  appelé  échelle  de  relation.  Lorsque  dans  la 
composition  de  chaque  terme  de  la  série  en  question 
il  entre  une  quantité  constante  ou  variable  qu’on  ajoute, 
alors  elle  est  nommée  série  récurrente  composée , 
et  cette  constante  ou  variable  qu’on  ajoute  , s’appelle 
l'ajoutée  (*).  Ainsi,  représentant  pary(x-f-rt)  un 
terme  quelconquede  ces  suites,  et  par  -J- n — i), 

f (x-+-  n — 2) f{x-{-\),fx  les  » tenues  qui  le 

précèdent  immédiatement  et  dans  cet  ordre;  la  na- 
ture des  séries  récurrentes  donne  l'équation  aux  dif- 
férences de  l’ordre  n , f (x  -f-  »)  = gf  (x  -f-  n — ») 
-\-hf{x-\-n — a). . .-\-pf(x  + i)-j-  qfx  + X dans 
laquelle  l’échelle  de  relation  est  g -f- // . . -f-q, 

et  l’ajoutée  est  la  fonction  quelconque  X de  x.  Donc 
d’après  la  théorie  développée  dans  l’article  précédent, 
nous  pourrons  toujours , lorsque  nous  connaîtrons  la 
composition  des  termes  d’une  suite  récurrente,  en 
trouver  le  terme  général  fx. 

(*)  Nous  avons  fait  connaître  au  paragraphe  iu8de  notre  Algèbre, 
la  génération  (1er  série»  récurrentes  , et  an  paragraphe  tar}  non* 
avons  donné  une  méthode  qui  nous  est  particulière,  pour  re~ 
monter  d’une  série  récurrente  à sa  fraction  génératrice. 

1 
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Par  exemple  , soit  proposé  la  série  récurrente 

t 

o,  o,  i,  10,  75,  5oo  , 3i6'i,  1947°  > etc. ...(«)* 

dont  la  nature  est , que  chaque  terme  /(x  +3)  est 
égal  à 3 élevé  à la  puissance  a-  qui  est  le  numéro  du 
terme  pour  lequel  on  calcule  à partir  du  quatrième  10, 
ajouté  à la  somme  des  trois  termes  consécutifs/(x+2), 
f (x  -f-  1) , fx  qui  précèdent,  respectivement  multipliés 
par  8 , 9 , — 18  ; de  manière  qu’on  a l’échelle  de 

relation  =8 — 9 — 18  , et  l’ajoutée  t=zax.  Ainsi  l’é- 
quation qui  exprime  la  nature  de  la  série  proposée 
est  celle  aux  différences  du  troisième  ordre  f (x-f-  3) 
= 2*  -f  9 f (x+s)  — 9/(x  + 1)  — 18 fx  : transpo- 
sant et  ordonnant  par  rapport  aux  accroisseraens  de 
x dan sfx  , il  vient 

1 8/x+  9/  (*+  0 — S/C*  4-2)  +/(*  -f  3)  = 2X. . . (5), 

♦ 

qui  comparée  identiquement  avec  celle  (595),  donne 
A =18 ,15  = 9 , C— — 8 ,Q=i,  X=  àx  etn  = 3. 
Faisant  les  substitutions  convçnables  dans  l’auxiliaire 
générale  (596)  , on  a pour  celle  de  l’équation  (a) 

a3 — 8a“  -f-  9a  -f-  1 8 = 0 . . . . (c)  , 

d’où  on  tire  a — — 1 , a'  =3  et  a"  3=6:  substituant  ces 
valeurs  dans  l’équation  ( 5g8  ) , et  faisant  atten- 
tion que  n étant  un  nombre  impair,  le  terme  A =18 

doit  être  pris  avec  un  signe  contraire  , on  aura 

( /i\x 

fx  = — g ■ Z( — 3)xZ2xS  P 5 J , ou  simplement 

Z^+Tî^-Î)^  2XZQ)X (<*)• 

le  signe  supérieur  lorsque  xsera  pris  égal  à un  nombre 
pair  ; l’inférieur,  dans  le  cas  contraire.  Donc  re- 
présentant par  CjC,  c * les  trois  constantes  arbitraire  s 
que  comportent  les  trois  intégrations  particulières  que 

noits 
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nous  avons  à opérer,  nous  aurons  .d’après  l’équation 

(584)  , 2 0*=— I (£)*+  C,  d’où  X2*2(  A )x=—j  2(1)* 

+ c^z+  c = £ Q)*+cax+c',  et  enfin  2(— 3)222*S(A)* 
= I 2(_  a)*  + cS(  — 6)*  + c'S  (—  Z)x  -y  c"  ■=-. 

x ( u)  c ( 6)*—  c ( — c".  Substituant 

cette  valeur  dans  l’équation  (d) , on  a 

f*  = TJ  + cG'  + c'S*  zp  c' (e) . 

Actuellement , pour  déterminer  les  trois  constantes  c ; 
c , c nous  observerons  que  x marquant  le  numéro  de* 
termes  de  la  série  proposée  (a),  en  ^commençant  depuis 
e premier  zéro  , on  a,  pour  les  trois  valeurs  suc— 
cessives  de  x=  î , a et  3 , celles  fx=. o ,/x=  o et 
1 » c®  qui  donne  les  trois  équations 

°~i+  6c -h  Zc'  +c"'i 
°=j+  3 6c+  9c'  — c"  [ 

>-3  + 2i6c -yàji/ 4.  c*  j 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (e) , on  a pour 
l’expression  complète  du  terme  géuéral  de  la  suite  (a) 
l’équation 

/y— 7-a*  + 6J  — 7-3Jrp  i 

/ 84  •' 

587.  Il  peut  arriver  que  le  nombre  de  termes  de 
l’échelle  de  relation  ne  soit  pas  le  meme  que  celui  de 
l’ordre  de  différence  de  l’équation  qui  exprime  la  na- 
ture de  la  série;  cela  a lieu  dans  les  séries  où  pour 
la  formation  d’un  terme  quelconque  / (x  + n)  , on  n’a 
pas  recours  àtousles  termes  antécédens  compris  entre 
ce  dernier  terme  / (x  -f*n)  et  le  premier  terme  du 
recour sfx  : nous  appellerons  ces  séries,  suites  récur~ 
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Tentes  irrégulières  , telle  est  par  exemple  celle 

o,  o,  i , 6,  43,  a5a,  184»,  etc..  ....(a)  , 

dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équation  aux  diffé- 
rences du  troisième  ordre 

f O -1-3)  = 6*  + 7/C x+i)  — 6fx (i)  , 

et  dont  l’échelle  de  relation , seulement  de  deux  termes , 
est  7 — 6.  Mais  il  est  évident  qu’on  trouve  par  la 
même  méthode  que  la  précédente,  le  terme  général 
de  ces  sortes,  de  suites  irrégulières  ; car  il  n’y  a de 
différence  entre  le  eas  actuel  et  celui  traité  précédem- 
ment, que  dans  l’auxiliaire  qui  au  lieu  d’être  complète  • 
est  incomplète  ; mais  le  nombre  de  ses  racines  étant 
le  même  que  l’ordre  de  l’équation  qui  exprime  la  na- 
ture delà  sérié  proposée,  la  formule  (5g8)  n’en  est  pas 
altérée.  Ainsi , pour  la  série  récurrente  irrégulière  (a) , 
on  a l’auxiliaire  o3—  ja+  6=  o,  dont  les  trois  ra- 
cines sont  a—  2 , a'  = i et  a'=  3‘,  donc /r  = 

— 3)'S  (—adéquat.  ^y}=j^cZx+2c' 

c"2*.  Faisant  successivement  x — i , a , 3 , et 

= o yfx  = o ,fx  = i , on  trouve  c = tïô*  c T°» 
c“  — jl.  ) ce  qui  donne  complètement  pour  expression 
du  terme  général  de  la  série  récurrente  composée  et 
irrégulière  proposée  (a) 

5:1)  — (ar  — 1) 

/*= — 

588.  Si  l’équation  aux  différences  qu’on  veut  in- 
tégrer a toutes’  les  racinesWe  son  auxiliaire  égale* 

entre  elles,  alors  elle  se  présentera  sous  la  forme 
9 * 
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b'fc -+■  nb*-f(x  4 0 + n^a  — 4-a)  .. ... 

4"^4  n—  i)4-/(x4-n)=X (5.9g), 

etson  auxiliaire étantfa  40“  — o,  d’où  az3=a'=a"... 
= b , l'équation  (5g 8)  prendra  la  forme  de  celle 

bz  X.  ^ 

fx—  4 2i2i2i...  2 , 

qui  a autant  de  signes  £ d'intégration  qu’il  y a d’u- 
uités  dans  l’ordre  n de  l’équation  (ôgg),  et  qui , con- 
séquemment , donnera  dans  les  n intégrations  particu- 
lières , le  nombre  n de  constantes  arbitraires  c,  c' 
c*. . que  comporte  la  nufu  intégration. 

Pour  développer  l’éqjptioii  (a)  , faisons 

» 

abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  que  com- 
portent toutes  ces  intégrations  -y  donc  rétaolissant  les 
X X 

constantes,  on  aura  Z = £ 4 c , 2 1 X/j  =Z£  4^2^» 

— %+cx  +c'(*)  , XtZtX  =Xf+c2:r:4c,2r« 

— §"  4 4 f'-c  4 c" , en  représentant  respective- 

ment par  c et  c'  les  quantités  constantes  arbitraires 

C c 

~ et %c' — Continuant  de  même , on  trouvera  que 

SiSiïi  = r 4 CXS  4 c'j*4  c'  x4  c',  et  enfin 


(*)  Vnyti  la  table  (573'' , et  fai  tes 


attention  tju'ici  nous  avons 
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Comparant  cette  équation  avec  celle  (5g5) , il  vient 
A = 8 , B = îa,  C=  6 , Q=  î , X=  4*  et  n 
et  faisant  les  substitutions  convenables  dans  l’équa- 
tion (5g6) , on  a l’auxiliaire  a3  -f-6aI+  i2<z  + 8=o, 
ou  (a-|-  a)3  = o -,  donc  a — ci  — a"  = i = — 2,  d’où 
X Ax 

-j^-  = —2- — - = ( — a)x.  Cela  posé  , la  succession 

j . ' (_  a)*  , 

des  équations  (£)  donnera  £=2  (—•  a)x  — — — ^ 

r=-j  ï (-!.)•= t^i,e»G»r=-^c-3)- 


27 


q:  a1 


— ~ ay'~  > signe  supérieur,  lorsque  x est  pris  égal 

à un  nombre  pair  , l’inférieur  , dans  le  cas  contraire  j 

c’est  ce  qui  aura  lieu  dans  la  suite,  sans  que  nous 

en  prévenions  davantage.  Substituant  la  valeur  de  % 

dans  l’équation  (Geo) , et  faisant  attention  que  n étant 

. . bx  - ( s)J 

impair  on  a -^  = r-- 


: a*—3 , on  aura 


/x  = q:  2*~3 [jp  ~ + ex*  + c'x  + c"  J (e). 

Faisant  respectivement  Jxzzzo  , fx—  O et  fx=i 

lorsqu’on  a x=i,  x = 2 et  x==3,  on  trouver® 

à l’ordinaire  que  c—  c'= — f’g  et  c’=ij  y on  aura 

j . . 2x'*[q:33:+,+9r!‘-i5.r-f-2] 

donc  complètement  jx  —q; — , 

ce  qui  est  le  terme  général  de  la  sérié  proposée  (r) 
et ‘l’intégrale  de  l’équation  ( d ). 

58  g.  Dans  le  cas  où  les  racines  de  l'auxiliaire  sont 
partie  inégales  et  partie  égales,  la  méthode  pour  l’in- 
tégration se  compose  de  celles  que  nous  avons  déjà 
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exposées  pour  chacun  de  ces  deux  cas  particuliers , 

et  n’offre  par  conséquent  plus  de  difficultés. 

5go.  Nous  n’avons  jusqu’à  présent  considéré  X qne 
comme  une  fonction  exponentielle  de  x ; mais  il  peut 
arriver  trois  autres  cas  que  nous  allons  examiner  suc- 
cessivement. 

Premier  cas.  X = à une  constante  H.  On  a dans 

7 ce  cas  2 — H J» et  faisant  passer 

la  constante  déterminée  H en  avant  de  tous  les  fac- 
teurs affectés  du  signe  d’intégration,  l’équation  (5g8) 
devient 


Par  exemple  , soitproposé  de  trouver  le  terme  général 
a de  la  suite  récurrente  du  second  ordre  î,  i,  5,  17, 
45,  io5,  etc.  dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équa- 
tion /(x  + 2)  = 4 + 5/(.r  + 1)  — 2/*  *,  d’où  à l’or- 
dinaire on  déduit  A = 3 , B = — 3 , Q = 1 et  X ou 
H =4,  ce  qui  donne  l'auxiliaire  a1  — 3a  + 2=ç, 
dont  les  deux  racines  sonta=  1 et  a'—  2.  Substituant 
#ces  valeurs  dans  l’équation  (601)  , on 
— — 4x  4.  caT  -f-  c'.  Faisant  successivement  x — 1 et 
x—  2 , d’où/x=i  et  fx  = 1 ; on  trouve  c=  2 et 
c'  = 1 ; on  a donc  complètement  le  terme  général 
demandé_fx  = 1 -f*  4 (2ir-r  — x). 

5g  1.  Second  cas.  X=à  une  fonction  algébrique 
et  rationnelle  de  x. 

Il  ne  se  présentera  de  pins  dans  le  cas  actuel,  que 
des  intégrations  de  quantités  telles  que  celles  que  nous 
avons  appris  à intégrer  à l’article  57g  , ce  qui  n offre 
pas  de  difficultés. 
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Par  exemple  , soit  proposé  de  trouver  le  terme  gé- 
néral de  la  série  récurrente  o,  1 , o , ,8,  — 5 , 57,  etc. 
dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équation  aux  dif- 
férencesy(x-|-  a)  = x — f(,x- f-  i)-{-  6fx.  Comparant 
cette  dernière  équation  avec  celle  ^5g5  ) , il  vient 
A = — G,  B=i  , Q = i , X=i  et  n = a ; donc 
l’auxiliaire  de  la  proposée  est  a1  a — S=o,  d’où 
a = a et  a'  = — 3;  ainsi  la  formule  (5g8)  donnera  - 

fx  = —x( } 2 - — — • Or  la  seconde  formule 

Ù V a v (— 3)x 

du  groupe  (588)  donne  2 ^ ÿ 

1 • i "i  > 

* g s ( — 3)^_l  ’ Ct  Prem'®re  f°rmu^e  du 

(-3ÿ  = 4“(-3)x  * d°nC “ 

3.c  3 / — 3V  x 

— 4(— 3)x  + ifa’C— +C>  'U  2 <—3)* 

= “1 : 2 p + (0* +c2(~  !)x- Nous  »rvact 

encor#  des  deux  premières  équations  du  groupe  (588), 
x ax  3 , 

nous  trouverons  2 — = — : donc 

2*  ax  2* 

/—  3\*  x 3X  • 9 /— 3\*  , , 

"(  a")  2(—  3)x  — 2.2*  + 8.ax  \ a / + c : 
substituant  cette  valeur  dans  celle  de  fx,  il  vient  l'éqtia- 
x 3 

tion  fx~ . ^ :±:c3x — c'a*, dont  on  déterminera 

les,  constantes  c , c'  en  faisant  successivement^x  =0 
et  J(xz=  1 , pour  les  valeurs  respectives  1 et  2 de  x f 
ce  qui  donnera  c = Vj5  et  c = — X),  3,  ainsi  le 
terme  général  de  la  série  proposée  est 

r 24-2*  ±:  i3.3x—1 — aox  — i5 

fx= sô ^ 
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5$2.  Troisième'  cas.  X = o.  Nous  avons  dans  ce 


cas  s 


X 


r r.-.w;  = 2 o = c : substituant  cette  valeur 
|_at"  o y 

dans  l'équation  (5g8)  , passant  la  constante  c en  avânt 
de  tous  les  facteurs  affectés  du  signe  d’intégrationS, 
et  à cause  de  l’arbitraire  de  cette  constante  , repré- 
sentant par  c la  quantité  constante  arbitraire  d: 
on  a 

£)'<£>'•  ■■{£?!•■ 

Cherchons  le  développement  de  cette  formule  : mai* 
pour  lixer  les'  idées  , donnons  d’abord  à n une  valeur 
numérique  déterminée,  par  exemple  4 , ce  qui  réduit 
l’équation  (602)  à celle 

/*  - eo*  " W ' 

°r  » xÇ£)  = 3r£y(£y+c'i  donc 

■ =Tr=&=*<£)'+<®î+'- 

* d'où  il  suit  que 

2 ^VxÆYï  r-Y-  s.  (*\m 

“Va  y V«'  ) V a")  — (a a") (a*— a')  “Va/ 

Ainsi  substituant  cette  valeur  dans  celle  d efx  [éq.  (a)]] 
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et  reprérenftnt  par  lès  seules  lettres  c , c , c et  c le» 
coeïïicienfcconstans  et  arbitraires  des  tenues  du  se- 
cond merSre,  il  viemlra_/j:— c(ar)x-l'‘c  Cn  ) ^ a ^ 

-f-  c "(a)*;  donc  généralement  X étant  = o,  on  auia 

fx^ca*+c'd*+ cV'+cV'.  ,+cC— ytaC-'V]*  CSo5)' 
Exemple.  Trouver  le  teçme  général  de  la  série  ré- 
currente engendrée  par  la  fraction 


On  obtient  par  les  règles  ordinaires  des  développe- 
mens  des  fonctions  en  série,  que  celle  (é)  donne  la 
suite  récurrente 

i _j_  Qy  + ay3+ 6yt  -f.  îoy5  -f  zays  + etc W ' 

que  j’écris  ainsi  qu’il  suit  : 

1 .y°  — {—  o .y  + ay*  4-2y3+  etc (c?)- 

Or,  il  est  visible  que  si  on  représente  par  fx  le  terme 
général  de  la  suite  des  coefGciens 

i,  o,  2,  a,  6,  ÎO,  22,  etc (<>),  ' 

on  aura  pour  terme  général  de  la  suite  (d)  la  quan- 
tité y*fx  : ainsi  nous  n'avons  à nous  occuper  que 
de  la  suite  récurrente  (e)dont  ^loi  est  exprimée  par 
l’équation  aux  différences  du  second  ordrey(x-f-  2) 
= f(x  -f-  1)  -f-  2 fx,  ce  qui  donne  A = 2 , B = 1 , 
<^1=  — 1,  X = o et  n = j ; ainsi  l’auxiliaire  est 
n’  — a — 2 — o , d’où  a '— — 1 , a'  = 2 ; et  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l’équation  (So3),  on  a celle 
fx=^  ±c  -j-  c'.2x;  d’où  on  déduit  à l’ordinaire  c = — | 
» | ^ 

et  c’=  | -,  donc fx=- — , ce  qui  donne  pour  terme 
général  de  la  suite  < [d ) la  quantité  - — g y*  : mai^  à 
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cause  dn  terme  de  plus  o .y' que  notas  avons  introduit  dans 
la  proposée  (c) , il  est  clair  que  le  xi"n'.|«'me  de  la 
euite  (d)  est  le  (x-f-  i)1""'  terme  de  la  pr^osée  (c)  , 
et  est  par  conséquent , de  place  paire  ou  impaire  à 
l’inverse  de  ce  qu’il  était  dans  la  série  (rf)  , donc  le 

vrai  terme  général  de  la  proposée  (c)  est  ■ 


zt.  2 


y*. 

5g3.  Si  dans  le  dernier  cas  dont  nous  venons  de 
parler  , l’auxiliaire  a des  racines  égales , alors  il  est 
évident  que  l’intégrale  (6o3)  devient  incomplète  ; car 
supposant,  par  exemple,  a =a' z=za"  , on  aura 

fx= (c  + c'  + c')c3  + cV*. . . .+  cC"-'ya("->y*  ; 

or  , c-f-  c>  + c"  est  une  quantité  constante  arbitraire 
qu’on  peut  représenter  par  la  seule  lettre  c*  ; donc  il 
manque  deux  constantes  arbitraires  à l'équation  pré- 
cédente pour  être  complète.  Afin  de  remédier  à cet 
inconvénient , reprenons  l’équation  (6oa),  et  pour  plus 
de  netteté  dans  le  calcul , donnons  à n une  valeur 
numérique  déterminée,  par  exemple  G,  et  supposons 
que  les  quatre  racines  a , a' , a , a'“  de  l’auxiliaire  sont 
égales  ; nous  aurons  conséquemment  à développer  l’é- 
quation 

fx  = cax  Xi  £ i X 2 (£)’ (a)  : 

or  , n’ayant  pas  égard  aux  facteurs  en  Fonctions  de 
a’,  a"1...  qu’on  trouve  dans  les  intégrations  succes- 
sives , parce  qu’en  dernière  analyse  elles  vont  ,-e  con- 
fondre avec  la  constante  arbitraire  c , on  aura 
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n t » 
C X -j-  c 


en  mettant  c à la  place  de  a”  à cause  de  a =:c".On 

<£)’ 


-f- c^x2  + c"a:  + c,T;  et  enfin  après  la  cinquième  in- 
tégration, il  viendra  fx  — c(a')x-\-  c'(a'v)T  4“fl*Cc",r3 
4-  c"x*4-  d’i  + c’];  tel  est  le  développement  de 
l’équation  (a);  d’où  il  est  aisé  de  conclure  que  n étant 
l’ordre  de  différence  de  l’équarôon  proposée , et  i le 
nombre  des  racines  égales  de  l’auxiliaire , on  a gé- 
néralement , H renversant  les  indices  distinctives  des 
n constantes  arbitraires , l’intégrale  complète 
fxz=c(*-'y*a(n-,y*+c("^ya(n-^yx...+ti'é'*+a*[c<-i-,y 
+Xi*1  -J-ti'- . .^-c"xx  + c'x+  c]...  .(So4). 


Pour  faire  une  application  de  cette  formule , soit  pro- 
posé d’intégrer  l’équation  aux  différences  du  septième 
ordre 

1620  /^x)+38Gi/(x+i) — 1 i88f(x-f-a) — 8i3/(x-f-5) 
—t  a4/(.  * + 4)  + 33 f{x  + 5)  + j 2/(x-f-  6) 

+AX  + 7)  ~° C6)' 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (5q5)  , on  a 
A=n630,  B=386i  , C = — 1188,  D==  — 810  , 
E= — 124  ,F  = 33,  G = ta  , Q—  1 , 0 = 7;  donc 
l’apxiliaire  sera  a7  4-  iaas4_  53a5 — 124^  — 8i3a3 
— 1 1 88a54"386ia4-i62o=o,  ou  (a4“5)t(a3_3ifl4-î‘0)=0'> 
donc  à cause  des  quatre  racines  égales  à — 3 , et  des 
trois  racines  inégales  t , 4 et  — 5 , la  foi  mule  (60 4)  dans 
laquelle  t=4,  donnerayx=t1,,  4*  4*— c'y5xdz- ox[tmxi 

4-  c'x'+c’x  4-  c]. 

5g4-  Si  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  de  la  pro- 
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posée  étaient  égales , il  est  évident  qu’on  aurait , d’aprc* 
ce  qui  a été  dit  clans  l’article  précédent,  son  intégrale 
complète  exprimée  par  l’équation 

fx  = ax[cC"-0'xn-'  -f  -f-  c°x% 

+ ex  -f-  e] (6o5) . 

Par  exemple , soit  proposé  de  trouver  le  terme  gé- 
néral de  la  série  o,  o,  1 , 6 , a4  , 80  etc.  dont  la  loi 
est  exprimée  par  l’équation  f ( x -f-  3)  = 6/~(x  -f-  a ) 
— îs  y(x-f-  i)  -f-  8/ir  ; on  trouve  à l’ordinaire,  que 
l’auxiliaire  de  la  proposée  est  a3  — Gaa-1-  tza — 8=o, 
ou  (a — 2)3;  donc  d’après  l’équation  i6o5),  il  vient 
fx  = a*(c"x‘-l-c'x  +c),  d’où  on  ^îclut  c=j, 
c — — ï’g  et  ca  ■=:  : on  a donc  complètement 

pour  terme  général  de  la  série  proposée , fx=  a^x~ 
£xa  — 5x  -f-  2~\. 

5q5.  Il  peut  encore  se  faire  que  dans  l’équation 
auxiliaire  de  celle  aux  différences  qu’on  veut  intégrer, 
il  y ait  plusieurs  facteurs  de  la  forme  (a±by=  o 
(u±;e)'?=: o etc.  avec  desfacteurs  du  premier  degré 
a ±d  — o , a ± h ■=  o etc.  M ais  ce  cas  là  se  soumet 
également  aux  méthodes  préct-dentes.  En  voici  un 
exemple.  Soit  (a  — bf  ( a — e)a  (a  — d)  (a  — 7/)  = o , 
l'auxiliaire  d’une  équation  aux  différences  du  septième 
ordre  qu’on  veut  intégrer,  on  aura  conséquemment  , 
d’après  l’équation  (602)  , 


d’où  on  conclura  à l’ordinaire 


K 


™&4ï=0+‘'0’ 


donc 


* 


* 


♦ 
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*©'»  --O)'+‘0+^©'+^ 

On  trouve  par  le  moyen  de  la  ftble  ( 588)  £art.  578]], 

* que  c"2.r  0^  = c"x  0^ — C*C0  ’ ^onc  rePr^5ell_ 
tant  par  c*  la  constante  arbitraire  c"  — c" , on  aura 


iv. 

; 


et  continuant  l’intégration  de  la  même  manière,  il 
viendra  enfin  l’intégrale  complète  jx  = c/r*  -J-  c'd-* 
•+-  c'xex  o"ejr+  Zr*£cwXa-+-  c\r  -f-  cTI  3- 

5q6.  Il  nous  reste  maintenant  à examiner  le  cas  qui 
parait  présenter  le  plus  de  difficultés  , c’est  - à-dire 
celui  où  l’auxiliaire  a des  racines  imaginaires.  Nous 
commencerons  notre  examen  par  les  éqnâtions  linéaires 
aux  différences  dans  lesquelles  X ■=  o , et  nous  exa- 
minerons ensHtte-ltr  ca?  tm  X eSTTJtte  fonction  de  .r. 

Soit  supposé  que  l’auxiliaire  a les  deux  racinesima- 
ginaires  />+  q\/ — 1 et  p — q\/  — 1 , faisons  o("— 
— P — 1 et  ^n— — P — 9 V — 1 , ce  qui 
donnera  pour  les  deux  derniers  termes  de  la  Formule 
(6o3)  _}_q  y/ — 1)*  -q_cC«-0'(p — 9\/— : 

or,  faisant 


p 

cot  a = 


• O), 


d’où  sin  « = 


et  cos»  = 


, on  a 


cos 


V(.p*+ÿ)  . *•  V (p*+q%} 

, . - p±a]/ — 1 

3û)3Z8m®i/ — 1=  — - — ; — - ; mais  on  sait  que 

cos(x«)  ± sin  (x»)l/ — 1 = (cos  a rtsin  » [/ — 1 )*, 

donc  cos  (*.)  ± sin  ( x.  ) \/- 1 =*  » 
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(p± :q  l/-~ i ) *=  ft>*  -Jjjf  J*i [cos  (x*)4-  sia  (*•)  V/— » ] i 

et  faisant  pour  abréger 

m=  \Z(p*4-9s) (&)* 

on  aura 

(p±qV' — i)*=mx[cos(x#):±:sin(x®)l/ — 1]. . .(c); 

donc  les  deux  derniers  termes  de  notre  intégrale  se- 
rout  t^"~J>/77ixco3  (x«)  + sin  (x*)  , en  repré- 

sentant respectivement  par  c^“— et  cC'’-1^  les  deux 
quantités  constantes  arbitraires  cC'’-*)'  -f*  et 

(c("~*Y  ■ — tC“-0')  v/—  1.  On  voit  de  même,  que  s’il  y 
avait  quatre  racines  imaginaires  dans  l’auxiliaire,  on 
aurait  les  quatre  derniers  termes  de  l’intégrale  qui  se- 
raient sous  laforme  c<>— ')'gxcos  (xa)  -f  cC^g^sin  (xa) 
^.c^-ïYttv*  cos  (xa>)  -f-  sin  (xa)  , et  ainsi  de 

suite  pour  un  plus  grand  nombre  de  racines  imaginaires. 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  mite  ré- 
currente simple  o,  o,  1 , 2 (V/3-f-  1)  , 4(3-h  V 3), 
8(3  -+•  a i/o)  etc. , dont  la  loi  est  exprimée  par  ? équa- 
tion aux  différences  du  troisième  ordre 

f(^- 3)=  a(K3  + i)f(x  -f-  2)  — 4(1/3  + 1)  f(x  + 1) 
W ' +8fx (d). 

Comparant  l’équation  (d)  avec  celle  (5q5)  on  a A=— 8, 

B — 4(\/3+  i),C  = — a(v'3  4-0.Q  = I»x=o» 

n=3  ; ainsi  l’auxiliaire  de  (d)  est  tr5  — 2(^/3+  1 )al 
^.^(^/34-i)û  = 8,  d’où  on  tire  a~z,a' =]/3+  î 

et  a"  =1/5  — V — 1 i donc  p = ÿoet  q-=  1 , d’où 
cot  « = V/3[équat.  (a)]  , ce  qui  donne  *=33°  •-  ; de 

plus  , on  a m =>/3  -f-  » = * [équat.  (£)]  ; donc  les 
deux  derniers  termes  de  l’intégrale  demandée  seront 
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c'a*  cos  ( x 33°  J ) •+•  c'a*  sin  ( x 33°  3)  , et  l’équation 
(6o3)  donnera  celle 

fxz=.  a *[c  -f-  c'  cos  (x33°5)-t-c*sin  (x33°  3)] (e). 

Faisant  successivement  x = 1 , 2 , 3 , ce  qui  donne  à 
fx  les  trois  valeurs  respectives  0,0,1  des  trois  pre- 
miers termes  de  la  série  proposée  , l’équation  précé- 
dente donne  successivement  les  trois  équations 

o=c  + ^c'+ic',o=c  + ic'+ 


et  1 = 8 ( c 4-  c'  ) . d’où  on  tire  c = — =- , 

v 8(2  — y?>) 

, I/o — 1 , l/3 — 1 . . 

c = — 5 , 7 5T  et  c = — ÜT : substituant 

8(2 — y/5)  8(2 — |tf3) 

ces  valeurs  dans  l’équation  (e)  , on  aura  pour  intégrale 

complète  de  l’équation  (f/)  , et  par  conséquent  pour 

terme  général  de  la  série  proposée  , la  quantité 

fx  ~ l— y/5 E 1 “ (V3  — Ol/2 c°s  C-330 r~  5o0)]. 

597.  Avant  de  passer  an  cas  on  X étant  une  fonc- 
tion variable  * l’auxiliaire  recèle  des  racines  imagi- 
naires , il  est  à propos  pour  plus  de  simplicité  , que 
nous  développions  la  formule  (698)  en  un  polynôme, 
en  considéfant  d’abord  X comme  une  fonction  expo- 
nentielle de  x.  Soit  donc  fait 


X=  h1 


ce  qui  changera  le  dernier  facteur  intégral  de  l’équa- 
tion C398)  en  celui  z|^gC"— O'^]  Hu*  * d’après  la  formule 

(584),  est  = ^aJ_iyQ^]  + cC— ■O'  -,  donc' 
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-ir  at«-*yaC^-»y  r~  h “jr 

Gü(«— O'"]1 

l n__-;r,  I -f-  et"- } et  continuant  de  même. 


on  trouvera 


__ oO-O'gO— ..g',  g /A\* 

(A  — «0*—  0')(A  — aC"— »y),..(A  — a')  (A — a)  \a/ 

donc  faisant  attention  que  a(“— 0'  aC«— o'a  = ±:  A , 

et  que  le  dénominateur  (A — — a^a~ “)') 

(A — a)  est  égaBbu  premier  membre  de  l’auxiliaire 
(5q6) , en  faisant  Q=i  (*),  et  mettant  A à la  place 
de  a , on  aura  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans 
l’équation  (5q8) , celle 

fX~  h *...+  DA3-}-  CA"4- BA^-A  + cC"  ° ^a("  ° ^ 
-f-  ct—O'iaC"— )']*.*. .+  c’a'1  + cax (6o6)  , 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  et  très-commode  des 
équations  aux  différences  d’un  ordre  quelconque  n , 
dans  lesquelles  X est  une  fonction  exponentielle  de  x. 

Exemple.  Intégrer  par  le  moyen,  de  la  formule 
(SoG)  la  même  équation 

i8fx  -Fgf(x4-i)  — 8f(x-H0  + f(x+3)=a*. . ..(a)  , 

que  celle  (A)  que  nous  avons  intégrée  à l'article  586. 

\ ■ 

(*)  On  peut  toujours  supposer  Q=  i,  car  s^il  en  était  autre- 
ment, il  n’jr  aurait  qu  i»  diviser  l'équation  (595;  par  Q,  et  alors 
le  coefficient  que  nous  avons  représenté  par  Q ne  serait 

plus  que  l7 unité. 

Mettant 
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Mettant  à la  place  de  a dans  le  premier  membre 
o*— 8ct  +9<z  -f*  1 8 de  l'auxiliaire , la  valeur  numérique  a 
de  h , or.  aura  8 — 3^+  18  -f-  18  =ia  ; donc  la  for- 
mule (ScS)  donnera  tout  de  suite  pour  intégrale  com- 

plète  rloéa  proposée  (a)  , l’équation  fx=  — - — J-c"6* 

O 

*+-  c3*  ± c , ce  qui  est  le  même  résultat  que  celui 
trouvé  à l'article  586. 

5q8.  Si  l’auxiliaire  a des  racines  imaginaires,  par 
exemple,  sia'  =p-j-qy/ — i et  a = p — qV~~~  1 * 
on  voit  tout  de  suite  , d’après  ce  qui  a été  dit  pré- 
cédemment, que  faisant 

(a) cot  » =-  et  m — 1 VFR (*), 

les  deux  derniers  termes  de  l’intégrale  complète  (6o6) 
feront  c' mx  cos  (x«)  et  cm*sin  (x*). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  deux  racines  ima- 
ginaires , a également  lieu  quel  que  soit  le  nombre 
des  racines  imaginaires  de  l’auxiliaire. 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  série 
récurrente  composée  , o , o,  î , 17,  187,  895,  1 881  etc. 
dont  la  loi  est  exprimée  par  l équation 

— 1 5ofx  + 8of  (x  -J- 1 ) — 1 3f(x-J-a)-f*f(x  -f  3}=4*. . .(c). 

Comparant  cette  équation  (t)  avec  celle  (5g5),  on  a 
A=—  i5o,  B = 80,  C=  — iZ  , Q = t , n=Z  et 
X=4x,  d’où  A=4;  donc  l’auxiliaire  est  a3—  i3a* 
-f-  80  « — 1 5o  = o , d’où  l’on  tire  a"  =3 , a'  = 5 
“f*  5 V — 1 et  a — 5 — 5{/ — 1 , ce  qui  donnep=q— 5 
et  cot  « = 1 [équat.  (a)  ] ; d’où  « - 5o°  ; enfin  l’é- 
quation (5)  donne  m = 5^3.  Mettant  à la  place  de  a 
dans  le  premier  membre  de  l’auxiliaire , la  valeur  nu- 
mérique 4 de  A , il  se  réduit  au  nombre  a6.  Ainsi 
**  35 
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substituant  toutes  ces  valeurs  dans  l’équation  (Go6)  , 

on  aura  fx  = + c*  3*  -f-  (5l/n)x[y  cos  (x.5o°.) 

; ■ '20 

•4-  c sin  (x  - 5o°)].  Faisant  successivement  x = aux  trois 
nombres  1 , a,  3,  auxquels  correspondent  respective- 
ment les  valeurs  o,  o , i , de  fx , l'équation  précédente 


donnera  c = — 


23 


3 

c — 77  et  c 

764 


1 

: o» 

29 


fx= 


377°  * 

aura  donc  complètement 

1 4&-4* — »i3o  3X-  (5  v/s)TC 1 5cos(x5o0)-f-a5sin(x5o*)3 
3770  1 


599.  Si  l’ajoutée  X est  une  quantité  constante  H , 
il  n’y  aura  d’autre  changement  à faire  dans  la  formule 
(60b)  , que  de  mettre  au  numérateur  du  premier  terme 
fje  la  yaleur  de  fx  , la  quantité  H à la  place  de  celle 
'h* , et  au  dénominateur  le  nombre  1 à la  place  de  h ; 

H 

ainsi  ce  premier  terme  sera  - — -j-g-p,'  ■ p j jy»  ce 

qu’au  reste  on  trouvera  à priori  en  développant  le 
second  membre  de  l’équation  (601). 

boo.  Passons  maintenant  au  développement  de  la 
formule  (^98)  , lorsque  X est  une.  fonction  rationnelle 
de  x. 

• Faisânt  Ax=  1 , il  est  aisé  de  conclure  de  l’équa- 
tion (587},  que  quelle  que  soit  la  valeur  entière  et  po- 
sitive d’un  nombre  que  nous  représenterons  par  x , on 
aura  toujours 


• 2 


= — A— O*—  A.x*-1  + Àïxv~a...±:A  J...'{o) , 

oj  Cl— “K 

A, , Ai,...A.k  étant  des  constantes  fonctions  de  cellea, 
le  signe  -f-  lorsque  x est  pair , le  signe  — dans  le 
cas  contraire.  Cela  posé,  reprenant  notre  équation 


0 
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(5g8) , et  supposant  X = x\  o'n  aura  Z — X 

__  flc— .y  J 

î«C"-0']*  [, — u ( '’-rT)r]^ü(— .ÿjr  C-r  X A, a*  1 

* • • — + cO,~,y  j donc  faisant  pour  abréger 


$=xx—  A,  A* 

il  viendra  S — ? ""Fs  — — 

LaC*— O'J  [<,(«- 


a(»-0' 


F aC—O']*  , — a («-.y  X 


•£  r~ 0(*— l)' — ir 

2 j>"^Fp  + cC"'°'  L^ÿJ  + c c"  “ *y-  Mail 

_ £ XX  -A— I 


? ^ X"  4 xA— 1 

' É3^y]'  ~ C^C— OQi  “ A*2  

**'  A^î^ÿJxCequat. (è)]  ; etd  après l’équationfa), 

il  est  aise  de  voir  que  toutes  ces  intégrations  par- 
ticulières étant  effectuées^  les  intégrale»  respective» 
auront  toutes  pour  facteur  commun 

aO—O' 

[i  — aC— 0'][aC*-0']* CO  : 

donc  représentant  par  % la  somme  de  toutes  ce*  in- 
tégrales divisées  par  la  fraction  (c)  , on  aura 

zr^iTx-^ 

Lut— y J [aC«-o'j* — 


aC"-OVn-^' 


D ~ «c*  ,y]  Li  y ] [o(— «yî; 

+cC^,y[^^+^*yi 
et  continuant  de  meme  iu>qu  a ce  qu’on  parvienne  à 
la  première  intégrale  Z tnsuite  substituant  ]a 
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valeur  de  S 2 etc.  dans  l’équation  (5g8)  , 


.«y 


on  aura 

0(*->yac«— y ...  c'a  a 

/*  = iACi-af—y' Jt  i ■ -aC—î']..  .[i-a']|_î-  a]Ç 

4-  ct—yCaC—y]*  + c<',“*y[aCn“*y]*  . . . c'a'x  ca*  ; 

or,  il  est  évident  que  le  numérateur  du  coefficient  de 
£(*->)'  ests=  ifcA,  et  que  le  facteur  de  ±A  dans 
le  dénominateur  du  meme  coefficient  est  = i...-f-  D 
* C -f-  B -f-  À en  faisant  toujours  comme  à l’article 
5g7  f Q = i ; on  aura  donc  definitivement 

fr-. ..  .+&t+ » 

_j_ cc«-0 + ca,x+  ca* ... . (607). 

Mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  généralement  nous 
représentons  par  £m'  l’intégrale  de  j*"-**  divisée  par 
le  facteur  commun  à tous  ses  termes. 

Afin  de  rendre  plus  facile  l’application  de  la  théorie 
précédente  , nous  joignons  le  développement  des  for- 
mules de  la  table  (588)  , en  supposant  Ax  = 1. 


1 o_ 

2 ax(i  — a) 


CO 


x ___  a r _ i ~1 

2 a*  a*(i—  c)L  1 — aj 


x 

2 — 


a*  u*(i  — c)L  1 — a 0 —«) 

0 


etc. 


^±4a  + i 

+ (i-W 

. *~ 


Digitized  by  Google 


AVX  DIFFÉRENCES.'  54g 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  lasèrie  ré- 
currente et  composée  du  second  ordre 

1 , o,  — n t — 73, — 370.—  i5g8etc ( d)r 

dont  la  loi  est  exprimée  par  V équation 

f(x  + 2)=  x*-f-  yf(x-f-i) — îafx. . . .(e). 


On  a A = ia,  B = — 7 ,X=x*,n  = a, et l’auxi- 
liaire  est  a3  — 7a  -f- 1 a = o,  d’où  a = 3,  a'  = 4 ; subs- 
tituant cette  valeur  de  a'  dans  la  troisième  équation 
de  la  table  précédente,  et  n’ayant  égard  qu’à  la  parti» 
comprise  entre  crochets;  onaÇ  = x*  -f-  f x-f-  § : divi- 
sant cett^equation  par  ax=Zx,  et  intégrant  parle  moyen 
des  trois  premières  formules  de  la  table  (608) , en  ne 
prenant  de  ces  intégrales  que  les  parties  comprises 
entre  crochets  , il  vient  § x , et  substi- 

tuant cette  valeur  de  Ç'  ainsi  que  les  valeurs  numé- 
riques de  A , B , a et  a'  dans. l’ équation  (607) , on  * 


r ,9*N-  1 5 x 4-  >7 
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f c .4x-4-c.3x , 


et  déterminant  à l’ordinaire  les  constantes  arbitraires  dy 
c,  on  a complètement 


fx 


fl  x(qx  -4-i5) -4- 34 — 6.1 .4*' 4-9°.  3* 
ÏÔ8  ""  ‘ 


601.  Si  l’une  ou  plusieurs  des  racines  de  l’auxiliaire 
sont  égales  à l’unité,  la  formule  (607)  sera  en  défaut , 
puisqu’ alors  on  aura  le  dénominateur  1 ....-f-D-f-C-f-B  , 
-f-A—  o,  ce  qui  donnera  fx  ss.  00.  Mais  on  obviera 
aisément  à cet  iqponvénient,  en  commençant  par  di- 
viser l'auxiliaire  par  a — 1 élevé  à la  puissance  marquée 
par  le  nombre  de  ses  racines  égales  à l'unité  , et 
faisant  dans  le  quotieiit  a = 1 ; ce  qui  indiquera  le  nou- 
veau diviseur  qu’il  faudra  donner  à £O“0\  Il  est  à. 
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propoîs  d’observer  que  dans  les  intégrations  successives 
qu'on  est  obligé  d'effectuer,  il  y en  aura  autant  de 
simplement  algébriques  données  par  la  table  (57g) , 
qu'il  y a de  racines  de  l’auxiliaire  égales  a l'unité. 
Pour  rendre  ceci  plus  sensible  par  un  exemple , pro- 
posons-nous de  trouver  le  terme  général  de-  la  suite 
récurrente  du  troisième  ordre  1 , o , o , 7 , 46 , 
ao8  etc. , dont  la  loi  est  exprimée  par  l'équation 

/(•*+3)  = xa+S/(x-H0— n/ 04-  0 + G/x. 

Ona  A=— 6 , B = n , C=  — 6,X=xa, 


d’où  il  suit  que  l’auxiliaire  est  n3 — 6 a’ -f- 1 1 a-#-  6=  o, 
dont  les  trois  racines  sont  i,  a et  3 j conséquemment  Je 
commence  par  diviser  l’auxiliaire  para — t,  ce  qui  donne 
a* — 5a -f- 6 = 0, et  mettant  dans  le  premier  membre 
l’unité  à la  place  de  a , il  vient  le  nombre  a par  le- 

• * .T^ 

quel  il  faudra  diviser  Ç".  Actuellement  intégrantgj  par 


le  moyen  de  la  troisième  formule  de  la  table  (608)  , 
en  supprimant  toujours  le  facteur  extérieur  aux  cro- 
chets, On  a£=xa4-x4'1  î ensuite  divisant  cette 
équation  par  a*,  et  intégrant  toujours  de  la  même 
manière,  il  vient  l’équation  |'  = x*-f- 3x -{- S,  dont 
le  second  membre  divisé  par  la  troisième  racine  a , 
élevée  à la  puissance  x , reste  fonction  algébrique  ; 
ainsi  son  intégration  se  trouvera  par  le  moyen  de  la 

^ » J | 

^table  (679)  , ce  qui  donnera  Ç"  ==  V 4 x*  -j — » 


cela  posé,  l’équation  (607)  donnera 


jirs+x5-f4  x 


+ Cn 3*  4- c'a  * + c; 


et  déterminant  à l’ordinaire  les  constantes,  on  aura 
complètement  pour  terme  général  de  la  suite  récnr- 
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$5l 

rente  proposée 


/* 


2x(x*-f-3x  -f-  11)+  7 *3*  — 54-a*+  Sq 


12 


* 602.  Nous  n’avons  jusqu’à  présent  intégré  l’équa- 
tion ^ux  différences  (5g5)  que  dans  le  cas  où  les 
coefliciens  A,  B...  sont  constans  ; mais  si  ces  coef- 
Eciens  sont  fonctions  de  la  variable  x,  il  est  malheu- 
reusement très-rare  de  pouvoir  effectuer  l’intégration; 
cependant  l’équation  • «. 


/(*+  0-£/*  = X..,..(6o.q), 

dans  laquelle  £ et  X sont  des  fonctions  de  x,  s’intégre 
assez  aisément , ainsi  qu’on  va  le  voir.  En  effet , 
soit  fait 

£c  = <t>£  (a)  , 

en  représentant  par  <l>  et  ç les  caractéristiques  de  deux 
fonctions  indéterminées  de  x.  De  cette  équation  (a)on 
déduit  celle  f(x  -f- 1}  = 4>  (x.-f-  i)Xf>(x  -f-  ij)  ; mais 
X ç(x-f-  1)  = $>x-f-  xçx  ; donc/’fx-f-  i)=:<l>(x-l-i)<px 
-j-  <P  (x  -f-  1)  X$x:  substituant  cette  valeur  dey^x-f-i) 
ainsi  que  céîle  de^x^équat. (a)],  dans  l’équation  pro- 
posée  (609)  , il  vient 

Q<t>(x-4-i)  — %Qx~]X<px-\-  <t>  (x  -f-  i)çx  = X. 1 

Mais  <Dx  étant  une  fonction  indéterminée  de  x , oit 
peut  faire  le  coefficient  de  X<px=o,  ce  qui  donne 
pour  déterminer  4>x , l’équation 


£«>x=  «>  ( x + 1). . . 
èt  pour  déterminer  <fx  l’équation 
X 

çx  = 


■(b). 


(0- 


4>(x+l)  " ’ 

Prenant  les  logarithmes  des  denx  membres  de  l’équa- 
tion (h)  et  transposant , il  vient  /?=/<!>  (x -J- j)  — iQx 


% 
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t=AZ<kr,  donc  Z<ta:  = s/£,  d’où  on  tira 

<tx  = . . » . (d) , 


et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (5)  , il 
vient  <t>(x  -f-  1)  = £e2^»*,  donc  l’équation  (c)  se  ré- 

v * X X 

duira  à celle  çx~ -=  ,d’où Xçx=X — —nr  + cî 

£eZ/É  t 

substituant  cette  valeur  de  "ZQx , ainsi  que  celle  de 
€>x  £equat.  (d)J  dans  l’équation  (o)  , on  a celle 


fxz= 


«S/; 


,.(Gio), 


qui  est  l'intégrale  complète  demandée. 

On  pourrait  si  on  voulait , substituer  dans  cette 
formule  ta  valeur  de  S/§  donnée  par  l’équation  (5gi), 
en  y faisant  A£  = t. 

Avant  de  faire  des  applications , je  préviens  que 
je  nomme  séries  récurrentes  variables  , celles  dont  la 
loi  est  exprimée  par  une  équation  aux  différences  qui 
a un  ou  plusieurs  de  ses  termes  avec  un  coefficient 
variable. 

Cela  posé  , proposons-nous , en  premier  lieu  , de 
trouver  le  terme  général  de  la  série  récurrente  va- 
riable , i,  î , 6 , 36  , a4o  etc. , dont  la  loi  est  ex- 
primée par  l'équatiou  aux  différences  du  premier 
ordre. 


f(x  + i)=afx  + x*(x—  j)(jc  •—  a)(x  — 3)..i...(e). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(609)  , il  vient  £ = x et  X = x*  — 0(x — 2)  • — 1 

= ar4eZ^r  £équat.  (Sqa)].  Substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  (610  ),  on  a 
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fx  •=.  (x- 1 ) (x- a) (x-3) . . . i(ïx4-c)=C*-0C*',a)('r“®) 

Pour  déterminer  la  constante  c , t'observe  que  pour 
ar=aona/x=t , ce  qui  réduit  l’équation  précédente 

à i — IL.1.-4-  c d'où  c=o;  on  a donc  complètement 

_ x (x— i)»(x— a)(x— 3)..  . i 

jx  — - * 


ou  plu»  simplement /r=  i .3.4.5. . .x  (x î)  , ce 
qui  est  le  terme  général  demandé. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  le  terme  général 
de  la  série  récurrente  variable  1 , 1 , 4°  » 3ç)f)S , 
026304,  etc.  , dont  la  loi  est  exprimée  par  l’équation 

y^x4->)==x*/x+3*.x*(x — 1)*"~ *(x — a)*-*. . .a*. 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (609)  , on  a 
x*  et  X = 3x.xx(x — t )x— 1 (x — a . . .a* 

s=  J'x'e^^Eéquat.  (5ga)3  : substituant  ces  valeurs 

dans  l'équation  (610)  , il  vient/rase^^Q^*  -}-c]  , 

« 7—x 

et  mettant  à la  place  de  e et  de  E3X , leurs  va- 
leurs respectives  (x — 1)*~ '.(x — a)x— “.(x — 3)1- 3.... a* 

3* 

et—,  données  par  les  équations  (5ga)  et  (584),  on  * 

fx  xr  3a.33.4^-55. . .(x — c^.  Pour  déter- 
miner la  constante , nous  observerons  que  quand  x=3, 
la  série  proposée  donne/x=4°»  donc  40=  3(274"^)  , 
d’où  c=  — 7 j on  a donc  complètement  fx=  a.33.4*< 
55. . .(x  — i)x“'(3x — 7) , ce  qui  est  le  terme  général 
de  la  série  proposée. 
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CHAPITRE  III. 

Quelques  notions  sur  V intégration  des  formules 
et  équations  aux  différences  qui  contiennent 
plusieurs  variables. 

V 

6o3.  P v is  Q u E pour  prendre  la  différence  d'une 
fonction  variable  F(x,^,  z....)  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables , on  prend  successivement 
cette  différence  par  rapport  à chacune  des  variables, 
en  considérant  les  autres  comme  constantes  ; il  est 
clair  que  quand  on  voudra  intégrer  la  différence  d’un 
mcrnome , il  ne  sera  nécessaire  que  de  prendre  tous 
les  termes  affectés  de  ladifférence  d’une  seule  variable, 
et  d’intégrer  ces  termes,  ce  qui  donnera  l’intégrale  delà 
formule  au*  différences  proposées , si  celle  - ci  est 
exacte.  Par  exemple  , soit  proposé  d'intégrer  ayxzAx 
-f  x*zAy  4.  axzAxAy  -\-yzC\x?  + zAr’Ay  4-yx‘Az 
uyx&xAz,  -f-  yù.x*Az  + x2AyAz  -f-  axAxAvAz 
-f-Ax*Ayûz.  Ne  prenant  que  les  deux  termes  ayxzAx 
-f*_yzAx*  qui  renferment  la  seule  différence  de  x , je 
les  intègre  par  rapport  à cette  seule  variable , ce  qui 
donne  2yzAxZx-\-  yzAx1Xx°=yzx3 — yzTÙx-\ -yzxCsx 
npx*;  donc  si  la  formule  proposée  est  une  dif- 
férence exacte  , son  intégrale  est^zx“;  c est  ce  qui 
a réellement  lieu  ; car  en  prenant  la  différence  de  ce 
monome  algébrique  , on  retrouve  la  formule  pro- 
posée. 
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6o4-  Quand  même  la  formule  proposée  serait  la 
différence  d’un  polynôme  ; la  méthode  d’intégration 
serait  la  même,  si  ce  n’est  que  dans  le  cas  où  la  va- 
riable par  rapport  à laquelle  on  intégrerait,  ne  mul- 
tiplierait pas  tous  les  termes  de  la  fonction  dont  la 
différence  est  proposée  , il  faudrait  intégrer  plusieurs 
autres  termes,  ou  même , pour  plus  de  sûreté,  tous 
les  ternies  qui  ne  sont  respectivement  affectés  que  de 
la  différence  d’une  seule  variable  •,  ensuite , ajoutant 
toutes  ces  intégrales  , on  effaceroit  les  répétitions  des 
termes  répétés.  Par  exemple,  soit  proposé  d’intégrer 
le  polvnome  aux  différences axyAx  -f-  x*Ay  -f-  2ixAs 
-f-  y'Ajr'  -f-  xAz*  -f-  z*A.r  a iyAy  Ay1  -f-  2xArA y 

+ AxaAy4-2zAzAx  -f*  Az’Ax.  Je  mets  à part  les 
quatre  derniers  termes  où  se  trouvent  mêlées  les  dif- 
férences Ar  , Ay  , As  , et  intégrant  seulement  les  huit 
premiers  terme»,  je  trouve  2vAxZx-KE!Ay£y°4-2JéAzZz 
-f-  yAx’Zx”  -f-  xAs*Zs<,-(-  z*AxXx°  -f-  aAy Xy  -f-Ay’-Sy0 
—yx‘  — y xAx-4-x“y-f-xz* — xsA  s -f  - y xAx-f-xz  As-j-s’x 
- i-y a — yAy  -j-yAy  ; réduisant  et  effaçant  les  répéti- 
tions des  termes  répétés , on  a le  trinôme  ^x’-J-xz* 
-f -y*  , qui  est  sûrement  l’intégrale  delà  foftnule  pro- 
posée , si  celle-ci  est  une  différence  exacte;  c’est  ce 
qu’on  trouve  être  vrai  en  prenant  la  différence  de  l’in- 
tégrale obtenue. 

6c5.  Dans  quelques  équations  aux  différences  où  il 
entre  plusieurs  variables,  et  qui  ne  peuvent  se  sou- 
mettre aux  méthodes  précédentes  , il  est  cependant 
possible,  par  le  moyen  de  certains  artifices,  d’en  obtenir 
les  intégrales  ; telles  sont,  par  exemple,  toutes  les  équa- 
tions aux  différences  qui,  en  dernière  analyse,  peuvent 
ee  réduire  à la  forme 

= 9 (6n).  • 


.N 

t „ 1 , 

K 
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En  effet , faisant 

y — «% 00» 

en  représentant  par  a>  et  Ç deux  fonctions  indéter- 
minées de  x,  prenant  la  différence  de  l’équation  (a)  , 
il  vient 

Ay  = œAÇ  + ^A*  -J- AûiAÇ  ....  (5)  , 

et  substituant  cette  valeur  de  Ay  ainsi  que  celle  dey» 
féquat.  (a)]  dans  la  proposée  (6u) , celle-ci  deviendra 

«AÇ  -f-  ÇA*4-Aû)AÇ4-®Çfx  — °*  • 

Or,  puisque  Ç et  a sont  des  quantités  indéterminées , 
on  peut  faire 

«AÇ  -f -ujjfa  — o. . . . (d)  , 
ce  qui  réduit  l’équation  (c)  à celle  , 

ÇA a>  -f-  A«AÇ  = — Fjc,  .... («)• 

De  l’équation  ( d)  , on  tire  celle 

^T  = — fx (/); 

et  faisant  Ç=ex  d’où  AÇ=ex(eAX — i)=Ç (e4x  — i)> 

l’équation  ( f ) deviendra  eAX  = i — fa  , d’où 

1 — /i);donc 

Ç(=eA ) = e S/C1  .....  (g)  , 

et  par  conséquent  AÇ  =e2^1  — i}: 

substituant  ces  valeurs  de  Ç et  AÇ  dans  1 équation  (e), 

— Fx  . 

il  vient  celle  A»  /(  , jg  » ou 

C 

„ s ^ „ — : enGn  substituant 

e2/(i  -/*)  4-  U* 

cette  valeur  de  «ainsi  que  celle  de  Ç £équat.  (g)  3 d411* 
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l’équation  (a)  , il  vient 


y=c— e2/(‘  7 r. — ■ > ^(6ia), 

e2^1  + /(  1 — /*) 


ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  l’équation  pro- 
posée (6n). 


Exemple.  Intégrer  t équation 
Ay  + y(i  — x)  H-x3  (x  — i)(x — a)  (x — 3). . . i=o. 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (611),  on  a 
fx—  î —x,  d’oùx=  i — fx  etirx=x3  (a? — i)(x — a) 

y I , , 1 _ . 

...  1 = x3  [equat.  (5^1) , en  y faisant  Ax  = i], 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6ta)  , on  a 


y = c — e2^x  X ~ ~ c — e2^  2x*.  Mais  e2^  == 
(x—  i)-(i — a)....i  £équat.  (5gi)3  , et  2x*  — -jr 

jj  _ 

— — -f*  g C troisième  équation  de  la  table  (57g)3 , on 

a donc  complètement  pour  l’intégrale  de  la  proposée , 
l’équation 

y =c—  x (x  — i)(x  — a)  . . i .Qx*— i x -f 


CHAPITRE  IV. 

t 

Application  du  Calcul  intégral  à la  somma- 
tion des  séries. 

6oS.  Soit  y*  une  fonction  de  x telle , qu’en  y 
faisant  successivement  varier  x suivant  ses  différences 
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constantes  , ûn  forme  la  série 

y.y.y. 

donty*'  est  le  terme  général.  Soit  représentée  par  S 
la  somme  de  cette  série  (a)  , et  par  S'  la  somme  de 

la  même  série  augmentée  du  termey***’^*^,  qui  suit 
immédiatement  celui  y1',  en  mettant  dans  ce  dernier 
terme  x-|-Ax  à la  place  de  x.  Cela  posé  , il  est  clair 
que  si  de  S'  on  retranche  S , la  différence  de  ces  deux 
sommes  seray*+Ax)/;  donc  S'  — S ou  AS  =y(-t'~,~^x) , 

d’où  S — Zyfc*’**)  : mais  il  est  clair  que  2y’r+AX/' 
est  ce  que  devient  1yz'  lorsqu’on  met  dans  cette  dernière 
quantité  x + Ax  à la  place  de  x ; donc  le  terme  somma- 
toire  d’une  série  se  déduit  immédiatement  de  l’intégrale 
de  son  terme  général  , en  mettant  dans  cette  intégrale 
x +Ar  à la  place  de  x.  Ainsi  la  lettre  S étant  prise 
pour  caractéristique  de  la  sommation  , on  exprimera 
analytiquement  la  relation  de  la  sommation  à l’intégra- 
tion par  l’équation 

Sy^=  Aar>* .(6i3). 

Pour  faire  une  première  application  de  cette  for- 
mule , proposons-nous  de  sommer  la  suite 
a — b-\-e,  8 a — 26+e,  27a — 3 b-\-e,  64a — ^b-\~e,^c.{b) , 

dont  le  terme  général  est  y1'  = ax3 — bx  -f-  e , en  pre- 
nant Ax  = 1 , c’est  ce  que  nous  ferons  dorénavant , 
jusqu’à  ce  que  nous  prévenions  du  contraire.  Or,  nous 
avons  vu  à l’article  571  que  l’intégrale  de  ce  terme 

, , . 1“  ox3  ax*  , fa — 2 b\  b -f-  ae~I 

general  est  x ) x + —J 

const.  ; donc  substituant  dans  cette  dernière  for- 
mule x -f- 1 à la  place  de  x,  on  aura  pour  terme som- 
matoire  de  la  série  (b). 


s 
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sy^==~+iaxH 


a — 2 b . , ae — b 

X*  -( X + e 


2 ■ 4 

-{-  coust (c). 

Afin  de  déterminer  la  constante  , nous  observerons  que 
pour  x = i , on  a Syx'  — a — b -f-  e , qui  est  le  pre- 
mier terme  de  la  série  proposée  (b)}  donc  faisant 
x = î dans  l'équation  (c)  , on  aura  a — b c=a 
— A-+-  2e  -f-const.  , d’où  coust.  = — e -,  ainsi  en  a 
complètement 

Sy"=  + ax*  + a-=^-  x -f  ae-  b J 


607.  La  sommation  d’une  série  se  déduisant  immé- 
diatement *de  l’intégration  de  son  terme  général  , nous 
croyons  devoir  faire  connaître  une  classe  très-considé- 
rable de  suites  dont  on  trouve  fort  aisément  le  terme 
général  , et  par  conséquent  le  terme  sommatoire. 

Chaque  terme  de_la  série  (-<2- )-£- €06  2 étant 
égal  à celui  qui  le  précède  plus  ou  moins  la  diffé- 
rence qui  existe  entre  ces  deux . termes , on  aura  la 
suite  d'équations 

{y"— y’  — A/>  y"  — / — ùy">ylx 

. . . y'  — y^*  Ayt*~*y  J .... . (a) . 

Prenant  les  différences  respectives  de  chacune  de  ces 
équations , on  a • 

{ Ay"  = A/  ± Ay,  Ay"=  A y"±  A y , Ay1T  — Ay" 
rh  Ay,4..Ay*'  =Ay(-x~,y±.  A’yO-')'} (6). 

Substituant  la  valeur  de  Ay*  première  équation  du 
groupe  (6)  , dans  la  seconde  équation  du  même  groupe  , 
la  valeur  de  Ay  dans  la  troisième  équation,  èt  ainsi  de 
suite  par  des  substitutions  successives,  on  parviendra 
à l’équafion 


5So 


ù.yx'—  ùy'±-(x — i )A*y*4 
(x l)  (x— 2)  (x— 3) 

• ÏT3 


CALCUL  INTÉGRAL 

(x—  l)(x  — a) 


A3y 

sm  \ ^ 

A4y+etc (6i4)« 


yx'=y'±.(x — i )Ay'  - 


'a  y 


Par  des  substitutions  successives  et  semblables  dans 
les  équations  du  groupe  (a) , il  vient  celle 

y*' — y-t-  Ay  ±:  Ay"  dt  Ay* .....  ;£ j 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs 
de  Ay , Ay....Ay*“*y  déduites  de  l’équation  (6i4), 
en  y faisant  successivement  x~  i , a (x—  î)  , on  a 

(x— i)(x— g) 

2 

fx — i ) (x — 2)  (x — 3)  (x-i)  (x-a)  (x-5)  (x-4)  a4, . 

*■  2T3  3-3.4 

± etc (61 5)  j 

, donc  dans  toute  série  qui  a ses  différences  d’un  ordre 
quelconque  constantes  , on  pourra  parvenir  à trouver 
immédiatement  son  terme  général  par  le  moyen  de 
l’équation  (61 5),  et  de  là  on  déduira  sans  peine  son 
terme  sommatoire.  En  effet , le  terme  général  (61 5)  se 
composant  alors  d’une  suite  finie  de  puissances  en- 
tières et  positives  de  x , son  intégrale  sera  donnée  par 
lés  équations  du  groupe  (579  ) ; or  il  est  aisé  de  vé- 
rifier que  le  passage  de  Sx”1  à Sx"*  se  faisant  en 
mettant  dans  la  première  de  ces  deux  quantités  x-f- 1 
à la  place  de  x , il  n’y  aura  d’autre  changement  dans 
les  formules  (579),  et  plus  généralement  dans  celle 
(58o)  , que  relativement  au  second  terme , qui  de  né- 
gatif deviendra  positif.  Ainsi  généralement  le  terme 
•ommatoire  de  la  série  i"1,  2**,  3m,  4 > • ‘x  ( ) e8* 


On  sait  que  U différence  de  l’ordre  m de  celte  série  eu 

W Sxm=x 
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«Sx"  =°~~  ■+•  - xm  + - 4ÜL  xm“* 
m-|-i  a a a. 3 


5 Si 


i w(m—Q(m~»)  ^_3 
6 a .3.4-5 


x"1  3 + etc (6x6). 

Exemple.  Trouver  le  ternie sommatoire  de  la  série 

41,45,47,  53,  61  etc (c)  , 

dont  les  quarante  premiers  termes  sont  tous  des 
nombres  premiers. 

Les  différences  premières  de  cette  séfie  forment  la 


progression  par  différence  f a.4.6.8  etc:  , ayant  pour 
raison  2 ; doncy  = 41  , Ay'=  2,  A y—  2 et  û?ÿ  — o. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (61 5),  on  a 

y*  =4l  ~ h a(-c  1 ) “f- (•*“*■  1 ) (x — a)  = 4x-f-x(x— x)  ; 
donc  S.yx  = 4i  S . x® -+- S . x° — S.x;  et  substituant  les 
valeurs  de  S.x°  , S.x“  et  S.  a:  déduites  de  l’équation 
(616),  en  y faisant  successi  vement  o , x as  a 

«I  = 1 , on  aura  S .7*'  = 4ix-f  — -f-~  + i x 


— - x»  — ~x  , ou  faisant  les  réductions,  il  viendra 

S-yX'=  |-(122  + X*) (d)  , 

ce  qui  est  complètement  le  terme  sommatoire  de  la 
série  proposée  (c). 

608.  Si  l’on  ne  veut  avoir  le  terme  sommatoire  qu'à 


constante;  mais  ce  qui,  du  moins  que  je  sache,  n’était  pas  en- 
core connu,  c’est  que  l'expression  generale  de  cette  différence  cons- 
tante est 


m ■+■  il»- 
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partir  d’un  terme  déterminé,  tel  que  le  niéme  par 
exemple,  alors  on  ajoutera  à la  valeur  de  S .yx  une  cons- 
tante qu’on  déterminera,  en  faisant  S -yx'~  o lorsque 
x=n — i .Ainsi  dans  l’exemple  précédent,  si  l’on  n^eut 
avoi  r le  terme  sommât  oire  qu’à  commencer  du  niimt  terme, 

OC 

on  écrira  Syx'  = -g  ( îaa  -f-  x*  ) + const , et  faisant 

Sy*'=o  lorsque  x=  n — i , on  aura  const.  = — "g-  X 
(ia3  -f-  rt*  — n)  , ce  qui  donnera  complètement 
S.y,'  = gtx(I32-}-x“) — (n — i)(ia3-f-/i* — a n)3* 

609.  Mais  le  calcul  des  sommations  de  ces  séries 
se  simplifiera  beaucoup,  si  nous  trouvons  directement 
l’expression  du  terme  sommatoire  , c’est  ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté  ; car  soit  toujours 

y»  y"  y ym  > • • -y*" (fl) 

la  série  proposée,  on  aura  conséquemment  SyM —y 
+/. . .-f-y*',  et  substituant  dans  cette  équa- 
tion les  valeurs  dej^y*,  ...y^'déduitesderéquation^i  5), 
en  y faisant  successivement  x=a,x=3,  ...x  = x,on 
aura,  toutes  réductions  faites,  la  formule 

a y 

4-  etc.. . . . .(617). 

Appliquant  cette  formule  à la  série  (c)  de  l’article 
606  , pour  laquelle  nous  avons  vu  qu’on  ayaity=4i, 
Ay'=  . et  jüy'  — a,  on  aura  Sy * = 4» x -f-  x(x — 1 ) 
+ x(x— .Kx-a^x  Cia3  + (x_l)(3  + x_a):1 

= ^ [ia3  + x“  — i]  = (Isa  -f-x*)  , expression 
identique  à celle  (d)  de  l’article  607. 


Sy*'— 
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L’équation  (58 1)  se  déduisant  de  celle  (d) 
(art.  572J  , en  faisant  dans  cefte  dernière  équation 
p = o,  et  l’équation  (58a)  se  déduisant  de  celle  (d) 
citée  précédemment  , en  y faisant  p=Ax , il-  s’ensuit 
d après  la  formule  (fii3)  , que  le  second  membre 
de  1 équation  (58t)  est  l’intégrale  du  terme  général 
x(x-f-Ax)(r4-aAx) . . . (x-f-nAx)  d’une  suite  telle  que 
o[a+ûï]...[(a+Ar}+nA.r],  (n+Ax)[(a-f-Ar)-f  Ax] 

• • •Ka+Ax)  + nAx]  , (a+aAx)  [(a  -f  2 Ax) -f-  Ar] 
,..[(a-f-2Ax)-f-nAx]  etc (618) , 

et  que  le  second  membre  de  l’équation  (58fi)  est  le 
terme  sommatoire  de  la  suite  (618)  : aiusion  a géné- 
ralement 

Sx  (x  -f  Ax)  (x  4-aAx) . . . (x  nAx) 

_x(x+Ax)(r-f-2  ' x)...r.r+fn+n  Axl 

^fs)Tx +const  (a). 

Pour  déterminer  la- -constaote-,  j*obsëfve  que  lorsque 
a?  u la  sene  ^618)  se  réduisant  a son  premier  tei  me 
sa  somme  se  réduira  aussi  à ce  premier  terme  • 
on  aura  donc  en  faisant  x=o  dans  le  second  membre 
de  l’équation  (a)  , celle 

a(a-f-  A x)...(a-f  nâ*) 

_ a(a+Ax)(«+o,  Ax)..  [o-f  (n-f  1)  A x*] 

7(„-|_2)Ax = const‘  » 

d’où  l’on  tire  const.  — M^Ka-fAx)...^  Ax) 

. . , (n-f-a)Ax  * 

ainsi  on  a complètement 

Sa-(.r+  A a-)  (*-f- a A *•)...(*  + „Ax) 

(n+î)ii  •'*  - 

Exemple.  Sommer,  la  série 
sr.5. 8, 5.8.11,8.11.14, 11.14.r7, 14. 17. 20,  etc.,  (b). 
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Comparant  cette  suite  avec  celle  (Si 8) , il  vient  a ~a , 

Ax  = 3 et  n=  2 : substituant  ces  valeurs  dansl'équa-  J 
tion  (Sig)  , on  a I 

4.0 

ce  qui  est  complètement  le  terme  sommatoire  de  la 
série  proposée  (è).  * 

611.  Mettant  la  caractéristique  S à la  place  de 
celle  S dans  le  premier  membre  de  l’équation  (583), 
et  mettant  x+Ax  à-  la  place  de  x dans  le  second 
membre  de  la  même  équation , on  aura  celle 


x(x-f-Ax)  (x-f-2Ax)....(x-}-nAx) 


= const. 


;iAx(x-f-  Ar)(x-t-2Ar).  ...(x-f-nAx) 
qui  est  le  terme  sommatoire  d’iyie  série  telle  que 

1 

a(a  -f-  Ax) . . . (a  + nAx)  * -A 

1 

(a  -f-  Ax)[(a  -|~Ax)  -J-  Ax]  • . . C(a  + Ax)  ri"  «Ax]  ’ 

î =etc.(6’2o). 

(n4-2Ax)[(n-HaAx)4-Ax] . . . [(a+2Ar  )+nAx] 

Or,  pour  déterminer  la  constante  de  l’équation  (a)  , 
j'observe  que  pour  x = a,  la  somme  doit  se  réduire 
au  premier  terme  de  la  série  (620)  ; on  aura  donc 


const. 
+ 


’ n(a-f-Ax) . . . (a-j-nAx) 
» 1 

n Ax(a  Ax) . . . (a  -f- n Ax) 

1. 


nAxa(a  -j-  Ax)  (a  -f-  2Ax)  • • • (a-  + (n—  *)Ax)  I 
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-f-  Ax)  (x  -J-  aAx) (x  -J-  n A x) 


=— r— 

nAx  La  (a 


-+•  Ax) [a  -j-  (n  — i)Ai] 


(x-t-  Ax)(x  + 2 Ax).7.(x+-J0x)D (621)- 

Il  est  aisé  de  voir  d’après  cette  équation  que  la  limite 
transcendante  [voyez  le  renvoi  de  la  page  220,  tome  I] 
des  séries  de  la  forme  (620) , est  la  quantité 


1 

n A x(a-f-  A x) . . . [a-f-(re — 1)  Ai]  ' 

à laquelle  se  réduit  le  second  membre  de  l’équation 
(621),  lorsqu  on  faitx  = co.  On  trouvera  de  cette 
manière  en  faisant  a ~ 1,  A x = 1 pt  n successive- 
ment = 1,2,3,  etc.r-j  -qpe-lee  liantes  transcendantes 
des  séries 


i.2j2.3’  3.4’  4.5  CtC- 
1111 


1.2.3’  2.3.4’  3.4.5’  4.5.6 

1111 


etc. 


1 .2.3.4  ' a-3.4-5 J 3.4.5. 6 ’ 4* 5. 6.7 

e,c-  A 


612.  En  appliquant  aux  équations  (58$)  et  (5qo) 
le  théorème  (6i3)  ) [art.  6c6],  on  aura  les  équa- 
tions 


S 

S. 


. sin  x = const.  — 
.cos  x=  const.  -j- 


• cos  (x  -f-  ^ A x) 
2 sin  a A x 
sin  (x  -f-  jAi) 


(a), 

(*>, 


2 sin  ~ A x 
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£ 

qui  sont  les  termes  somraatoires  des  séries  respectives 

sina,  sin(a-f-  A x ),  sin(a-f-2  A a:),  sin  (a-f-5  A.r)etc. . . .(G22) 
cosa,cos(a-f-  A x),cos(a-f-a  A x),cos(a-f-3  A x)etc (§23). 

Mais  pour  x = a,  on  a S.  sinx  = sin  a et  S cos  x=cosa  ; 
donc  faisant  ,v  = a , les  équations  (a)  et  (6)  se  ré- 
duisent respectivement  à celles 

,on.t  _W-î  ix) 

C0Dst-  — asiniÂ^" W* 

«n  (a — ;Ai)  . ^ 

et  const.  = ; — -î i (e?)  : 

2 sin  j A x v J 

on  aura  donc , toutes  réductions  faites , 


sin 


S . sin  x = 


S.cosx  = 


sin  i Ax 

“■(^r2)  “ PHP*  +i4*] 


,(6a4) 


..(6a5). 


sin  jAi 

ce  qui  sont  les  termes  sommatoires  complets  des  séries 
respectives  (6  a a)  et  (6a3). 

Si  l’on  fait  A x = a,  alors  les  séries  (622)  et 
(6a3)  se  changent  respectivement  en  celles 

sin  a,  sin  a a,  sin  3a,  sin  4a ...  sin  xa (626)  , 

cos  a,  cos  aa,  cos  3a,  cos  4«-  • .cosxa (627^; 

ainsi  le  terme  sommatoire  de  la^fcrie  (626)  est 

*(i±a]  * (^) 


S. sin  xa 


_ *inP 


...  (6a8) , 


et  celui  de  la  série  (627)  est 

-«(,+On  . 


cos 


S. cos  xa  xx 


P 


K?) 


sm  jo 


(629). 
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Dans  ce  même  cas  de  A x=a,  l’équation  (c)  se 
réduit  à celle 

const.  = j cot  | a (e) , 

et  le  dernier  terme  du  second  membre  de  l'équation 
(a)  devient 

cos  (xa  -4-i  a) 2 sin  ~ a cos  (x  a -J-  5 a) 

2 sin  { a 4 *ina  ï a 

2 sin  j a cos  xa  cos^  a—  2 sin*  - a sin  xa 
4 sin*  J a ‘ 


sin  a cos  xa  — sin  xa  -f-  cos  a sin  x a 
4 sin*  j a 

• sin  (x  -4-  1 ) a — sin  xa 

• 4sinSïa  * 

sin  (x  -j-i)a — sinxa^ 


donc  S sin  xa  =5  cotîa- 


4 sin* 


or,  si  l’on  fait  x=£7"ori  à sin  (x-f-i)a=sinQr^i 


= sin  xa , donc  S sin 00a  = | cot  5 a 5 et  faisant  a=  1 oo°, 
il  vient  S sin  00  x oo°  = -j  : mais  dans  le  cas  de  A x = a 
et  de  a = ioo°  , tous  les  termes  de  fa  série  (622)  étant 
ajoutés, donnent  pour  somme  î+o — 1 -f-o — 1 etc. 

ou  1 — 1 — 1+1  — 1 -f-etc.  à l'infini  = S sinoo5o* 

= 5 , ce  qui  est  conforme  à ce  qui  est  démontré  en 


• ,x 

algèbre  , lorsqu’on  développe  en  série  la  fonction . 

1 . 

C’est  ainsi  que  bien  souvent  on  rencontre  dans  les 
parties  les  plus  élémentaires  et  les  plu»  élevées  des 
mathématiques , des  points  de  contacts  qui  «ont  comme 
des  vérificateurs  de  toute  l’analyse  qui  a reproduit  à 
une  grande  distance  dans  le  cours  de  la  science , une 
vérité  que  les  premiers  élémens  avaient  déjà  fait  con- 
naître. 


«$***•<  K 
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De  même  on  trouvera  d’après  les  équations  (b)  et 
(rf) , que  faisant  Aor~a  etx=  oo,  onaS  cos  oo  a 
= — i;  donc  en  faisant  a ~ ioo°,  ou  plus  simplement, 

— ooo° , on  aura  en  changeant  les  signes  des  deux 
membres,  la  même  équation  que  précédemment  1 — t 
■+■  1 — 1 ~h  etc.  à l'infini  = |.  Nous  observerons  de 
plus , que  le  second  membre  de  l’équation  S cos  oo  a 

— — » étant  constant,  on  pourra,  en  donnant  diffé- 

rentes valeurs  à l’arc  odans  la  somme  cos  a cos  a a 
■+•  cos  3 a -f-  etc.  à l’infini , trouver  que  — ÿ est  la  li- 
mite transcendante  des  sommes  respectives  d’autant 
de  séries  numériques,  qu’on  aura  donné  de  valeurs  dif- 
férentes à l’arp  a.  • N 

6i3.  Sachant  sommer  les  séries  des  sinus  1 1 cosinus 
d arc^_  qui  croissent  comme  la  suite  naturelle  des 
nombres,  on  saura  aussi  sommer  les  suites  des  puissances 
entières  et  positives  des  sinus  et  cosinus  des  mêmes  arcs  ; 

telles  sont  généralement  les  séries 

. iis. 

• sinmo,  sinmaa  , sinm3a  , sinm4a  etc (S3o) 

cosœc,  cosm2fl,  ' cosm3a , cosm4«  etc . , . . (63 1)- 

jEn  effet , écrivant  les  séries  résultantes  des  déyelop- 
pemens  de  chacun  des  termes  de  la  suite  (63o)  £éq. 
la)  ou  (£)  , art.  281 , suivant  que  m est  ut»  nombre 
pair  ou  impair]  les  unes  sous  les  autres,  de  manière 
que  les  coefficiens  constans  qui , évidemment  , sont 
les  mêmes  pour  tous  les  développemens , se  corres- 
pondent dans  la  même  colonne  verticale  ; chacune  de 
ces  colonnes  formera  une  suite  telle  que  cos  pa , 
cos  2 pa  , cos 3 pa  etc.,  ou  sin  pa,  sin  2 pa,  sin3/>aetc. , 
v suivant  que  m est  un  nombre  pair  ou  impair  , qu’on 
sommera  aisément,  en  substituant  pa  à la  place  de  a 
dans  la  formule  (629)  ou  celle  (6a8) , suivant  que  m est 
pair  ou  impair:  ainsi  on  aura  les  termes  sommatoires 
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de  toutes  les  séries  qui  entrent  dans  le  développement 
de  la  proposée  (63o).  De  plus,  si  m est  un  nombre 
pair  , la  dernière  colonne  verticale  étant  composée  de 
simples  constantes  dont  je  représente  la  somme  par  Q, 
il  est  clair  qu'outre  les  termes  sommatoires  de  la 
forme  (6aq)  , il  y aura  encore  celui  Qx.  Par  exemples 
soit  proposé  de  sommer  la  série 

sin4a.,  sin4aa  , sin43 a,  sin44a  etc (a). 

Développant  chacun  des  termes  de  cette  suite , et 
écrivant  ces  développemens  comme  nous  l'avons  dit 
ci-dessus  , on  dura  *•  . 


sin4  a — -J  cos  4a  — \ cos  2 a -J-  J 
sin4na  = | cos  8a  — ^ cos  4a  •+- 1 
sin43a  = { cosi 2a  — 5 cos  6a  -f-  J 
etc. 

« 

Donc  S sin4xa  = jS  cos.r^a}.—  i-ScflAx(£c)  + jj  x ; 
et  Substituant  successivement  4U  et  aa  à la  place  de 
a dans  la  formule  (6a 9)  , on  aura 


S sin4xa 


1 P1  cos[a(x  -f-  i)a]  sin  (axa) 


=iri 

2L4 


Sll)  20 


cos  ( x -f-  1 )a  sin  xa  3x~ ] 


sin  a 


Le  lecteur  pourra  s’exercer  à sommer  la  série  dont 
■le  terme  général  est  sin\ra;  enfin  nous  lui  laissons  le 
soin  de  trouver  la  méthode  générale  de  sommer  la  série 
(63 1)  , ce  qui  n’a  aucune  difficulté  d’après  c^  que 
nous  venons  de  dire  relativement  à la  sommation  de 
la  série  (63o). 

Il  est  à propos  d’observer  que  si  m est  un  nombre 
pair,  la  série  (63o)  %a  pas  de  limite  transcendante  , 
puisqu’alors  pour  x—oc,  on  a le  terme  <^x  qui  entra 
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dans  S sinmj:<i  égal  à l’infini.  Mais  si  m est  un  nombre 
impair  , alors  tous  les  termes  de  la  valeur  de  S sinmxa 
étant  de  la  forme  de  celui  (628)  , ils  auront  tous  une 
limite  -transcendante  [art.  812],  et  la  somme  de  toute* 
ces  limites  sera  celle  de  la  série  (63o). 


614.  Pour  sommer  les  séries  qui  ont  respective- 
ment les  termes  généra i;xz\sinmz;  et  z"cosmz , il  faudra 
développer  sinmz  et  cosmz  en  suites  des  premières  puis- 
sances des  sinus  ou  cosinus  d’arcs  multiples  de  celui 
z,  ce  qui  réduira  les  sommations  qu’on  doit  faire  à 
celles  de  quantités  de  la  forme  z“sii! pz  et  z'cospz  , 
lesquelles  se  transforment  respectivement  en  celles 

— x*  sin  x et  ~-xn  cos  x , lorsqu’on  fait  pz  = x ; 


or , nous  savons  intégrer  et  par  conséquent  sommer 
les  formules  x"  sin  x et  xncosx  [art.  58 1]  ; donc  nous 
pourrons  toujours  intégrer  z"  sin’'z  et  z"  cosmz. 


6 1 5.  Représentant  toujours  par  fx  le  terme  général 
des  séries  récurrentes  composées , et  dont  l'ajoutée 
est  exponentielle  , on  a S.fx=  3f(x  -J-  1)  -f-  c"',  en 
représentant  par  c *'  une  constante  arbitraire  ; donc 
remontant  à la  formule  (606) , et  effectuant  les  in- 
tégrations , on  aura  complètement  l’équation 


S-fx  — (h—  i)(Æ\  . .+CAM-BA+A)  + C°X4" 

-f  c'a'*4" ...  + Cc— <y[aO-.y]*+i  4c»'...  (632), 

dans  «laquelle  il  yas  + i constantes  , qu’on  déter- 
minera en  faisant  successivement  x=i,  2,  3.. .71, 
et  pour  chacune  de  ces  valeurs  particulières  de  x , 
mettant  à la  place  de  S .fx  , la  somme  effectuée  d un 
nombre  de  termes  successifs  de»  la  série , à commencer 
du  premier,  égal  à la’  valeur  de  x. 
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EXEMPLE.  Sommer  la  série  récurrente 

1,0,10,  6,  118,  174,  1614  etc (a), 

dont  la  loi  est  exprimée  par  réquation 

f(x  + »)=4*—  f(x  •+•  1)  + 6fr (A). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (5  g 5)  , on  a 
A = — 6,  B = 1 , rt  = a,  X(  —hx)  ~4*  > d'où  h = 4- 

Ainsi  l’auxiliaire  de  l’équation  (A)  est  a1  -f*  a— 6=0, 
d’où  o = 2 et  a'  — — 3.  Mettant  la  valeur  deA(=4) 
dans  l’auxiliaire , son  premier  membre  devient  14»  et 
multipliant  ce  nombre  par  h — 1 =3  , on  a 4a  ; ainsi 
l’équation  (b'3u)  deviendra 

S./j=^  + c.a*+'±c'.3rt-'  + c’ (c). 

Faisant  successivement  dans  cette  équation  x = i,  a 
et  3 , c®  qui  donne  pour  les  valeurs  respectives  de 
S.fx  les  nombres  1,  1 -f-o  = 1 et  1 +0+  10  = il, 
on  a les  trois  équations  1 = ^-  -f-  4e  + 9^  ~f"  c*  » 
1 -f  8c — 27c'  -f-c*et  n = ^S  -f  ibc-j-8ic'+c', 

d’où  l'on  tire  c—  0,1  } c'  = ^etc"  = — £ : substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l’équation  (c) , il  vient,  toutes 
réductions  faites 

20.4*+ 21 .2x^',dra7.3I — 35 
210  * 

le  signe  supérieur  six  est  un  nombre  pair,  l’inférieur 
dans  le  cas  contraire. 

616.  Si  l’auxiliaire  de  l’équation  <^ui  exprime  la  loi 
des  séries  récurrentes  dont  nous  venons  de  parler,  a 
une  ou  plusieurs  racines  égales  à l’unité  ; alors  on 
aura  dans  l’équation  (63a),,  un  terme  de  la  forme 
c(x+  i)  : en  effet,  le  terme  général  de  la  suie  ayant 


S.fx  = 


/ 


\ 
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autant  de  termes  entièrement  constansc,  c'...  qu’il  y a de 
racines  de  l’auxiliaire  égales  à l’unité  , la  somme  de 
toutes  ces  constantes  arbitraires  pourra  être  représentée 
par  la  seule  lettre  c dont  lïntégrale  est  c2x°  = ex  ; 
et  passant  au  terme  sommatoire , ce  dernier  terme 
deviendrac(x+i).  Telle  est , par  exemple,  la  série  1 , 
1 > 4 > 19  >7^  etc-  » dont  la  loi  est  exprimée  par  l'é- 
quation /(r+a)  = 3X  -f  3f(x+ 1)  — ufx , quia  pour 
auxiliaire  l'équation  à » — 3a-f-a=o  de  laquelle  on 
tire  a =2  et  a =s  1 ; ainsi  par  les  substitutions  conr 
Tenables  , 1 équation  (63a)  se.  présente  sous  la  forme 

^I"l  1 

S .fx  ~ — — + c -f-c'a1"*"1  -j-c";  mais  qu’il  faut  écrire 
sous  celle 

31-H  « * 

S.fc=-j-  + c( x+  O+c'.a^’  + c"; 

et  déterminant  à l’ordinaire  les  constantes  c,  c',  c ",  on 
a complètement 

s.A=-r+|(*+0-s..— j 


617.  Si  l’ajouté  X est  une  quantité  constante  H , 
alors  le  premier  terme  de  la  valeur  de  fx  dans  l’équa- 
tion (606) , se  réduisant  à la  quantité  ^ 


1 ♦.  B-f-A 
Hx 


(art  599)  dont  l’intégrale  est- Ijlc  + B -f-  A * 51  n ^ 

aura  d’autre  changement  à faire  dans  la  formule  (63a) , 
que  de  substituer  au  premier  terme  de  la  valeur  de  S.Jx 
H(x-4»  1.) 


la  quantité 


1 . . .-fr  C -f-  B -j-  A 


618.  Un  simple  coup  d’oeil  jeté  sur  le  ternie  géné- 
ral (6o3)  des  suites  récurrentes  simples  , fait  tout  de 
suite  voir  que  le  terme  sommatoire  de  ces  suites  est 


« 
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S .fx  — caxJf"  4-  c'a'I+l+  c'a'1+1 . . . +cC'— 

+ c"' (633). 

Ainsi  le  terme  sommatoire  de  la  série  récurrente 
simple  (e)  [art.  5qü]  est  S.fx  — r( — i)1-*-1  + 

+ c“  — + c c'ajr'H  4-  c*  » le  signe  négatif  si  x est 
pair,  le  positif  dans  le  cas  contraire.  Faisant  succes- 
sivement x = i , a et  3,  ce  qui  donne  respectivement 
S.fx=i  ,S.fx  = i+o  = i et  S fx-=  1 4-o 4-2=3, 
on  a les  trois  équations  1 =c  c'.44-c";  u=— c-+-8c' 
4-  c"et  3=  c 4-  i Sc'4-  c"  , d’où  ex  j , c'==^  et  c"  = o ; 
ainsi  on  a complètement  S. é 4-  | a*4-'. 

619.  Si  l’ajoutée  X étant  égale  à la  quantité  ex- 
ponentielle h1,  on  a A— à une  des  racines  de  l’auxi- 
liaire , alors  il  est  clair  que  la  formule  (63a)  ne  pourra 
plus  servir,  puisqu’elle  donnera  S .fx  ==  00  ; il  faudra 
donc  alors  recourir  à la  formule  (5g8)  pour  avoir  le 
terme  général  fx  , en  observant  qwe-X  étant  =3  h1 , 
et  a^~'y  pouvant  toujours  représenter  la  racine  de 
l’auxiliaire  que  nous  supposons  =h  , on  aura 

• X hx 

2 [aO“0'3x  2 h*  — 21 — Zjî0  — x~^c>  " 

ainsi  dans  les  intégrations  successives  , pour  avoir  fx, 
on  aura  à intégrer  des  quantités  de  la  forme  xax  dont 
nous  avons  donné  l’intégrale  à l’article  578. 

Ayant  la  valeur  de  fx , on  intégrera,  et  on  mettra 
x + 1 à la  place  de  x dans  l’intégrale  pour  avoir  la 
terme  sommatoire. 


* 
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CHAPITRE  Y. 

Usage  du  Calcul  intégral  aux  différentielles  , 
ou  calcul  intégral  proprement  dit , dans  le 
Calcul  intégral  aux  différences , et  dans 
le  calcul  des  sommations. 

6ao.  JLi’ INTÉGRATION  des  équations  différentielles 
peut  mener  immédiatement  à lalimite  transcendante  des 
sommes  des  séries  qui  convergent  sans  cesse  , sans  pou- 
voir jamais  atteindre  à un  terme  nul et  qu’on  pour- 
rait par  cette  raison  appeler  séries  asymptotiques.  En 
effet,  si  la  série  est  numérique  , H n’y  aura  qu’à  égaler 
sa  sommé1  à une  variable  y , ensuite  y introduire  une 
variable  x qui  la  rende  à son  état  primitif  lorsqu'on 
fait  x — i ; cela  fait,  si  on  peut  parvenir  en  diffé- 
rentiant  successivement  l’équation  résultante  par  rap- 
port à y et  x , en  considérant  dx  comme  constante  à 
une  formule  différentielle  d’un  nombre  limité  de  . > 

termes  , telle  que  dny=  F(x,  dx , dx*. . .dr"),  dans 
laquelle  sont  comprises  les  constantes  déterminées  de 
la  série  proposée  , alors  il  n’y  aura  qu’à  intégrer  cette 
dernière  équation  , déterminer  convenablement  les  n 
constantes  arbitraires , ce  qui  donnera  complètement 
une  équation  primitive  y = F'(x) , dans  laquelle  F' (a:) 
représente  une  fonction  limitée  <fe  x et  des  constantes 
de  la  série  : ainsi  faisaHt  dans  cette  équation  x=i  , 
on  aura  la  somme  de  la  série  proposée  poussée  à l’in- 
fini j c’est-à-dire  sa  limite  transcendante.  f 
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La  même  méthode  pourra  servira  trouver  la  limite 
transcendante  d’une  formule  variable  de  la  nature  de» 
«éries  asymptotiques.  En  voici  des  exemples. 

i°.  Trouver  la  limite  transcendante  de  la  somme 
de  la  série 


a(a -f-i)...(a-t-n)’  (a  -f-  i)(a  + a). . .(a  + n + i)  * 

(a  a) (a  -f-  3) . . .(a  + n + a)  ®tC" 

Faisons à la  somme  de  cette  série  , et  multiplions 
chaque  terme  de  la  suite  par  x élevée  à une  puissance 
marquée  par  le  dernier  facteur  du  terme  correspondant, 
ce  qui  donnera  l’équation 

.r4-*-"  a?**** 

y~a(a-H).  • .(«+n)+(a-fi)(a4-a)...(a+n+i)  * 
laquelle  étant  différentiée  n -j-  i fois  de  suite , donne 
l’equation  différentielle  du  fn-f-  »)"*  nrdra 

d'y  =(xa~‘-f-  x'-f-x*'*"1  x44'*  etc.  à rinfini)rfx“ , 

ou  faisant  attention  que  la  série  entre  parenthèses  est 

r f * 

le  développement  de , on  aura  l’équation 


d'y  : 


-x 
x*— 


dxn. 


qui  est  de  la  forme  de  jfelle  (4oi)  , [art.  4°9l  » et  dont 
conséquemment  l’intégrale  est  donnée  par  la  méthode 
enseignee  à l’article  409-  Effectuant  les  calculs •,  et 
faisait  dans  le  résultat  x = 1 , on  trouvera  complète- 
ment 

• 1 

^ na(a  1)  (o  + fl)  t . . (a  -f-  n — 1)  * 

ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  trouvé  i 
l’article  611. 
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IP.  On  demande  la  limite  transcendante  de  la  for- 
mule 


1.2.3. ...n  i.a.3. ..a»  i.2.3...3n 

+ etc (a) , 

dmns  laquelle  n représente  un  nombre  entier  et  po- 
sitif. 

Faisant  la  formule  (o)=y  , et  difFérentiant  n fois 
de  suite , en  prenant  dx  constante  , on  parvient  à l’é- 
quation dny  =ydxn  qui  est  de  la  forme  de  celle(44o). 
et  dont  l’auxiliaire m" — i — o,  peut  toujours  se  ré- 
soudre complètement  (note  î de  la-  première  section  du 
Calcul  intégral  , tome  I , page  4^7)  ; ainsi  on  pourra 
toujours  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  (440  i la 
valeur  demandée  dey.  Soit , par  exemple  , supposé  que 
n = a , c’est-à-dire  , qu’on  a à trouver  la  limite  trans- 
cendante de  la  formule 

x*  x6 


1 1 .2  1 .2.3.4 


g , g g H-  etc (è). 

1.2. 3. 4- 5. b v J 

Egalant  cette  formule  à y , et  difFérentiant  deux  fois 

de  suite,  on  aura  l’équation  linéaire  du  second  ordre 

dy  =ydx? , qui  a pour  auxiliaire  m‘ — 1=0,  d’où 

711  = 1 etm'= — i , ainsi  la  formule  (440  donne 

y = ce*  -f-  c'e~x ......  (c) . 

Afin  de  déterminer  les  constantes  c et  c , j’observe 
que  pour  x=o,  la  série  proposée  (é)  donney  = 1 , 
et  que  pour  x=  1 la  même  formule  donne 
1 . 1 

y = 1 5-7  — etc-  » 

J 1.2  1.2. 3. 4 

ce  qui  est  la  valeur  du  cosinus  de  l’arc  du  cercle  égal 
au  rayon  ; donc  représentant  cet  arcqui  est  =b’3°,66 1 9 77 
par  a , on  aura  pour  x = 1 , y qui  sera=a;  ainsi  substi- 
tuant 
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tüant  successivement  ces  valeurs  x=  o,y—\,  etx=i, 
y =za  dans  l’équation  (c),  on  aura  les  deux  équations 
suivantes  i=c  + c'  et  a=  ce-f-c'e- 1 m d’où  on  tire 

c = — et  c'  = — — — ; enfin  substituant  ces  va- 

e2  — 1 ea — 1 

leurs  dans  l’équation  {c)  , on  aura 


_ ( ae  — i)ex-4-  e'~ 1 (c  — à) 

y > — T~I  * 


ce  qui  est  complètement  la  limite  transcendante  de 
la  formule  (6). 

fini.  Représentant  par  y une  fonction  de  r,  nous 
avons  déterminé  par  le  seul  secours  ëu  calcul  auxdif- 
férences,  la  valeur  de  ty  dans  un  assez  grand  nombre 
de  cas  , mais  cependant  trop  petit , lorsqu’on  consi- 
dère qu’il  reste  encore  un  bien  plus  grand  nombre  de 
cas  où  la  méthode  précédée  est  insuffisante.  Cette 
observation  , qu’il  était  aisé  de  faire_,  mais  qui- présent  ait 
des  inconvéniens^âuxqueTs  il  n’était  pas  aussi  aisé  de 
remédier  , a donné  l’idée  aux  analystes  de  se  servir  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  concurrem- 
ment avec  le  calcul  intégral  aux  différences  , pour 
trouver  la  valeur  de  T.y  dépendante  de  l’intégration 
de  fonctions  différentielles  dont  l’usage,  beaucoup  plus 
étendu  que  celui  de  l’intégration  des  fonctions  aux 
seules  différences,  rend  aussi  l’expression  de  2y  beau- 
coup plus  générale.  Euler  est  parvenu  à ce  butd’une 
manière  très  - ingénieuse , que  nous  allons  faire  con- 
naître. 

Soit  s une  fonction  de  x , ce  qui  donnera,  d’après  U 
théorème  de  Tailor,  fform.(3q)  , art.  38^. 


dz  dlz  Ai1  d3z  Ax1  , 

~di Ax+d7*  ~T  + dxiT3  + etc“ 
a. 


••00, 


37 


à 
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et  intégrant  par  différence  cette  équation  , il  vient 

dz  , Ai1  d2z  A r3  d'z 

-7-  H 2-j-H 52-7-j  + etc (i). 

rfx  * a rfx*  a. 3 rfx3 

_ . „ dz  ,,  , , d2z  dy 

Faisant  actuellement  -j-~—y,  d ou  z—  Jydx,  = ^7.» 

etc. , l’équation  (é)  deviendra 

, , , _ Ar1  dy  , Ax3  _ rf3y  , 

fydx  = AxSy  + —X  ^ ^ 2 ^ + etc. , 

d’où  on  tire  , 

Xy  = -L  ftir-A (e). 

J Ax3-7  . „ 2 rfx  2.3  rfx*  , w • 

*.  rfy  . 

Mettant  dans  cette  équation  la  place  dey  , elle 
donnera 

rfy  1 Ax  rfay  Ax*  _ rfV  ... 

2 y-  = y 2 -5*4 ^2  -j=y — etc (rf). 

rfx  A£-'  3 rfx  2.3  dxi 

Faisant  de  même  pour  cette  dernière  équation  , et 

successivement  de  meme  pour  les  suivantes , on  aura 

V =_L  dJL- Æ_ ^ 2 -etc. 
rfx*  Ax  rfx  2 rfx1  2 . 3 rfx» 

z =_L  pL  _L  *£  2 2 & - etc. 

rfx3  Ax  rfx*  , 2 rfx»  2.3  rfx° 

et  ainsi  de  suite  , en  prolongeant  indéfiniment  ces 
équations  ; on  aura  donc  par  des  substitutions  suc- 
cessives depuis  l’équation  (c)  , jusqu’à  une  autre  équa- 
tion quelconque  prise  indéfiniment  dans  les  suivantes, 
une  équation  de  la  forme 

2y = + Ay+  BAx%  + Càx%  ë 

-f  DAx3  ^ + etc. . . .(t»34); 


I 
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dans  laquelle  À,  B,  C,  D ....  représentent  les  coef- 
ficiens  numériques , lesquels  sont  évidemment  , indé- 
pendans  de  la  valeur  de  y , et  qui  par  conséquent 
resteront  les  mêmes , quelque  valeur  qu’on  suppose 
* y en  fonctions  de  as.  Cela  posé  , voici  comment 
liuler  est  parvenu  à obtenir  les  valeurs  numériques 

de  A , B,  C etc.  ; il  a fait  y d’où  ïy=s— ' e — - 

e*x—i 

£equat.  (584)3 , fydx—e*,  et  généralement-^!  — er. 

dxn 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation,  (654)  et  di- 
visant par  eT , il  vient 

| ^ ~ 4~A-t-BAx-j-CAj?a-j-DAj^-petc (c). 


.ai 


e — i 

Or  , il  est  aisé  de  voir  que  le  développement  de 

(eùx  — 0“*  ou^Ax  -f  -f-  etc.  ^ ' , par 

rapport  aux  puissances  ascendantes  de  Ax  est  dfe  la 
forme  de  la  série  (e)  -,  donc  les  coefEciens  de  la  for- 
mule (634)  ne  sont  autre  chose  que  ceux  du  dévelop- 
pement de  (eA.r — i)-'.  Cependant  ce  développement 
présente  quelques  longueurs  de  calcul  que  je  vais  éviter, 
en  faisant  voir  que  nous  avons  déjà  les  valeurs  nu- 
mériques de  A,  b y C. . . toutes  calculées,  et  pour 
cela , au  lieu  de  faire,  comme  Euler, y = e*  , je  vais 
faire ^ , m représentant  un  nombre  quelconque. 

Cela  posé,  on  aura 


«m+l 


/ 

et  généralement 

£y.— 

dxf 


dy 

-f-  ~mx” 


■^r  = m(m—i)xm-‘, 


m(jn—  i)(m  — a)...  (m  — p -f-  1)  xm'f. 


* 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (634),  on  aura 

Zxm  = — — — f-  Axm  -j- 

(m  -f-  1 )Ax 

-J-CAx’mfm- 1 )x”'*-|-DAx,fn(m — i)(m  — 2)xm'3-j-etc . ; 
et  comparant  cette  équation  avec  celle  (58o)  il  viendra 


A = — -,  B = 


dh  • C=°,  D=- 5 • ^ *,C- 


Enfin  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (634)  > 011 


aura 


i r f 1 . 1 Ax  dv  1 

^sz&^-ïy+irsti-s 


Ar3 


€i 


Ax5 


a a.3  dx  6 a. 3. 4-5  dx3 
3 A r7  d7v 


.35 


6 a.3. . .7  dx 5 
5 Ar9  d9  y 

10  i.3.  ..9  dx1 
691  Ax"  d"  y 

6 a.3. . 

, . 1 1 dx 9 

210  2.3. . . i3  dx 11 

Ax'3 

J‘*y 

3617  Ar15  d'5y 

2.3... 

i3  dx 13 

3o  2 .3. . . 17  dx'5 

’ Ax’7 

1 222277  Ax'9  d'9y 

2.3. . 19  dx'1 

xio  2 .3. . .ax  dx1* 

-f-etc.  -f  const (635). 

Cette  série  sera  finie  si  la  fonction  y de  x ne  se  com- 
pose que  de  puissances  entières  et  positives  de  x,  puis- 
qu’  alors  p étant  je  suppose  un  nombre  entier  positif, 
et  la  plus  haute  puissance  de  x dans  la  valeur  de_y , 

on  aura  2~xp£ï  ~ ° : ^ans  t0U9  ^es  autres  cad  série 

est  interminable. 

Si  l’on  fait  y — e* > dans  la  formule  précédente, 
on  aura  * 


; 
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t 1 Ax  i Ax3 

ï"^22.3  62. 3. 4-5 


58 1 

I Ax3 
6 a. 3. . .7 


Ax7 

a-3. . 9 


etc. . .(636). 


Ainsi  par  l'heureux  choix  que  nous  avons  fait  de  l’é- 
quation^y  ==xm  à la  place  de  celles  =ex  pour  avoir 
les  valeurs  numériques  des  coefficiens  A , B ...  de  1 é- 
quation  (634)  1 nous  avons  obtenu  sans  calcul  la  traie 
valeur  de  Zy  avec  un  nombre  plus  que  suffisant  de 

termesdans  l’usage  ordinaire,  et  celle  de  (eA;r — 0” 1 
avec  un  même  nombre  determes.  Au  reste  si  ce  nombre 
de  coefficiens  numériques  , déjà  calculés , ne  suffisait 
pas  , on  pourrait  obtenir  les  suivans  par  le  moyen  des 
formules  du  groupe  d'équations  (579)  de  l'article  S71. 


622.  Si  y rep  réseatej  eternie  générai-/":»  d’w**  série , 
il  faudra , pour  avoir  le  terme  sommatoire  , mettre 
dans  l’expression  de  Zy  , obtenue  par  le  moyen  de  l'é- 
quation (655)  , la  quantité  x -j-  Ax  à la  place  de  x. 


Exemple.  Sommer  la  suite  41 , 43  , 47  > 33,  etc. 
dont  le  terme  gémi ral  est  y = 4 1 x (x — 1)  en  pre- 

nant Ax  = 1 . 

-y3 

Nous  avons  fydx  — ^\x-\-  ^ — , — 1 » 

et  ~ a*  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

(635)  , il  vient 2y=4ix  + ^ — ^—~—  ^ 4“ 

4-ix =}r-  4-  const.  Réduisant  et  comprenant 

b 12  3bo  * 

dans  la  constante  arbitraire , la  somme  des  trois  fractions 

l 

constantes  , on  a Zy  = -g x*-f-  -g-  x + const . ; 
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, ç (x-f-  i)3  io5 

donc  S. y = — g — • — (x-f-  i)1  -4 — g-  x -f- const. 

^3  1 22 

= -g-  -f  -g-  x -f-  const.  Mais  lorsque  x = i , la  série 

proposée  donne  S.y= 4l  > donc  const.  = 4^  — 41— ° > 

ainsi  on  a complètement , Sy  = — (122  -f- x3)  , ce  qui 

est  le  même  résultat  que  celui  trouvé  à l'article  (607), 
où  le  terme  général  était  représenté  par  y*'. 

6u3.  L’intégration  par  différence  des  fonctions  va- 
riables , et  de  là  la  sommation  des  suites , peut  quel-* 
quefois  s’opérer  d’une  manière  plus  simple  par  les 
méthodes  enseignées  dans  les  chapitres  précédens  ; 
mais  comme  nous  l’avons  déjà  dit , on  sera  obligé  le 
plus  souvent  , de  recourir  dans  ces  intégrations  et  som- 
mations  , à la  formule  (635);  nous  allons  même  finir 
cet  ouvrage  par  l’examen  d’un  cas  où  il  nous  paraît 
impossible  d’obtenir  la  sommation  avec  une  approxi- 
mation suffisante  , par  une  formule  d’un  petit  nombre 
de  termes,  sans  le  secours  de  la  formule  (635).  En 
effet,  prenant  pour  simplifier  A x = 1,  la  formule  (5qi), 
dans  laquelle  nous  mettrons  x -f-  v à la  place  de  x 
pour  avoir  S./x,  ne  peut  jamais  nous  donner  que 
S.lx=  /[x(x—  t)(x — 2...i3,  ou  S.Zxr=/2-f-£5-f-/4-.. 
-f-  Ix  , ce  qui  est  l’addition  toute  pure  de  tous  les 
termes  de  la  série  qu’on  veut  sommer. 

Mais  si  nous  nous  servons  de  la  formule  (635),  alors 
faisant y==.  Ix , nous  aurons  fydx  — fdxlx  = xlx  — x 

[équat.  (a),  art.  a6o].,  ^ = ^1  et  généralement  l’or- 

dre%  de  différentiation  étant  impair,  ce  qui  a toujours 

» j dy  a.5.4- 

lieu  dans  1 equahon  (o35) , on  a^— - — — 
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[form.  (37),  art  36].  Substituant  ces  valeurs  dans  l’é- 
quation (635) , il  vient 

’S.lx  = xlx  — x — - Ix  -4-  - — \ — — etc.  -f-  const. 
a a a. 3.x 

Mais  2/x  étant  la  somme  des  x — 1 premiers  termes 
de  la  suite  h , la , t5 , . . . /(x — i),  lx%,  et  S.lx  étant  la 
somme  des  x premiers  termes  de  la  même  suite  , on 
a'S/x  =2/x -j-/x  ; donc 


SU  = xlx+{  lx-x+  \ Ï.3.'4'5F 

-f-  etc.  -f-  const ( a ). 

6a4-  Cette  valeur  de  S./x  finissant  par  diverger  lors- 
qu’on fait  x = 1 , on  ne  peut  déterminer  d’après  cette 
hypothèse  la  constante  arbitraire;  enfin  la  détermina- 
tion de  cette  constante  présente  des  difficultés  qui  ne 
pouvaient  être-vaincues  que  par  un  géomètre  tel  que 
.Euler.  Voici  comment  cet  homme  célèbre  y est  par- 
venu; il  est  parti  de  ce  beau  théorème  de  Wallis 


(6^7) , 


■v  2. a.4.4-8-6.8.8. îo. 10. 12.  etc. 

2 1 .3. 3. 5. 5. 7. 7. 9.  9.11.11.  etc. 

que  j’ai  démontré  dans  mes  Mélanges  mathématiques 
par  la  simple  analyse  algébrique,  en  la  réduisant  à 
une  expression  beaucoup  plus -simple  , et  qui  se  dé- 
montre aussi  par  les  intégrales  prises  entre  des  limites, 
de  la  manière  suivante. 

Si  l’on  0=1  fait,  dans  la  formule  (1 5 1 ) (art.220)  on  aura 
pour  x=o  l’intégrale J — =.  const.  ; et  si  1’ 


on 


fait  i = i,  on  aura  1 


(*  xf'dx  1.3.5. . . gq — 1 v 

J \/i  — x»~”i.2.3.  ..g. a*  'a 
-f-  const.  ; d’où  on  conclura  qu'entre  les  limites  x = o 
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et  x = 1 , oa  a * 

Ç x^dx  i.5. 5.  ■ .(a? — i)  * 

J y/ 1 — ^ “ î .a. 3 ç.flî'7 

— î)  ar 

2.4.6 29  2**'*«**W* 

De  même  faisant  dans  la  formule  (1 53)  a = i etô  = i,' 
on  trouvera  qu’entre  les  limites  dex  = o etx=;i, 
on  a 

J j/i  — x»  i.3  5...(aq+i) 

et  divisant  1 équation  (£)  par  celle  (a),  il  vient 

V/  i — x*  5,2.4. 4-6. 6 ■ . .sq.aq  2 

P x^dr  1.3.3.5.5.7.7....C2 q — i)  (29 — 1)  (29  + 1)' 

J VT^x* 

Mais  le  numérateur  du  premier  membre  de  cette 
équation  devient  égala  son  dénominateur  lorsque  q — 4; 
donc  dans  ce  cas  là  , mettant  l’unité  dans  le  premier 

7T 

membre , multipliant  l’équation  résultante  par  — , et 

prenant  les  numérateur*  et  dénominateur  du  second 
membre  avec  un  nombre  illimité  de  facteurs  , puisque 
d’après  l'hypothèse  de  q = 00,  ce  nombre  de  facteurs 
est  interminable,  on  a l’équation  que  nous  voulions 
démontrer. 

625.  Cela  posé , passant  des  nombres  aux  loga- 
rithmes , Féquation  (637;  se  changera  en  celle 

lv — /a=2/a-i-2/4+2/6+2/8...-f  a/(2x — nj-f-n/axl . 

—ii — 2/3 — 26 — 2/7. . .— * a/(ax — 3) — 2/  (2X — i)l  a * 
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dans  laquelle  il  faut  bien  faire  attention  que  alax  et 
a/(ax  — 1)  sont  respectivement  les  termes  généraux 
de  la  série  positive  et  de  la  série  négative , et  non  les 
derniers  termes  de  ces  séries  qui  sont  interminables  ; 
c’est  ce  qui  aura  de  même  lieu  dans  les  séries  suivantes. 

Actuellement  nous  observerons  que  prenant  x = oo, 
la  formule  (a)  de  l’article  6a3  donne 

S.lx  ou  li  — f— 13  -f- 14. . . -j-l£  — (x-j-i)lx—-  x 
-{-  const (b)', 

et  mettant  ax  à la-  place  de  x , il  vient 

il  . .+/ax=(ax-H)/ax—  ax-f-const...(e). 

Ajoutant  à l’équation  (b)  celle  la  -f- la^la-j- la. 
xxxla  , on  a 

la  -f- 14  -+-/6  + IS . . . + iax  = (x4-  jrVx  — x -f-  xla 
+ const (J). 

De  l’équation  (c)  retranchant  celle  ( d ) , et  faisant  at- 
tention que  (ax -f-i)/ax=:(3x-J- j)/x  + (ax-f- ^^2 , 
on  a,  toutes  réductions  faites  * 

h -f-/3— f-/5— ^7. . .+/(ax — i)=x/x-f-(x-f-  — x.  ..(e): 

enfin  doublant  l’équation  (d)  , passant  un  des  deux  lax 
dans  le  second  membre , de  ce  double  de  ( d)  retran- 
chant le  double  de  l 'équation  (e) , et  faisant  la  ré- 
duction j on  a 

a/a+a/4-f-2/6-+-a/8.-.-*-a/(.r — a)+/ax  f , 

•—ah — a/3 — a/5 — a/7... — al(ax — 3) — a/(ax — 1)  j acon* 

Mais  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à 
Irr  — la  , on  a donc  a const.  = for  -f-  la  , ou  const. 
= J lair-  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (a) 


585  CALC0L  IHTÉGRAL  A0X  DIFFÉRENCES, 
de  l’article  (6a3j  , on  a complètement 


S.  lx  = xlx  +-/x  — x + - 


2 2. 3. JE 

■+•  etc.  -f-  - la7r. 


I i 
6 3.4. 5.x3 


Par  le  moyen  de  cette  formule  on  trouve  que  re- 
présentant par  log.  les  logarithmes  tabulaires  , c’est- 
à-dire  dans  le  système  qui  a pour  base  10  , on  a 
log  1 -4-log  2-flog3.  ..-f-log  1000  011  log[i.a.3...iooo3 
= 2557,504844222 1 3a8  ; ainsi  le  produitde  1 .2.3...  100, . 
se  compose  de  2558  chiffres  , et  il  est  aisé  de  voir  par' 
le  moyen  des  tables , que  le  nombre  en  question  est 
compris  entre  4023872  suivi  de  a56i  zéros  et4°23873 
•uivi  du  même  nombre  de  zéros. 

0 “ 

APPENDICE. 

Dan*  les  applications  de  la  théorie  des  quadratures  [art.  53a, 
ehap.  III  , sect.  V],  nous  avons  oublié  qu’Ji  la  page  217  du 
tome  I«r,  nous  annoncions  que  dans  ce  Calcul  Intégral  nons  don- 
neriom  la  qnadcatnre  de  la  lemnicaste,  fîg.  11  du  Calcul  Différen- 
tiel. Nous  allons  réparer  cette  omission. 

Nous  avons  vu  à l’article  167  que  l’équation  de  cette-  courbe  est 

y = — ' , donc [cquat.  555]= - j 

* (a*  — jr,)“ 

d’où  er=  const. j [art.  aia].  Mais  lorsque  ar=o,  on  a 

. a'  . . a1— (a*—  x*)*  * 

■w=o,  donc  const.  = -5-  ; ainsi  on  a complctcmen  t w— -• 

j Sa 

Si  on  fait  x = a,  on  a pour  l’aire  d’une  demi-feuille  de  la  courbe 

fl*  < 

»=-r-  ; donc  l’aire  de  la  lemnicaste  entière  est  égale  è celle  du 

J « ' 

tiers  du  q narré  formé  sur  l’axe  BC  de  la  courbe, 
via  DE  LA  SErXIÈME  ET  DERRIÈRE  SECTION  DD  CALCUL  INTÉGRAL,  - 
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CALCUL  INTEGRAL. 


SECTION  II. 


De  rinté^ration-d£sJhnrii^*s  rt-tkfmztivnr  différen- 
tielles du  premier  ordre  à plusieurs  variables , et 
des  solutions  particulières  de  ces  équations. 

CHAPITRE  I.  De  l'intégration  des  fonctions  différen- 
tielles dup rentier  ordre  à plusieurs  variables  qui  sont 
Arl.  exactes. 

*3 18.  Règle  extrêmement  sîfhple  pour  intégreriez  fonctions  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  et  homogènes  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables,  page#i 

f *3rr).  Moyen  d’abréger  encore  plus  Jn  méthode  de  l'article  pré- 
cédent, lorsque  la  fonction  différentielle  proposée  renferme 
plus  de  deux  variables  , * ^ 

*3x0.  Modification  de  la  règle  prescrite  è l’article  3i8,  lorsque 
le  degré  de  la  formule  différentielle  homogène  proposée 
est  = — 1 , 4 

■*3ïl.  Règle  très  simple  pour  l’intégration  des  fonctions  difféien- 
tielles  exact  * et  hétérogènes  entre  un  nombre  quelconque 
de  variables  , lorsque  cette  fonction  n’a  pas  de  dénomi- 
nateur Tnriablc  mnltinomc  , „ j 

*3jx.  Modification  de  la  règle  piécédentc  , lorsque  la  proposée  a 
un  dénominateur  variable  mnitinome , 9 
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Art. 

*3a3.  Autre  méthode  fort  simple  pour  intégrer  les  fonctions  dif- 
férentielles exactes  du  premier  ordre , et  dont  l’usage 
s’étend  au  cas  oii  la  fonction  proposée  renferme  des  quan- 
tités transcendantes  , . page  11 

*3a4-  Simplification  dans  certains  cas,  de  la  recherche  si  la  ré- 
union des  intégrales  particnlières  trouvées)  donne  la  vraie 
intégrale  de  la  fonction  proposée,  i4 

3a5,3a6, 3a~.  De  l’intégrat  ion  de»  fonctions  différentielles  lorsqu’il 
y entre  des  logarithmes  de  variables,  i!>,  t6  , et  17 
3a8,3a().  Remarques  sur  la  méthode  de  l'article  3a3  , aa  et  a3 
CHAPITRE  II.  Des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  à plusieurs  variables  , et  examen  des  formes 
quelles  doivent  avoir  après  la  différentiation  immé- 
diate des  équations  primitives  dans  lesquelles  on  a 
isolé  la  constante  qui  doit  être  éliminée. 

33o.  De  la  forme  sous  laquelle  se  présente  presque  tonjonrs  une 
équation  différentielle , et  des  cas  où  l’isolement  dans 
l’équation  primitive  delà  constante  qui  a disparu  parla 
dilFérenliation  , donne , on  ne  donne  pas  de  déflOiBmit- 
tcurs  variables  ii  la  différentielle  immédiate  , a4 

33t.  Des  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  dans l’éqnation  primi- 
tive , pour  que  sa  différentielle  puisse  s’intégrer  comme 
les  fonctions  différentielles  exactes  à plusieurs  variables,  a5 

зза.  D’nn  cas  qui  se  ramène  aisément  an  précédent , ibid. 
333,  33{.  Des  deux  cas  oit  la  constante  éliminée  dans  la  diffé- 
rentiation immédiate  de  l’équation  n’étant  combinée  avec 
les  variables  que  par  voie  (^'addition  , on  ne  peot  cepen- 
dant intégrer  l’equation  différentielle,  qu 'après  y avoir 
rétabli  certains  facteurs  on  diviseurs  variables  qui  étaient 
dans  la  différentielle  immédiate  de  l’équation  primitive,  36 

335.  Du  cas  où  dans  l’équation  primitive  de  l’équation  diffé- 
rentielle proposée,  la  constante  climince  se  trouve  engagée 
è avec  des  variables  par  voie  de  multiplication,  ibid • 

ззб.  Résumé  de  l’examen  dont  nous  nous  sommes  occupé  dans 

ce  chapitre , * a7  • 

. CHAPITRE  III.  De  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  à tjfux  variables. 

337.  De  la  séparation  des  variables  , a9 

333.  Cette  séparation  peut  toujours' s’effectuer  sur  les  équations 
différentielles  À deux  termes  , 3o 

33<j.  De  la  transformation  générale  de  toute  équation  dtfiéren- 


• ' 
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tielle  homogène  il  deux  variables  en  une  autre  dans  la* 
quelle  les  variables  sont  séparées  , pape  3o 


34<>>  Où  nous  ramenons  l’intcgrati  m d’une  équation  hétérogène 
à celle  de  l'equation  homogène  , traitée  dans  l'article  pre- 
cedent, , 36 

Cas  d’exception  , et  intégration,  de  la  proposée  dans  <-e 
meme  cas , 37 

**3}  t.  Intégration  des  équations  de  la  forme 

AF(y)ii.F(jr),-4-BI‘'(jr)<fF(y)  4-  f(r)tlr  = o—faq®.  38 

34a.  Intégration  des  équations  linéaires  du  premier  ordre  , 4° 

343.  Toute  équation  de  la  forme 

df-i-fXdx  -+-ym+'  fdx  =o...(3oa), 
clans  laquelle  X et  J représentent  des  fonctions  quelconques 
peut  toujours  se  ramener  à la  forme  de  celle  (29H) 


de 


J5 


que  l’on  a intégrée  précédemment, 

»344.  Intégration  de  l’équation 

axily  -f-  bydx  -t-  xcym(nxdy  -f-  p ydx)  = o...  (3o3) , 46 

345,  3 JG.  Des  cas  où  l’on  a dans  l’équation  (3o3 )ac  — bm  et 
pni  = ne , on  seulement  ae=  bm  1 
347-  Intégration  de  l'équation  Ff.r,y,rfx//>-)  — o,  lorsqu’elle  est  le 
produit  de  l'équation  primitive  eCr,  yd=opar  l’éciua- 
——,y,,7x , <lr)  = Z,  " tto 


348.  Relation  qui  doit  exister  eu tre  les  exposans  des  variables  de 
l’équation  hétérogène , 


(Ax-y* 


Ix^ye  -f-  Cl/ y*  -+- 


etc  ) dx 

+(D xa'yv-\-  Exc'y  «'  -f-  G x-f'yt'  -t-  etc.)  dy  = o , 

afin  qu'elle* puisse  être  transformée  en  une  équation  ho- 
• tnogène , 5l 

349.  Application  it  l’équation  générale  il  trois  termes 

dx  -+-  axmyndx  — bxPjridy  . .(307)  , 5a 

350.  Lorsque  l'équation  de  condition  (3o8)  n’est  pas  satisfaite, 

on  peut  transformer  l'équation  (3  >7)  en  une  autre  qui 
pourra  être  intégrée  dans  un  nombre  infini  de  cas,  54 
3Sr.  Equation  du  comte  Rjccati , et  détermination  de  tous  les 

cas  dans  lesquels  elle  est  séparable , 55 

35a.  Toute  équation  différentielle  de  la  forme 

dy  = axTdx  ■+■  b y*xidx (3  t8) , 

dans  laquelle  q représente  un  nombre  quelconque  diffé- 
rent de  l'unité,  pourra  se  transformer  en  une  autre  «qua- 
tion de  la  forme  de  celle  du  comte  Riccati , 61 
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353.  Conditions  nécessaires  ponr  que  l'équation 

dy  — ay'dx-t-  l/xmdx  -f-  jyyxldr (3ig)  , 

te  réduise  «t  une  équation  à trois  tenues  et  de  la  forme 
de  celle  du  comte  Riccati  , page  62 

354.  Mêmes  recherches  pour  l'équation 

dy  rzxay*x*dx  -h  bxmdx  -j-pyx'tdx (3a3) 63 

355.  Des  équations  différentielles  el  séparées  entre  deux  variables 

dont  chaque  terme  s'intégre  seulement  par  les  logarithmes, 
ou  seulement  par  les  arcs  de  cercle,  et  dont  on  obtient 
les  intégrales  algébriques  , 64 

356.  Lorsque  bU-quation différentielle  séparée qu 'on  veut  intégrer,, 

a des  termes  qni  ont  leurs  intégrales  logarithmiques  affec- 
tées de  rimaginaire  y' — 1 , et  d’autres  termes  dont  les 
intégrales  logarithmiques  ne  sont  pas  affectées  de  cette 
Imaginaire,  on  ne  peut  obtenir  l'intégrale  algébrique  d'une 
pareille  équation  ~ 

CHAPITRE  ÏV.  De  ta  méthode  générale  des  facteurs 
pour  intégrer  les  équations  différentielles  du  premier 
, ordre  à plusieurs  variables  , lorsque  ces  équations  , 
dans  leur  état  primitif,  ne  sont  pas  exactement  inté- 


grables. 

3Sq.  Définition  de  cette  méthode , 6g 

358.  Equation  générale  renterinant  le  facteur  qni  rend  inte- 
(rrablc  les  équations  diltérct^ellcs  il  deux  variables  , 70 

■*»35g.  Réduction  des  " ' n~~ 1 ; équations  de  condition , servant  h véri- 

...  • , (n  — i)(n— a) 

fier  si  nnc  fonction  différentielle  est  exacte , a ^ 

équations  de  condition  , et  équation  de  condition  servant 
à vérifier  si  une  équation  rlitterentielle  à trois  variables  est 
snsceptible  de  devenir  intégrable  par  la  multiplication  d'un 

facteur , 7J 

36o.  Tonte  équation  différentielle  b deuxvariables  est  susceptible 
d'être  intégrée  exactement  par  la  multiplication  d'un 
faneur,  ...  7$ 

3St.  H n’en  est  pas  de  même  de  l’équation  h trois  variables  (3a8), 
si  celle  de  condition  (33o)  n'est  pas  satistaite  : mais  dans 
ce  cas  Ut,  l’équation  (3a8)  n'est  pas  absurde , et  elle  peut 
être  satisfaite  par  le  rapport  des  variables  déduit  de  l~é- 
• quation  de  condition  (33o) , *5 

36a.  Au  heu  de  m ~~ 1 équations  de  condition  sem- 

Tri  , 
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blables  h celle  (33o) , servant  îi*  vérifier  si  une  équation 
différentielle  II  m variable*  est  iniégrtrble  [iar  la  multipli- 
cation d'un  facteur  , l’on  n’a  besoin  que  d’en  calculer 

(m — 1)  (m  — a)  _ 

^ ->  . « 76 

Expression  dn  facteur  qni  rend  intégrablrs  les  équations 
différentielle»  homogènes,  78 

*304.  La  règle  présente  est  en  défaut  lorsque  le  degré  d’ho- 
mogénéité est  nul  : moyen  d’obvier  J cet  inconvénient , 80 

365.  Lorsque  le  moyen  indique  dans  l’article  precedent  offre  des 

difficultés  , quelquefois  insurmontables  , on  a recours  à 
nne  transformation  qui  conduit  h une  équation  ayant 
une  variable  de  moins  qne  la  proposée  , et  qui  se  sépare 
aisémeqt , si  «eue  dernière  équation  ne  renferme  que  trois 
variables,  et  est  susceptible  d’une  intégration  exacte  , 84 

366.  Il  est  souvent  possible  de  se  servir  avec  avantage  d’un  procéda 

semblable  k celui  indiqué  dans  l'article  précédent , lors 
même  que  l’intégq^le  de  la  proposée  n’est  pus  d’un  degré 
nul  d homogénéité  , 85 

36y.  On  trouve  furl  aisément -le  facteur  qui  rend  intégrables  les 
équation*  différentielles  qui  ne  sont  pas  homogènes  , mais 
qui  sont  susceptibles  d’avoir  une  transformée  homogène  , 

~ «7 

368.  Lorsqu’on  connaît  un  seul  facteur  capable  de  rendre  inté- 

grable une  fonction  différentielle,  on  pourra  en  trouver 
un  nombre  infini  d'autres  qui  produiront  le  même 

effet,  ibid. 

CHAPITRE  V.  De  la  méthode  inverse  desjacteur*. 

369.  Définition  de  cette  méthode,  88 

3^0.  Recherches  sur  la  relation  qni  doit  exister  entre  les  fonc- 

tions indéterminées  X , X’  de  jr  qui  entrent  dans  l'cqua- 
tion  Xyilx  -f-  X'tix  -\-ytly  = o. . . (333)  et  celles  f , . . . 

de  même  nature  qui  entrent  dans  l’expidkion  du 

facteur 


* " ^ ' 

pour  que  l’équation  (333)  soit  exactement  intégrable  eu 
la  multipliant  par  le  facteur  6 , 89 

371,  OU  l’on  déterminé  la  relation  qui  doit  exister  entre  X et 
\'  pour  que*  les  trois  équations  différentielles  inexactes 
Xjrdx  -+-  X'dx  -t-ydf  =01 

Xjtir  -+.  X'<(y  -f-  jrdjr  =0  i (347)  > 

Xjfdz  -+-  X'dj  •+•  xdx—o) 


5ga 
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deviennent  exactes  en  les  multipliant  par  le  facteur 

Art.  8 = (x  +y)’.., (348),  , > page  97 

Enfin,  nous  cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre 
les  fonctions  X,  f c t de  x pour  que  les  équations 

différentielles  inexactes  de  la  forme 

dy  -+-  jr‘‘dx+  Xdx  = o (365)* 

deviennent  exactes  en  les  multi^ùnt  par  un  facteur  de 


la  forme 


1 P(-r) 


-z, (366 J , 


y'+*Çy+t' 

dans  laquelle  F (x)  représente  tint  fonction  déterminée 
de  x , lofi 

3;3.  Extension  delà  méthode  précédente  au  cas  où  l'on  s'occupe 
des  mêmes  recherches,  relativement  à des  équations  dif- 
férentielles inexactes  à trois  variables , * nr 

CHAPITRE  VI.  Des  intégrales  et  solutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  du  premier  ordre; 
propriété  des  facteurs  ou  diviseurs  qui  rendent  exactes 
les  équations  différentielle  inexactes,  et  qui  sert,  dans 
un  grand  nombre  de  cas , h découvrir  ces  fadeurs. 
3?4»3?f>-  Définition  des  intégrales  et  solutions  particulières,  tu 


3?6 


377.  Des  solutions  particulières  de  première  et  seconde 

espèces , et  utilité  de  ces  dernières  dans  les  solutions  des 

problèmes, 1 13 

*378,379.  De  la  recherche  des  solutions  particulières  de  seconde 

espèce , n4,  n5 

33o.  Une  équation  différentielle  rationnelle  algébrique  ne  peut 
avoir  de  solutions  particulières , 118 

38t.  Règles, générales  pour  trouver  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  qui  ne  sont 
pas  rationnelles  algébriques  , et  qui  sont  susceptibles  d'en 

avoir  , 1 1 3 

♦38a.  Observa  tiou  sur  un  principe  que  quelques  auteurs  ont  in- 
* troduit  dans  leurs  ouvrages,  et  qui  me  parait  faux,  119 
383.  Méthode  pour  obtenir  les  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles,  dont  on  ne  connaît  pas  l'intégrale, 

, 

l.rj.  Le  facteur  on  diviseur  propre  i»  rendre  exactement  inté- 
grable une  équation  différentielle,  étant  égalé  à zéro. 


satisfait  A cette  équation  différentielle, 


t 34 


385 , 386  , 387.  Trois  remarques  essentielles  , 1 26 , 138,  1 aq 

388.  Usage  de  la  belle  propriété  du  facteur,  énoncée  à l’article 
384  t pour  trouver  ce  facteur, 129 

CHAPITRE 
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3g5. 

*3g6. 
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CHAPITRE  VII.  Méthode  pour  résoudre  par  approxi- 
mation , les  équations  différentielles  du  premier  o, dre 
a deux  variables,  lorsqu’on  a trop  de  peine  a les 
intégrer  exactement. 

Définitions , avantage*  de  la  résolution  par  approximation 
des  équations  différentielles,  et  exposition  de  la  nié- 
thode , _ 0. 

,,  • • page  * 34 

Exposition  analytique  de  la  méthode  , avec  plusieurs  appli- 
calions  à difterens  cas  , 

. On  peut  sc  servir  des  formules  de  l’article  précédent , lors 
même  qu'on  veut  avoir  la  valeur  de  x en  fonctions  île  y,  1 {4 

• Soldtiom  do  problème.  Etant  donnée  une  équation  finie 

entredesfonctions  circulaircsctiogarithmiqucsdedeux' aria- 

bli»,  trouver  la  valeur  de  l’une  de  ces  variables'  par  une  suite 
de  termes  qui  ne  soient  que  des  fonctions  algobriqucs  et 
rceJlcs  de  i’autrc  variable, 

CHAPITRE  VIII.  Des  équations  à deux  variables,  dans 
lesquelles  les  différentielles  du  premier  ordre  se  trouvent 

élevées  à des  puissances  entières  plus  grandes  que  l'u- 
nité , ou  se  multiplient  entre  elles. 

Les  équations  de  relation  des  deux  variables  peuvent  s’olv- 
tenir  par  la  résolution  •d’une  équation  algébrique  d’un 
irienie  degté  que  la  proposée  iapptHT~îiux  (îîflVren- 
tieHes  , et  par  l'intégration  d’équations  différentielles  du 
premier  ordre  h deux  variables  , 

Mais  la  résolution  algébrique  des  équations  littérales  d’un 
degré  supérieur  , présentant  des  difficultés  presque  tou- 
jours insurmontables  , on  cherche  h faire  dépendre  l’in- 
tegration  de  la  proposée  , de  la  résolution  algébrique 
d équations  d’un  degré  inférieur  1,  celui  de  !..  proposée 
par  rapport  aux  différentielle, , et  on  réussit  dan,  les 
quatre  cas  suivatu. 

Pre?j‘r,  T ,S'  ,a  f,r0Pos«  sc  présentant  sous  la  forme 
•jÇ+J  rir/' dx  + •••+/->*»  » = o..  (385) , les  quan- 
1 cs  J X-  • -Jm  y ne  sont  que  des  Jonctions  rationnelles  de* 
r > « cette  variable  n’est  élevée  qu’à  des  puissances 
moindres  que  m,  r. 

Second  cas,  qui  ne  diffère  du  premier  qu’eu  ce  qu’on  snp. 
pose  que  quelqu  une  des  fonctions  de  y renferme  cette 
variable  élevée  !t  Une  pnissatiec  , , r/ 

Tromerne  cas.  C'en  celui  où  les  artifices  employés  dans 
article  precedent  ne  réussirent  pas, 

Quatrième  cas.  Lorsque  Ttqualion  proposée  est  homogène 

a-  3« 
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et  que  le  degré  d’homogénéité  des  variables  primitives  est 
Art.  plus  petit  qne  relui  de  leurs  différentielles , page  i5g 
3981  3gg.  Solution  dc  problème.  Etant  donm-e  une  cqnaiioa 
primitive  F(r,  y,  u J=  o entre  trois  variables  , et  ayant 
entre  ces  memes  variables  l'équation  différentielle  du  se- 
cond degré  du1  as  dy-’-bda’ , tm  demande  l'equation 
de  relation  entre  deux  de  ces  variable»,  itia,  16S 
4oo,  4m  , 4 j2.  Integratiun  des  équations  de  la  forme 

ydx  — qxdy  = vWrr  4-  bdy—'dx.  ..-f-mk"],  168 

M 

ydx  — xdy  — Vjadf  -+•  etc- 1 , *7° 


dy  ■»-»  =s(<JJr"  + by’)dx  , 

4o3.  Séparation  des  équations  de  la  forme 


175 


dy  — Ç^ajm  + by  " - r ‘^dx. 


«77 


SECTION  III.  * 

De  Cintègration  des  formules  et  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs. 

CHAPITRE  I.  Intégration  des  formules  différentielles 
de  tous  les  ordres  h une  seu'e  variable, 
loi.  Etant  donnée  .une  formule  différentielle  de  l’o.dre  n,  telle 
’ ’ qne  Pd"a-4-  Qd,'~'xdr+Kd‘,-,xdx. . .-t*'  ds"..  (399)' 
dans  laquelle  P , Q,  R,  V représentent  des  fonctions 
de  la  variable  x , et  dans  laquelle  aucune  différentielle 
de  x d'un  ordre  inférieur  K n n’est  considérée  conarae 
constante,  nous  cherchons  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  cocffieicns  P , Q.  • • V pour  que  1 intégration 
de  la  formule  CJ99)  puisse  se  ramener  h celle  d une  for- 
mule diffe.ent.clle  de  premier  ordre  à une  seule  variable, 

«79 

4o5,  4o6.  Solution,  de  cette  question  dans  les  cas  de  n = 2 et 
*407.  Simplification  de  la  méthode  dan.  certains  cas  , .85 

*°9‘  — «xda-  dans  laquelle  dx  est  considérée  comme  cons- 

tante , doit  toujours  être  de  la  forme  X — fx  + ci»  « 
* ,8; 


I 
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4 io.  Développement  de  /•'yxdx'1  en  une  toile  dé  ra  intégrales 


CHAPITRE  II.  De  quelques  fonctions  et  équations  dif- 
férentielles des  ordres  supérieurs  entre  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  variables  , auxquelles  on  peut 
appliquer  des  règles  générales  pour  les  intégrer. 
*411  • Recfïêrche» , 1 0 -les  ('quations  de  condition  qui  (loi vont 
exister  entre  les  fonctions  île  x représentées  par  A , B , K, 
H,  K,  pour  que  la  fonctiop  différentielle  du  second  ordre 
A ddx  -f-  B ddy  ~é~  E dx1  -4~  H dy*  -j-  K dxdy . , . (4o5)  , 

soit  la  différentielle  première  d’une  fonction  différentielle 
du  premier  ordre.  2°.  De  la  forme  de  l'integrale  iin.ile 
de  la  formule  (4  *55  > î^ï 

*4'*-  Avantage  de  la  méthode  précédente  sür  celles  des  articles 
55  et  359  pour  déterminer  si  une  lonction  différentielle 
de  l’ordre  m est  nne  différentielle  exacte  d’une  autre 
fonction  différentielle  de  l’ordre  ru  — t, 

*<»3.  Avantage  du  principe  démohtré  h l’article  57  , pour  trouver* 
pre*quc  sans  calcul,  la  (n—i'r*  intégrale  d’une  f,„T^. 
tion  différentielle  de  l’ordre  n et  exacte,  dans  laquelle 
aucune, différentielle  d’un  ordre  intérieur  h « r_^U~fl.lt*caI1 
. sidérée  -comme  t!ÜTU(aht«,  ' Jbïd. 

4*4-  De-  l’intégration  des  fonctionsdifféreutielles  du  second  ordre 
i deux  variables,  dans  lesquelles  la  différentielle  prel 
mièie  de  Pu  lie  des  Jeux  variables  est  considérée  comme 
constante,  tfy- 

4*5-  l>*  l'intégration  dos  équations  différentielles  dn  second 
ordie,  dans  lesquelles  la  difféientielle  du  premier  ordre  de 
~rono  des  deux  variables  est  considérée  comme  cons. 

ta“^» igB 

4l6,  4<r;-  Dv*  intégrations  des  équations 


CHAPITRE  III.  De  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre  entre  deux  x ariables , lors- 
qu’on fuit  éprouver  à ces  équations  certaines  modi- 
fications exigées  par  les  conditions  des  problèmes  qui 
fc/u  donné  lieu  à de  pareils  calculs  ou  que  ses 


simples. 


P"ge  iSg 
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lorsque  les  deux  racines  de  sou  auxiliaire  sont  imagi- 

Art.  naires, pape  x3q 

jjiij,  Intégration  de  l’équation  gin  craie  du  fameux  problème  de» 

trois  corps  , • jo 

43o.  Du  cas  où  l’auxiliaire  a toutes  scs  racines,  ou  «implemcnt 
~ quelques-unes  de  scs  racines  égalés  entre  elles , 3^1 

43l  , 4 *2, 43Ï.  Intégration  <lc  l'équation  (4 '4/  dans  le  cas  où  A, 

B...  étant  toujours  des  quantités  cirosian  te» , on  a X =0, 
en  considi  rant  d’abord  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire 
comme  réelles  et  inégales  , ensuite  quelques-unes  d'ellcg 
comme  imaginaires  ; entin  considérant  le  cas  où  il  y a 
des  racines  égales  , o jl , a j \ 

434  , 433,  436-  De  l'intégration  de  Icquation  (jajl  lorsque  A, 

B...  et  X sont  des  quantités  constantes,  dans  les  trois 
cas  que  comporte  la  nature  des  racines  de  l’auxiliaire , 

»46>  =47  > *4$ 

437.  Introduction  h la  théorie  développée  dans  l’article  sui- 

vant , 243 

438.  Intégration  des  équations  différentielles  et  linéaires  d’un 

ordre  quelconque , dans  lesquelles  tous  les  eoelRcicns  sont 
des  fonctions  de  la  YariablcqjiLsaris  M.oiuuurTrfCnr,  ibid, 

43g.  Toutrsles  eqnafiôns  linéaires  d'un  ordre  quelconque  n et  da 
la  forme 

avilxf'-i-bj  dx"~'dy-i-gx'’dx’'—,d,y, . .-t-x’dnjrxzjidj , .(448), 

dans  laquelle  a , b , g...  représentent  des  constantes  dé- 
terminées , peuvent  toujours  s’intégrer  par  les  méthodes  . 
enseignées  aux  articles  4^3. . ,43o , a6( 

44°.  Intégration  de  l’equation 

aydx"  -f-  b{p  qx’’dxn~'dy  4- gfp-t-qx)*dx*“Id,y 

...+(l>  + <ixrd"y  =~\dx" (4foh 

dans  laqttelle  p , q , a , b , g. . , sont  des  fonctions  de’-  * 
terminées  de  constantes.  etX  turc  fonction  de  x , 26 \ 

4 4 1 ■ On  peut  toujours  trouver  un  nombre  infini  de  > aletrrs  de  y 
et  rie  i en  fonction  de  3 , qui  satisferont  simultanément 
i ion  le  équation  entre  les  trois  variables  x,y,z,  et  linéaire 
par  rapport  aux  deux  variables  y et  r,  dont  les  différentielles 
premières  ne  sont  pas  eonsid'  tées comme  constantes,  aG5 
4ja.  Il  v a un  nombre  infini  de  courbes  à double  courbure 
qrri  satisfont  Ir  l’et|uation  considérée  dans  l'article  pre- 
cedent , 266 

443.  Si  l’équation  line-aire  de  l’ordre  n considérée  dans  les  deux 
articles  preccdcns  appartenait  h une  surface  courbe,  ou 
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fcrentes,  une  équation  différentielle  de  l’ordre  n , telle 
que  celles  que  nous  considérons,  on  pourra  a-oir  1 inté- 
grale finale,  sans  intégrer  les  équations  différentielles 

Art.  d’ordres  inférieuis  i>  n , page  aSa 

436.  Moyen  déduit  de  la  théorie  précédente,  pour  intégrer  dans 
certains  cas  une  équation  différentielle  inexacte,  sans  être 
obligé  de  chercher  le  facteur  qui  la  rend  une  différen- 
tielle exacte , 

CHAPITRE  VI.  De  la  résolution  par  approximation 
des  équations  différentielles  entre  deux  variab'es  et 
du  second  ordre  qu'on  ne  peut  résoudre  exactement , 
lorsqu'on  éprouve  des  difficultés  insurmontables  pour 
trouver  tes  facteurs  propres  à rendre  ces  équations 
exactement  intégrables. 

*457.  Méthode  générale  pour  résoudre  par  approximation  l’équa- 
tion du  second  ordre  et  linéaire 


d'y  + Xdydx  + yjdx'  — o ffi1)  » 

dans  laquelle  X et  g représen tentdes  fanctionsqnelconqnes 
de  x,  * 

*458.  Application  delà  méthode  précédente  II  la  résolution  par  ap- 
proximation de  l’équation. — ~~  ~ 

ddy  ■+-  ax’ydx'  = o (4^)  1 *8fi 


45q.  Solotiow  dp  PROBcfcME.  Connaissant  l’une  des  deux  in-» 
tégrales  particulières  de  l’équaiion  (45a),  que  l’on  obtient 
de  l’intégrale  complète  en  faisant  l’une  des  deux  cons- 
tantes çoiic'  = o,  trouver  l’autre  intégrale  particulière , 
et  par  conséquent  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  39a 
460,  461.  Résolution  par  approximation  de  l’éqnation  (4  iî>)  , 
lorsque  certaines  valeurs  particulières  de  n et  rie  a com- 
binées ensemble,  mettent  en  défaut  la  méthode 
dente  , 

*463.  Comment  on  peut  ramener  l’intégration  de  l’éqnation  du 
comte  Riccuti  h celle  de  l’équation  (4-35)  , 3cT» 

■*463.  Utilité  de  ce  qui  est  démontré  dans  l’article  précédent , 3ot 

V 


SECTION  IV. 


Supplément  aux  trois  premières  sections. 

CHAPITRE  I.  Intégration  simultanée  de  certains  sys- 
tèmes d’équations . 


«09  TABLE  DES  MATIERES. 

Art. 

+4(j4.  Intégration  simultanée  des  deux  équations 
(A:  By^  ilx  + D</~  H-  Ei iy  — X tlx  1 

(Hj  -+-  I y )dx  + K dz  + L dy  = %dx  J 

dans  lesquelles  A, . .E,  H. . .L  représentent  des  quantités, 
constantes  déterminées,  et  X,  f des  [onctions  quelconques 
de  x , page  3o3 

^*£65,  +4®7  > 4^8  , 469-  Examen  des  cas 


.(405), 


où  b étant  de  signes 
contraires 


pu  dans  les  équations)  fPîl  *• 

^ jonaC=Ei; 


3io 

3xt 

ibid. 


470.  Intégration  simultanée  des  trois  équations 

(As  B K + C i)dx  -4-  D dz  ■+•  Ef{r  + G dt  = Xdx 

(Hs  •+-  Iy  -f-  K ()dx  -K  L dz  -t-  Mil/  ■+■  Nr/t  = X'dx  J . . . (479),  3n 

(Os  -t-  Py  -+-  Qt^ir  H-  R dz  + S dy  -+■  Tdt=X"dx* 

471.  Scolie,  3.4 

* 7 a Intégration  simultanée  des  deux  équations  différentielles  du 
second  ordre 


...(480,3.4 


(Ar~-f-B-)<f.r’-f-(Cdy-4~Ddr)t'I.r~*-Et/,y-f-  Tld8:— XrljH 
(Lf-t-Kr)t/*  ’-4-(Lr/y-t-  MdzJdx-b-Nd’y+Od' 

*473.  Idem.  1 Je 

(Ar-l-Bs-t-DJf/a^-t-Erf’y-t-Hrf’s  5=  ol 
(Iy  -4- Ke+L>/r»-t-Mrf»y+N<f»J=o  ( ~ ‘ ~ ; * 17 

*4;4-  Examén  du  cas  où  //  et  p"  sont  négatives , 3lt 

■*‘*475-  G*-8  formules  d'intégrations  simultanées  trouvées  dans  les 
deux  articles  précédons,  ne  peuvent  servir  lorsque  les  va- 
leurs  tic  C'  cl  de  Z"  sont  réelle»  et  égales  , et  lors  qu’elles 
sont  imaginaires  , nous  trouvons  des  formules  générales 
qui  peuvent  servir  dans  tons  les  cas  possibles , 3a3 

Nous  prouvons  que  les  deux  formules  trouvées  dans  l’ar- 
ticle précédent , satisfont  au  cas  de  C/  = C",  3a6 

* {77.  El  an  cas  de  C'  et  Z"  imaginaires,  3a8 

4;8.  Examen  du  cas  où  dans  les  équations  ( 4Sa  ) , on  a 
AM  = FI , 33o 

CHAPITRE  II.  Intégration  de  certaines  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  entre  deux  variables  et 
séparées,  dont  on  obtient  les  intégrales  algébriques , 
quoique  la  fonction  différentielle  de  chacune  de  ces 
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deux  variables  étant  considérée  isolément , ne  puisse 
s'intégrer  algébriquement , et  que  ees  deux  fonctions 
ne  puissent  s’intégrer  en  même  temps  par  les  loga- 
Art.  rithmes  , ou  par  les  arcs  de.  cercle. 

4yj?.  Intégration  algébrique  de  l'équation 
dx  ffy 

ÿ'iax*-l-bxl-¥-ex'-+-hx-i-m]~~  i/\_aj-S+by'+ey*-é-hy+m]  ^°°' ’ 
dont  chacun  des  membres,  considéré  isolément,  ne  pour- 
rait s intégrer  ni  algébriquement,  ni  par  les  logarithmes, 
ni  par  les  arcs  de  cercle , page  33a 

480.  Intégration  algébrique  d’équations  qui  sont  dans  des  cas 
semblables  A celle  qu’on  a intégrée  dans  l’article  précé- 
dent , 33fi 

* Rcmarqne , 33^ 

11  (8t.  Intégration  algébrique  de  deux  équations  qni  sont  dans  les 
mêmes  cas  que  1rs  précédentes,  mais  dans  lesquelles  les 
variables  x et  y sont  élevées  it  des  puissances  4 , 338 

CHAPI I RE  III.  Des  intégrales  et  solutions  particulières 
des  équations  différentielles  d'ordres  supérieurs. 

48a  , 483.  Définition  de  ces  intégrales  et  sfdi?l‘ilm»..(iarticn]lcrcs, 
avec  le  moyen  ttë~pâfvenir  de  l’intégrale  finale  h l’éqna- 
tion  différentielle  de  l’ordre  n,  dont  elle  est  l’intégrale, 

34l 

484-  Méthode  pont  déduire  de  l’intégrale  finale  d’une  équation. 
différentielle  de  l’ordre  n , toutes  les  solutions  particulières 
de  la  proposée.  Les  recherches  dont  on  s’est  occnpé  dans 
cet  article,  conduisent  au  principe  que  la  solution  parti- 
culière la  plus  étendue  que  puisse  avoir  une  équation 
différentielle  de  l’ordre  n,  ne  saurait  être  exprimée  par 
une  équation  primitive  contenant  plus  de  n — 1 cons- 
tantes,  343 

q85,  486.  Remarques  sur  certains  cas  pour  lesquels  la  méthode 
enseignée  l'article  484  , se  simplifie  beaucoup  , 340,347 
48;.  Méthode  extraite  d’un  savant  mémoire  de  Legendre,  pour 
déduire  directement  de  l’équation  différentielle  proposée 
scs  solutions  particulières , 347 

488.  Caractère  des  solutions  particulières  , 349 

48g.  L’équation  x = const.  , qui  satisfait  h toutes  les  équations 
différentielles  entre  y et  x , ne  doit  pas  être  mise  au  nom- 
bre des  solutions  particulières , 35o 

4î)°r  Application  des  théories  précédentes  , ibid. 
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Les  solations  particulières  dre  équations  différentielles  d’n» 
ordre  guHeonqne , ne  «ont  pas  tonjours  les  solutions  par- 
ticulières (les  différentielles  de  l’équafon  proposée  , ou 
de  tes  intégrale»  de  ton»  le»  ordre»,  page  353 

493-  Recherche  de»  solutions  particulières  et  simultanées  d'un 
syMème  de  ni  équations  différentielles  d’un  ordre  quel- 
conque entre  m ■+■ 1 variables  , 355 

CHAPITRE  IV.  De  l'intégration  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre. 

493 1 4>)4-  Définition  et  notation  , " 358  , 35g 

4y5.  De  l’oidje  des  équations  aux  différentielles  partielles,  36o 
4i/*.  De  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles 
et  linéaires  du  premier  ordre  daus  quelques  eus  parti- 
culiers, 36 1 

*497-  Intégration  de  ces  mêmes  équations  dans  le  cas  le  plus 

Relierai , 35a 

**498.  D’un  cas  particulier  oit  l'intégration  pourrait  s'effectuer 
comme  dans  le  cas  général  r m..is  qui  s’obtient  bien  plus 
aisément  par  une  méthode  que  nous  faisons  connaître  dans 

cet  article , 369 

4qq.  Manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  de  variables 
qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rentielles partielles , lorsque  ees  dernières  équations  ont 
pour  objet  quelque  poiut  d’analyse  appliquée , 3;a 

5oo.  Intégration  de  l’équation  , 

f*z=F(frz) f5i8), 323 

*5oi.  Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  à quatre  autriablcs  , 375 

5oa.  Où  Ton  généralise  l'analyse  précédente  aux  équations  aux 
différentielles  partielles  linéaires  du  premier  ordre,  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  variables, 38o 

5o3.  Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  du 

premier  ordre  , qui  ne  sont  pas  linéaires, 33 1 

♦ Remarque  , - 383 

CHAPITRE  V.  Intégration  des  équations  aux  dtffcren- 
tielles  partielles  du  second  ordre  à trois  variables. 


5o4-  Notions  préliminaires. 


383 
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5o5. 

5i/>. 

*5o~.  Intégrations 
des 

( — H (5^),  page  384 

^-=H" (5a6),  3S5 

U‘  ibid. 

d*2. 

*008.  équations 

2y  dx  ~Udy ’ 385 

5rg. 

/Ve  — a2f,xz (33a),  ibid. 

*fi  10. 

f*rz  — a2fr*z .*(534),  38q 

5i  t. 

J’Xz  = P//»  H . . . (53£i),  3yo 

Sia.  \ fjr*z  z=Ef'z  H..  .(538),  3gt 


Si3.  Du  cas  où  liant  leseqnations  qu'on  a Imitées  précédemment, 
les  lettre»  capitales  renfermeraient  la  variable  princi- 
pale z , ibid. 

*5i4,  5i5.  Intégrations  des  équations 

p’z  — Ef'z  ■+■  Hr (54<Q,  3fla 

p*z+Vpz+Epz=o.  ■ ,(S4i), 3g| 

5tG.  Etant  donnée  la  différentielle  du  second  ordre  d2s  d’uncfonc- 
tîoH  t de  deux  ^variables  t et  u par  rapport  ■’>  ce»  va- 
riables  , noos  tronvons  d’après  Euler , la  valear  de  la 
même  différentielle  d‘z  par  rapport  à deux  nouvelles  va- 
. riables  x et  y qui  ont  arec  cilles»*  et  u des  relations 

semblables  h celle»  qui  existent  entre  ces  deux  dernières 
variables  et  tjflle  z , t 3gfi 

^Jtn.  Intégration  de  l'équation  j>*pxz — pxz  — o,  dans  laquelle 
x*  représente  unefonction  déterminée  de  x et  de  y,  3q8 
5|8.  Intégration  de  la  même  équation  lorsque  X est  en  outre  une 
fonction  de  pz  et  de  pz , . 4°° 

**519,  Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  du 
second  ordre,  prise»  dans  toute  leur  généralité  et  Icscoefti- 
ciens  pouvant  être  des  fonctions  quelconques  de  x , y, 

frt , _ 4 21 

CHAPITRE  VI.  Quelques  notions  sur  les  intégrations 
des  équations  différentielles  partielles  des  ordres  su- 
périeurs au  second,  et  sur  les  solutions  particulières 
des  équations  aux  différentielles  partielles  de  tous  les 
ordres. 

>-i».  Equations  aux  différentielles  partielles  de  IVirdrc  w-j-»,  qu'on 
intègre  par  le  moyen  des  intégration»  d’équations  de  même 
espèce  qui  ne  sont  que  de  Tordre  tn,  jo" 
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Art. 

5ai.  Autre»  espèces  d'éqnations  aux  différentielles  partielles  dont 
l'intégration  bc  ramène  h celle  des  équations  dilfctcntielles 
ordinal  i es  du  même  ordre  que  les  première*  , page  408 
Saa.  Eliminaiion  de  constantes  enlic  li  s équations  prmntn  csët 
leurs  différentielles,  qui  conduisent  A des  équation*  aux 
différentielles  dont  les  équations  primitive*  mentionnée» 
précédemment  sont  les  intégrales,  ibid. 

5a3.  Des  solutions  particulières  des  équation*  aux  différentielles 

partielles  4In 

SECTION  Y. 

Application  du  Calcul  intégral  à la  Géométrie. 

■'CHAPITRE  L Quelques  problèmes  et  théorèmes  rel a~ 
- tifs  aux  développées  et  développantes  des  courbes 

planes. 

5a4-  SoLUTioir  nu  problème.  Etant  donnée  la  valeur  du  rayon 
osculutcur  d'une  courbe  en  fonction  de  constantes  Cl  de 
lignes  trigonométi  iques  de  l’angle  foi mé  par  la  noimale 
avec  l'axe  des  abscisses  , trouver  l’équation  entre  les  coor- 
données ^cclangulaiies  de  cette  courbe,  4 >2 

523.  Démonstration  de  deux  équations  importantes , * .1 

520.  Solution  nu  problème.  Etant  donnée  l’équation  d'une 

courbe  , trouver  celle  tle  sa  dt^eb  ppec  , ibid, 

527.  On  tire  plusieurs  conclusions  tle  ce  qui  précède  , et  enue 
autre» la  méthode  de  déduire  de  l’cqiijtinn  d'une  combe 
donnée,  celle  de  là  développante  de  celle  combe,  4T7 
5aS.  Démonstration  tle  deux  formules  primitives  qui  rendent  Lien 
plus  facile  les  recherches  qui  nous  opt  occupe  dans  les 
deux  articles  précédais  , f\ ao 

fCHA PITRE  IL  Dè  la  rectification  ries' courbes  planes 
et  a double  courbure  , et  de  la  (juadralure  des  courbes 
planes , 

5ag.  Formule  générale  de  la  rectification  des  conrbes  planes  rap- 


portées h leurs  coordonnées  rectangulaires,  4'JT 

53 o.  Idem.  Pour  les  courbes  polaires,  4-i7 

53t.  Idem . Pour  les  combes  à double  ecurbnre  , -43i 

53a.  Quadrature  descourbes  planes  rapportées  à leurs  coordonnées 

rectangulaires , *j->a 
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535. 

*535. 

537. 
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hiem.  Pour  les  courbes  polaires,  page  44* 

CHAPITRE  III.  lie  la  quadrature  des  surfaces  courbes 
et  de  la  cuba  turc  des  volumes  termines  par  de  pa  ■ 
reilles  surfaces . 

Expression  generale  (les  aire»  des  surface»  courbes  quel- 

conques  , rr* 

Idem.  O s surfilées  <le  révolution  , 44*3 

De  la  cnbature  il'iin  volume  quelconque  terminée  par^une 
surface  courbe , " 4"'^ 

Idem.  Des  solides  de  révolution,  4^4 

CHAPITRE  IV.  Application  du  Calcul  intégral  h quel- 
ques  questions  et  théories  générales  de  Géométrie. 
Des  trajectoires  en  général  et  des  trajectoires  orthogonales. 
Applications  aux  lignes  du  second  degré , et  h la  ligne 
droite  tournant  autour  d’uu  point  fixe,  4^ 


S’;-).  De  la  tractoire , 

54°' 


4<i3 


SotüTtoir  nu  problème.  Etant  donnée  une  équation  de  re- 
lation entre  la  rectification  d'un  arc  de  courbe  inconnue  , 
et  les  coordonnées  correspondantes  >1  l'extrémité  de  cçt 

arc , trouver  l’équation  de  la  courbe  , 4^* 

Des  courbes  dont  les  équations  primitives  satisfont  à un 

nombre  infini  *'’':qo  >0111^  ifiTei  cnm  llas... — __  ibid. 

es  des  problèmes  de  géométrie,  4®7 


S}. 

fcfa.  Des  solutions  parucu 


SECTION-  VI. 
Calcul  des  variations. 


m CHAPITRE  I.  Introduction. 

543.  Définition  et  notation  , 47q 

54J.  La  différence  d'tin  ordre  quelconque  de  la  variation  d’une 
variable  , est  égalé  îi  la  variation  de  la  différence  du  meme 
or  Ire  rie  la  variable  , 4; 1 

545.  Démonstration  d’un  théorème  analogue  af  précédent  , re- 

lativement aux  différentielles  des  variations  et  variations 
des  différentielles,  j 'a 

546.  La  variation  de  l'intégrale  d’un  ordre  quelconque  d’une 

. fonction  différentielle  , est  égale  à l’intégrale  du  tuéma 
ordre  delà  variation  de  la  fonction  différentielle,  ibid. 

547.  De  la  variation  des  formules  différentielles, 

CHAPITRE  IL  Méthode  des  variations  dans  les  ques 
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548. 
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55o. 

55t. 

55a. 

*53. 

554, 

556. 


557. 


558. 


55g. 

56o. 

56t. 

56a. 


table  des  matières. 

tinm  de  maximis  et  minimis  lorsque  la  fonction  rlif 

férentielle  proposée  n'est  qu'entre  deux  variables  , et 

qu'une  de  ces  variables  varie  pour  une  même  valeur  * 

de  l'autre.  

pas, 

Considérations  générales  sur  lame'thodc  des  variation»  , 4;3 
Insuffisance  lies  méthodes  enseignées  dans  la  première  partie 
de  cet  Ouvrage,  ponr  trouver  les  extrêmes  grandeurs, 
lorsqu’on  ne  connaît  aucune  relation  entre  y et  jr , 
Démonstration  que  la  variation  d’un  ordre  quelconque  de 
l’intégrale  d’une  fonction  différentielle,  est  égale  h l’in- 
tegnde  de  la  variation  du  même  ordre  de  la  fonction 
différentielle,  ' / 

Equation  générale  des  extrêmes  grandeurs,  et  valeur  de  la 
variation  de  l’intégrale  de  la  fonction  différentielle  pro- 
po»«e,  . 

De  l’équation  aux  limites,  jj8r 

Equation  de  condition  d’intégraliilité  de  la  fonction  diffé- 
rentielle dans  l’état  de  la  question  proposée,  48a 

555.  Examen  du  cas  où  la  formule  différentielle  proposée 
n’est  que  du  premier  ordre , ~~  ^33 

Application  de  la  théorie  précédente  à un  exemple,  434 
Des  cas  où  les  ordonnées  des  limites,  et  les  coeffiricns 
différentiels  sont  tou»  déterminés,  ou  partie  déterminés 
et  partie  indéterminés , 

CHAPI1  RE  III.  De  la  méthode  des  variations  dans  1^ 
les  questions  de  maximis  et  minimis  entre  des  limites  ' 
variables  , y 

Faisant  varier  simultanément  y et  x,  l’équation  générale  de» 
extrêmes  grandeurs  reste  la  même,  mais  celle  dcslhnitea 
change.  Nous  faisons  connaître  l’expression  de  ce  cl^m- 
Be“ent,  487 

Application  de  la  théorie  précédente  à un  exemple  général, 
et  ensuite  à un  exemple  particulier,  489 

CHAPITRE  IV,  Extension  de  la  méthode  des  variations, 
dans  lehaS  oh  la  fonction  différentielle  proposée  est 
entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

De  l’éqnation  générale  des  extrêmes  grandeurs  dans  les 
questions  de  maximis  et  minimis  entre  trois  variables. 
Examen  du  cas  où  il  n’y  a aucune  relation  donnée  ' entre 

y « *,  4oS 

Idem.  Lorsqu’enlre  x,  y et  z on  a une  équation,  4'fi 
Equation  aux  limites  , ibid. 


Digitizeâ  by.Google 


Art. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


607 


563.  Dans  le  cas  où  jr  varie  dans  le  sens  caractérisé  par  î , l'é- 

quation generale  des  extrêmes  grandeurs  reste  la  même , 
et  celle  des  limites  change  , page  497 

564.  Application  generale  de  cette  théorie,  49^ 

565.  Conclusion,  5oa 

SECTION  II. 

Calcul  intégral  aur  differentes  , et  application  de  ce 
calcula  celui  de  la  sommation  des  séries. 


CHAPITRE  I.  Rentes  fondamentales , et  intégration 
des  fondions  aux  différences  du  premier  ordre  algé- 
briques et  transcendantes. 

566 , 56;.  Définitions  et  notation , 5q3 

568.  Des  constantes  arbitraires  qu’on  doit  ajouter  aux  intégrales, 

5o4 

56g.  On  peut  passer  les  facteurs  constans  des  formules  qu’on 
intègre  en  avant  du  signe  d'intégration , ibid. 

5~o.  L’intégrale  d'un  polynôme  est  égale  à la  somme  des  in- 
tégrales de  chaque  terme, ibid. 

Syt.  Intégratjonde  xm , ibid. 

Vîé,  5; a Idem,  île  t(x  -t-  A r)(x  -+-  a Ax)...(x  4-nAr),  5oj 

S;3.  Modification  de  l’intégrale  trouvée  dans  l’article  précé- 


dent , 

< 

5o8 

5;4. 

I 

t 

ibid. 

x{x+  Au). . .(x-t-n  Ax)  ’ 

5;5. 

( Jt  -H  a A x)  (x+6ût)+  etc.  9 

ibid. 

676. 

A-f-  Bx 

y 5ll 

1 

a (x+a  A x)(x-+-i  Ai).,.(i+g  A 

x)(x-hq  A x) 

577. 

Intégra- 

aT  > 

5 1 x 

678. 

lion  de 

x*a*. 

ibid. 

5~9- 

■fin 

u*  ’ 

5t3 

58o. 

fin  x et  cos  x , 

5.4 

58t. 

x*sin  x et  x*  cos  x , 

5 1 5 

58a. 

/x. 

# 

ibid. 

583. 

, 

5i6 

Digitized  by  Google 


6o8  TABLE  DÉS  MATIÈRES. 

‘•‘CHAPITRE  II.  De  l'intégration  des  équations  nui: 
différences  Jinies  d'un  ordre  quelconque , et  à une 
Arl.  seule  variable. 

5S'f.  Définitions,  pape  Slj 

685.  Conversion  de  l’équation  generale  au*  différences  d’un  ordre 
quelconque  n , en  une  autre  entre  fx  ,j\x  -+-  i) ,...'. . 
J (x  -+-  n) , et  intégration  de  cette  équation , ibid. 

586,  587-  Application  de  la  théorie  précédente  J>  la  recherche  des 
termes  généraux  des  séries  récurrentes  composées  régu- 
lières et  irrégulière^1 , 527 , 5îg 

588.  Du  cas  où  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  de  l’équation 

aux  différences  qu’on  veut  intégrer  sont  égales  , ^>3u 

589.  Du  cas  où  les  racines  de  l’auxiliaire  sont  parties  inégales 

et  parties  égales,  t>33 

£90,  591  et  592.  Nous  n’avons  jusqu ’i  présent  considéré  X que 
comme  unefonction  exponentielle  de  x , nous  considérons 
iciies  trois  cas  suivons,  i®X=è  une  constatai;  i°  X=i»  une 
fonction  algébrique  et  rationnelle  de  x;  3°  X=o.  534,530 
5g3.  Du  cas  où  X étant=o,  l’auxiliaire  a une  partie  de  ses 
racines  égales , 538 

5r>4.  Ou  toutes  ses  racines  égales  , 539 

5g5.  Ou  qu’elle  se  compose  de  plusieurs  facteurs  binômes  dtl 
premier  degré,  5.(0 

f 5g6.  Ou  enfin  , qu’elle  renferme  des  racines  imaginaires,  5Jt 

597.  Développement  de  l’intégrale  générale  trouvée  à l’artide 
585,  en  supposant  d’abord  X=à  une  fonction  expo-; 

nentielle  de  x,  543 

698.  Intégration  de  l’équation  aux  différences  (5q5)  , loisque  X 

étant  une  fonction  exponentielle  de  x , l’auxiliaire  a des 

racines  imaginaires,  5.(5 

699.  Développement  de  la  formule  5g8  lorsque  l’ajoutée  est  une 

constante , 5(0 

600.  Idem.  Lorsque  X est  une  fonction  rationnelle  dex,  ibid. 

601.  Cas  qui  se  soustrait  à la  méthode  précédente  , moyen  d’y 

obvier , 54<J 

60 a . Du  cas  où  les  cocfficiens  de  l’équation  générale  aux  diffé- 
rences sont  fonctions  de  la  variable,  45 1 

CHAPITRE  III.  Quelques  notions  sur  l’intégration 
des  formules  et  équations  qui  contiennent  plusieurs 
•variab’es  , 

6o3,6o4-  Intégration  des  différences  exactes  de  monomes  ou  poly- 
nômes entre  plusieurs  variables , 554  , 555 

60S. 


Digilized  by  Google 


JLrt. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


6og 


605.  D«  l’intégration  des  équations  aux  différences  entre  plusieurs 

• variables  qui  ne  peuvent  s’intégrer  par  les  méthodes  pré- 
cédentes, PaBe  555 

CHAPITRE  IV.  Application  du  Calcul  intégral  à la 
sommation  des  séries. 

606.  Equation  de  relation  entre  le  terme  sommatoire  d’une  série 

et  l’intégrale  de  son  terme  général , 55g 

607.  Sommation  complète  de  toute»  les  sériés  dont  la  différence 

d’un  ordre  quelconque  est  constante,  55g 

608.  Ce  qu’on  doit  faire  lorsqu’on  ne  veut  avoir  le  terme  som- 

matoirc  qu’i  commencer  d’un  terme  déterminé,  N 56r 
60g.  Expression  générale  du  terme  sommatoire  des  séries  dont 
les  différences  d’un  ordre  quelconque  sont  constantes , 56a 

610.  Expression  générale  et  complète  du  terme  sommatoire  des 

séries  de  la  forme 

«[a-+-âx]...[(«+Ax)-+-an,xl,  fa-4-ûx)[(a-4-  Ax)+âr]. . . 
[(a+4r)  +nii],(a+J4i)[(a  + îix)  + 4i]...[(a+J4x) 

+ n4r]  etc. , 563 

61 1.  Expression  générale  et  complète  du  terme  sommatoire  des 

séries  de  la  forme 


a(a-b  A sr).;.*(u+n  or sr)  * (tf-S-  4x)+  4r)]  ....£a-+*  Ax)*+*/t  AxJ 

1 etc.  563 

(a+5  4tr)[(n-fi  4x)+  4x]...[(a+l  4x)4a  4r] 1 ’ * 

*612.  De  la  sommation  des  séries  de  sinns  et  cosinus  d’arcs  qui 
croissent  uniformément  d’un  arc  quelconque , et  ou 
examine  particulièrement  le  cas  où  l’arc  d’accroissement 
d’un  terme  h l'antre  est  égal  h l'arc  principal , 565 

*613.  Sommation  des  mêmes  puissances  de  sinus  ou  cosinus  d’arcs 
qui  croissent  comme  la  suite  naturelle  des  nombres  ,tea 
prenant  l’arc  principal  pour  l’unité , ‘ 568 

614.  Sommation  des  séries  qui  ont  respectivement  pour  termes 

généraux  zm  sin™a,  et  s*  cos  "s , 5 70 

615.  Sommation  des  séries  récurrentes  composées,  dontl’ajontéc 

est  une  quantité  exponentielle  , ibid. 

*Gi6.  Du  cas  où  l’auxiliaire  de  l'équation  qni  exprime  la  loi 
de  la  série  récurrente  qu’on  veut  sommer , a une  on 
plusieurs  racines  égales  h l’unité,  ' 5;i 

’Gif  Du  cas  où  l’ajoutée  est  une  quantité  constante, 

■*616.  Sommation  des  séries  récurrentes  simples , ibid. 

*619.  Du  cas  où  l'ajoutée  de  l’équation  qui  exprime  la  loi  de  la 

a.  s 3g 


Digitized  by  Google 


Cio  TABLE  DES  MATIÈRES- 

•érie  récurrente  qu’on  veut  sommer  étant  exponentielle  J 
sa  base  est  égale  h une  des  racines  de  l’auxiliaire  , pag.  5j3 
CHA  PI  I RE  V.  Usage  du  Calcul  intégral  aux  différen- 
tielles, ou  Calcul  intégral  proprement  dit,  dans  le 
Art.  Calcul  intégral  aux  différences. 

*610.  Moyen  de  trouver  par  le  Calcul  intégral  la  limite  trans- 
cendante des  séries  , 5^ 

631.  Expression  générale  de  Sy  déduite  des  Calculs  différentiel , 
intégral  et  anx  différences,  - _ 5-7 

*Je  fais  connaître  le  moyen  qu’indique  Euler  pour  déterminer 
les  valeurs  numériques  des  coefficiens  constans,  et  en- 
suite je  fais  connaître  un  autre  moyen  qui  donne spon- 
tanément ces  valeurs  numériques  , 579 

63».  Usage  de  la  formule  démontrée  dans  l’article  précédent  pour 
sommer  les  séries,  58r 

6a3.  Expression  de  S.lx  avec  une  constante  qui  est  encore  indé- 
terminée, ' * 58a 

624.  Démonstration  d’nn  beau  théorème  de  Wallis,  583 
6j5.  Détermination  de  la  constante  de  la  valeur  de  S.lx  qui  était 
encore  indéterminée  !t  l'article  6a3  , 584 

Appendice , 586 


FIN  DE  LA  TABLE  DO  SECOND  ET  DERNIER  TOUSSE. 


» 


Digitized  by  Google 


I 


I 


Supplément  ci  /"  errât  â du  tome  premier* 

^a6e  7»  lig-  1 > laque , lisez  laquelle. 
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*9»  *5»  — , lisez — 

» ? ' 

?*'(«  + cx)l  q \/  a -h  cx)l—‘ 

a6»  ia,  (i-f-z"),  lisez  (4+î)«, 

m 

Ibid.  a Tant-dernière  ligne , in  v'(<H-=’0, 

**  m 

lisez  l/(A-f  j)»-“  sin 

a7»  a (<zJ — 4'") , lisez  (n*  — bzm)l 

n 

Æ<</.  4 __  ^a>  — bzm)zm~'dz 

n cos*  l/a' — A;»  * 

n 4 

jjscz V/ — bzm)'i-"z'*-’dz 


n 


33, 

/J  COS*  — £z")f 

7 

et  8,  (fei  variables  y lisez  des 

des  lutrin  ht** — 

. * 

différentielles 

38, 

3 

* , 7 

> C ■y-hr*)6,  lisez  |/  (it+v.i 

y 

jl’ 

II 

, 3Ex>,  lisez  4Ex\  W 

5a, 

5 

et  i3  , fraction  , /irez  fonction. 

i3 

i — etc. , //sez  — etc. 

73, 

38 

t *1  aurait,  lisez  il  y aurait. 

79. 

G 

dydx  dydx 

t ~y  , Jtsez  — — . , 

a>V  3/y^x 

1 * 

a44. 

3, 

~ = Rc  dWR  = Z.,  iisez 

p w . 

' T — — Rc  > 
2C* 

d’où  K— - 

P 

Idem, 

9» 

—A  [t:p,  lisez  rt A fj-*- 

3CÎ* 

Idem, 

>4» 

pz  »; 

y — r ■ lise~  r~ 

a 

/ 

3,4, 

5, 

le  n»  de  la  page  a53  est  marquée 
a<7  — 3 , lisez  (aq  — 3). 

a 33. 

3i6, 

7 j 

u , lisez  n. 

344, 

368, 

i5, 

6, 

V—  x . Usez  1/  — 1." 

P — i , lisez  p-f-  a. 

49a, 

10, 

ar*  , lisez  a’. 

dernière , 

9> 

345 , lisez  349. 
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Todte  équation  différentielle. 

64,  antépénultième , mettez  deux  points  après  le  mot 
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89,'  18,  £<"•-»>,  lisez  £(■-*>'. 
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le  n»  de  la  page  3g3  n’est  marqué  que  par  un  3. 

43a , an  lieu  de 
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